Cwiczenie 1

Wykorzystanie optycznej transformaty Fouriera do pomiaru
malych obiektow dwuwymiarowych.

Wprowadzenie teoretyczne

Podstawy

Materiat teoretyczny, dotyczacy ¢wiczenia zostat wyczerpujaco wylozony w ksigzce
J.Petykiewicza "Optyka falowa” (PWN, W-wa 1986) na str 111-125. Ponizej
przedstawiamy w skondensowanej formie opis konieczny do przeprowadzenia
¢wiczenia.
Wyobrazmy sobie, ze fala ptaska o dlugosci A, propagujaca si¢ wzdtuz osi OZ ma na
plaszczyznie OXY amplitude A.
Z rownania fali plaskiej wiadomo, ze amplituda zespolona pola w punkcie
Pi[x=0,y =0, z = ry] ma postac:

Uy (Py) = Ae'™To 1)
Sprobujmy teraz policzy¢ te amplitude, postugujac si¢ zasada Huygensa, tak jak to
zrobil Fresnel przy wyprowadzeniu catki dyfrakcyjnej. Catka Fresnela w
niezmienionej formie jest powszechnie uzywana do opisu zjawisk dyfrakcyjnych po
dzi§ dzien. Podejscie Fresnela jest o tyle ciekawe, ze opiera si¢ na prostych
postulatach fizyczno-heurystycznych. Strona matematyczna wyprowadzenia jest
zredukowana do minimum.

Fresnel zatozyl, ze jest spetniona zasada Huygensa. Wedtug tej zasady, kazdy
punkt do ktorego dociera fala Swietlna staje si¢ zrodlem wtérnej fali sferyczne;.
Wtorne fale rozchodzg si¢ w przestrzeni z predkoscig v i po czasie t ich obwiednie
okreslajg nowy ksztatt frontu falowego. Zasada Huygensa w takiej formie jest bardzo
nieprecyzyjna, gdyz odpowiednig obwiedni¢ mozna znalez¢ jedynie graficznie, w
przyblizeniu. Fresnel uzupehit postulat Huygensa w ten sposéb, ze fale wtorne,
dochodzac do dowolnego punktu w przestrzeni interferuja ze soba, tzn. suma ich
amplitud okresla wypadkowa amplitude w tym punkcie. Ponadto Fresnel zrobit
dodatkowe zatozenie opisujace amplitude fal wtérnych w punkcie obserwacji.
Zgodnie z teorig Fresnela, kazdy element fali plaskiej z ptaszczyzny OX;Y; 0
infinitezymalnym polu (kazdy punkt tej ptaszczyzny) jest zrodtem fali sferycznej o
amplitudzie proporcjonalnej do wielkosci tego elemntu i do A (gdzie A jest amplituda
padajacej fali ptaskiej). Ponadto Fresnel zatozyt, ze amplituda fali sferycznej,
dochodzacej do punktu obserwacji Py zalezy od czynnika katowego K(68), gdzie 4 jest
katem ugiecia $wiatla, tzn. katem nachylenia wektora 7 do plaszczyzny OX;Y;. Na

podstawie obserwacji doswiadczalnych Fresnel przyjat, ze czynnik K(6) jest dodatni i
zmniejsza si¢ wraz ze wzrostem kata ugigcia &, przy czym K(6=0)=1 i
glirr}z K(O) =K(0=x/2)=0.

Odpowiednia geometria jest pokazana na Rys.1.
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Ostatecznie podat on wzor opisujacy pole w punkcie P;, zwigzane z wszystkimi
elementami pierwotnej fali ptaskiej. Wszystkie przyczynki pochodzace od wszystkich
elementow fali plaskiej interferujg ze soba.

Nastepnie mozemy zastosowac przyblizenie przyosiowe odpowiadajace matym katom
wektora 7 z osig OZ, co jest rownowazne warunkowi:

(X = X)% + (Yo — V1)°
0 1 22 0 1 |MAX <<1 (6)

Woéwczas przyjmujemy rowniez, ze czynnik K(6) jest staty i rowny 1.
Ostatecznie otrzymujemy przyosiowg catke Fresnela:

[( Xo— 1) +(Yo— 1)]
ez dxdy, ®)

U (%, Y,) =
Gdy zwickszymy odlegtos$¢ obserwacji z, tak zeby byt spetniony warunek:

+Y,

k(x”+y,") | |
MAX 2/1 MAX (9)
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To w takim przypadku wyrazenie (8) przyjmuje posta¢ catki dyfrakcyjnej
Fraunhofera:

tkz [X0X1+YOY1]

Ut Yo = ezsz . ﬁU(x1 yi)e dx,dy, (10)

Poniewaz definicja dwuwymiarowej transformaty Fouriera funkcji U(xq,y1):

TU(fX' fy) = jj U(x1,y1) e_iZT[|fXX1+fyh|dX1dY1 (11)



To wraz ze wzorem (10) prowadzi nas do wniosku, Ze natezenie 1(Xg,Yo)=|U(X0.Yo)I2

pola dyfrakcyjnego Fraunhofera jest z dokladnoscia do stalej natezeniowa
transformata Fouriera funkcji U(Xq,y1), tzn:

Xo . 3’0)|2 12)

1(Xg,V0) = oc|17-"(fx ZZ’f =7

gdzie a=1/42z2= const.

Obraz dyfrakcyjny Fraunhofera, bedacy jednoczes$nie optyczng transformata Fouriera
transmitancji U(xq,y;) powstaje:

- w plaszczyznie ogniskowej soczewki, umieszczonej za obiektem o transmitancji
U(Xq,Y1), o$wietlonym falg ptaska - Rys.2.
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Wynika to z tego, ze funkcja e 22( o) opisuje w przyblizeniu przyosiowym Fresnela

transmitancj¢ soczewki cienkiej 0 ogniskowej z. Inaczej méwiac, gdyby oswietli¢ falg
ik 2,y2

ptaska obiekt z ptaszczyzny Z=0 majacy transmitancje e 22( i ), wowczas zgodnie z

przyosiowa catka Fresnela (8) $wiatlo zostanie skupione za obiektem w punkcie

[X0=0, yp=0, Z=z].

- w plaszczyznie Z=const dostatecznie odlegtej od obiektu, dla ktérej spetniony jest
warunek (9).



Przvklad natezeniowych transformat Fouriera wybranych apertur.

1) Obiekt o aperturze prostokatnej

Obiekt o aperturze prostokata o bokach Iy i Iy (przezroczysty prostokat na czarnym
nieprzezroczystym tle) - Rys.3 ma transmitancja opisang funkcjg rectus:

U(x,y,)= rect[:(—lJ rect[ly—lJ (13)

X

Rys.3
Zgodnie z analiza fourierowska funkcja natgzeniowa lg(Xg,yg) z€ wzoru (12) ma w

tym przypadku z doktadnoscia do statej postac:
. I x . I Yo
1(X,,Y,) =sinc?| === |sinc®| -~
(%:¥o) [ . j . (14

gdzie .
sinc(x) = smji:x) (15)

Wykres funkcji (14) wzdtuz linii yp=0 jest pokazany na Rys. 4, a zdjgcie obrazu
dyfrakcyjnego Fraunhofera apertury prostokatnej w postaci charakterystycznego
krzyza przedstawia Rys. 5.
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Rys. 5.

Ze wzorow (14) i (15) wynika, ze zera w obrazie dyfrakcyjnym (ciemne obszary,
gdzie natezenie §wiatla spada do zera) majg wspoirzedne

Az
X, =|—m meC (16)

wzdtuz prostej yp=0 i X
y,=—m meC (17)
wzdtuz prostej Xp=0
2) Obiekt o aperturze kolowej
Obiekt o aperturze kotowej o promieniu R opisany jest funkcja circ(rq/R)

gdzie (r, =X’ +y/ ) - Rys. 6.

Rys. 6.
ma zgodnie ze wzorem (12) nastepujaca natgzeniowg transformate Fouriera
2
kRr,
Jl[ , ° j (18)

I(XO’ yo) = I(ro) = ZW

z

gdzie r,=+x.+y., oraz J; oznacza funkcjc Bessela pierwszego rodzaju i

pierwszego rzgdu. Obraz dyfrakcyjny Fraunhofera apertury kotowej posiada strukture
pierScieniowq i jest pokazany na Rys. 7.



Rys.7

Z wykresu kwadratu funkcji Bessela zamieszczonego na Rys.8. oraz Tab. 1. mozna
znalez¢ warunek odpowiadajacy ciemnym pierScieniom w obrazie dyfrakcyjnym,

gdzie I(rg) =0

]

L N _ ¥
2 i i
0 1 max
1,22 0 min
1,64 0,0175 max
2,23 0 min
2,68 0,0042 max
3,24 0 min

Z rownania (18) wynika, ze promienie kolejnych ciemnych pierscieni opisuje

roOwnanie:

Az
r,=p—
0 /3’2[2

gdzie:
p=1,22; 2,23; 3,24.

(19)



Przebieg éwiczenia

1) Badanie rozdzielczo$ci matrycy.

2) Pomiar apertur prostokatnych i kotowych

Ze wzgledu na mate rozmiary apertur obserwujemy obrazy dyfrakcyjne Fraunhofera
bez pomocy soczewki. Oswietlamy apertury falg ptaska i wykonujemy odpowiednie
pomiary obrazéw dyfrakcyjnych w dalekiej ptaszczyznie wyjsciowej, lezacej w strefie
Fraunhofera ( w naszym przypadku z > 1m). Znajac dlugos¢ fali $wiatta A, obliczamy
dhugo$¢ bokow apertur prostokatnych i promienie apertur kotowych ze wzorow (16),
(17) i (19).

3) Sprawdzenie wynikow z p-tu 1 poprzez bezposredni pomiar rozmiardw apertur pod
mikroskopem.
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