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Wiasnosci macierzy sgsiedztwa A4

» A; = 1 jezeli istnieje krawedz pomigdzy weztami i oraz j

» W ogdlnosci Aij =w, we R, oraz Aij ¢Aﬁ (grafy wazone i skierowane)
» Ponizej rozwazamy grafy proste

> k;=Xj-14; stopien wezta

» Ay Ay = 1, jezeli istnieje droga o dtugosci 2 od wezta i do wezta j przez &

> NP = Eh, Andy = (4%,

> Ni(]'3) — ;cl,lzlAikAklAlj — [A3]ij

> N = (A7),

» L =Y [A"],, = Tr A" (petle, ktére liczymy od innego punktu poczatkowego,

liczymy osobno)

> Najkrotsza droga: najmniejsza warto$¢ r taka, ze [A"], > 0.



Laplasjan grafu L

Dyfuzja

Niech y; - wartos¢ pewnej wielkosci w wezle i.
C(y; - w;) — tempo przeptywu wielkosci z wezta j do i

wspotczynnik dyfuzji

W ciggu czasu dt przeptywa C(y; - ; )dt.

dw.
% =C 2 A, — ) Roéwnanie dyfuzji

j

dy,

= CEAiJ‘Pj —Ct/JiZA,-,- - CZAijwj —Cipk, = CZ(AU — 5,k
J j j j

L . d
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dy

—=C(A—-D

== C(A-D)

L=D-A laplasjan grafu
II prawo Ficka

W +CLy =0

dt Y=

Rozwigzujac rOwnanie:
P(t) = );a,(t)v; -liniowa kombinacja wektorow wiasnych

dy da,
T — v. oraz CLy = z Ca,(t)Lv; = z ClLa,(t)v; bo Lv;=Av;
[ [

dt Zudt ¢
l
Z dai+c,1 @) |v, =0
AT i4 V; =
l
Wektory wlasne macierzy symetrycznej sg ortogonalne, zatem

% + CA,a,(t) = 0, dla kazdego i.

a;(t) = a;(0)e~ A
Czyli, majac dane warunki poczatkowe a,(0) oraz wartosci 1 wektory wilasne laplasjanu,
mozemy rozwigzac¢ zagadnienie dyfuzji na sieci.



» Laplasjan jest macierza symetryczng, wiec ma rzeczywiste wartosci wtasne

» Mozna pokazac, ze 4; >0 dla kazdego i. a,(t) = a;(0)e CAt

» Rozwazmy iloczyn L - 1

zLij']. ZZ(gijki_Aij) =ki_ZAij=ki_ki =0
J J J

L-1=0-1
Zatem, jesi A, <A, < ... <A, to A, =0.
» Wyznacznik macierzy jest iloczynem wartosci wlasnych, zatem laplasjan to

macierz osobliwa.



» Stworzmy sie¢ ztozong z k komponentow. Kazdy z komponentéw ma wiasny

laplasjan. Zatem mamy macierz blokowg

L, 0
L=1]o0

Ly

» Mozemy napisa¢ k roznych wektorow wiasnych z A = 0, np:
v,=(1,1,1,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0) v, = (0,0,0,0,0,0,0,1,1,1,1,1,1
komponent nr / komponent nr k& komponent nr / komponent nr &
» Zatem mamy k wartosci wlasnych A = 0.
» Sie¢ jest spojna tylko, gdy 4, =0

»> A,—spOjnos¢ algebraiczna.



Podziat spektralny grafu

» Cel: podzieli¢ wezty w sieci na dwie roztaczne grupy X 1Y

/
/

» Jak podzieli¢ dobrze?

» Minimalizujmy liczbe potaczen migdzy klastrami cut(X,Y) =2 ¥;cx. jex Ayj
arg r}r(uyn cut(X,Y)

» Przyktad:

.. I ciecie minimalne
ciecie optymalne

\



cut(X,Y) cut(X,Y)
vol(X) vol(Y)

» Cigcie normalizowane: ncut(X,Y) =
vol(X) = z A (liczba krawedzi rozpoczynajacych sie w grupie X)
iex

.. I ciecie minimalne
ciecie optymalne

\

1 1
ncut(X,Y) = 33 + 7

2 2
ncut(X,Y) = T + 18



Zdefiniuymy wektor s taki, ze

_ {+1 jezeli wezet i nalezy do grupy 1
Si = —1 jezeli wezetinalezy do grupy 2

1 jezeliiorazjsawroéznych grupach

1
Wtedy - (1=s;5) = {0 jezeliioraz j saw tej samej grupie

1
cut(X,Y) =3 Xiex jex Ay = Zzij Ay(1 = s55)
YijAy =ik =Xikis? =X kibys;s,

1 1 1
Czyli znalezienie najlepszego cigcia = znalezienie wektora s, ktory minimalizuje
pOWYyZsze wyrazenie.

Problem NP-trudny. Metoda relaksacji: s, =+1 - s;€R

By zapobiec trywialnemu rozwigzaniu s = 0, wprowadzamy dodatkowy wigz

N o)
2.5 )




» Drugi wigz: chcemy, by grupy byty zbalansowane:
2iSi =&, e =0, 1T-s=¢, (1 — wektor jednostkowy L -1 = 0)

» Metoda mnoznikow Lagrange’a

d
g[z: Lys;sy +/1<n — ZS]-2> + 2u (8 —zSJ-)] =0
Lk j

J
2 Liij = /151' +u
J

L-s=As+ul
» Mnozymy lewostronnie przez 1T

1L -s = A1T - s + ul1T - 1,
hn'ad — czyliu=20
0 ~0

» L-s = As —czyli s jest wektorem wlasnym a A wartoscig wtasng L



> cut(X,Y) = %STLS = %ASTS

Najlepsze ciecie da wektor s z najmniejszg wartoscig wtasng A
» A,=0 odpada, bo wtedy s=1
» Zatem wybieramy A,. Wektor s — wektor Fiedlera

Algorytm

1. Konstruujemy laplasjan L grafu m—)-

2. Znajdujemy wartosci 1 wektory wlasne L

0 1 O O O O O S T IO
1 20111 ]2]1
3| p= | tfo[1]1]o0
3 ol-1]1]|-1]0]1
4 P|-1 1)1 ]-1]1
5 o1 |-1]-1]0]1

3. Przypisujemy weztom odpowiednie elementy wektora v, m——)

4. Dzielimy wezty na dwie grupy. Punkt podziatu: 0, srednia, mediana.

Mozemy tez wybra¢ punkt podziatu minimalizujac cigcie (przeszukiwanie jednowymiarowe).




» Jak podzieli¢ graf na k grup?
» a) rekurencyjna bisekcja
nieefektywna O(#n?), niestabilna

b) wykorzystanie wielu wektorow wtasnych do stworzenia przestrzeni rozpinajacej

Algorytm

Konstruujemy laplasjan L grafu.

2. Znajdujemy k najmniejszych niezerowych wartosci
wlasnych 1 odpowiadajacych im wektorow.

3. Jak wybrac k?

A = |Aks1 — Ax| - eigengap (przerwa wiasna?)

12

k: max A,
K
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Algorytm c.d.

Tworzymy macierz nxk zbudowang z k wektoréw wilasnych:

u(xg) - ul(xn)‘
U = . . .

W) - )

. Kazda kolumna i reprezentuje wspotrzedne wezta x; w nowej przestrzeni.

. Wykorzystujemy jedng z metod grupowania danych, np. K-srednich.



Algorytm K-Srednich

1. Wybierz K punktow jako poczatkowe centroidy

2. REPEAT
3. Utworz K grup przypisujac wszystkie punkty najblizszym centroidom.
4. Przelicz potozenie centroidow dla kazdej grupy

5. UNTIL potozenia centroidow nie zmieniajg si¢

» Przyktad

iteracja 0 iteracja 1 iteracja 2 iteracja 3 iteracja 4
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» DYGRESJA

» Metode K-srednich i podobne inne metody mozna uzy¢ do grupowania dowolnych

danych (nie tylko weztéw w grafach) w oparciu o podobienstwa wzgledem r6znych cech.

> Nie zawsze to dziala:

» Aby zadzialalo, tworzymy sie¢ K-sagsiedztwa

Dane

Y

Sie¢ K-sgsiedztwa

y

Laplasjan

y

Spektrum

\‘/
Grupowanie



MODULARNOSC
» Miara jakosci podzialu Q

1
= EE(# krawedzi w grupie i —

oczekiwana # krawedzi w grupie i w grafie losowym o tej samej sekwencji stopni)
» Trywialny podzial: wszystkie wezty w jednej grupie 2 Q = 0

»> Jezeli ¢, — grupa wezla i

1
i

krawedzie (i,j)

1 k, k
2 Zm v
2mz< . )6(cl, ¢j) = ZmZ Bl]5(Cl, ¢)
kk, | -
B-- = A. macierz modularnosci

JZm



» Wilasnos¢ macierzy B:

]

J

» Zdefiniuymy wektor s taki, ze

{+1 jezeli wezet i nalezy do grupy 1
S, = e . .
—1 jezeli wezetinalezy do grupy 2

1 jezeliiorazjsaw tej samej grupie

1
> Wtedy p (s;s;,+1) = {0 jezelii oraz j saw roznych grupach

1 1
> Q= %ZU Bija(ci' Cj) :mzij B(ss; +1) = _ZU Bs;s; = —STBS
» Przypomnienie: cut(X,Y) = %STLS

» Dzialamy podobnie ale odwrotnie: szukamy podziatu, ktéry maksymalizuje O




» Wprowadzamy tylko jeden wigz (grupy moga by¢ teraz réznoliczne)

sTs=ZSi2=n

» Rownanie Lagrange’a

» Zatem szukamy wektora wlasnego o najwickszej wartosci wlasnej
» Przypomnienie z Metod Numerycznych: szybka Metoda Potegowa znajdowania

najwiekszej wartosci wlasnej i zwigzanego z nig wektora wlasnego.



» Podzial na wiecej niz dwie grupy
» Problem NP. Wiele metod heurystycznych:
wyzarzanie, algorytmy genetyczne

» Greedy algorithm :

Poczatkowo umieszczamy kazdy wezel w innej grupie

Nastepnie sprawdzamy, potgczenie ktorych dwoch grup da najwiekszy wzrost

(lub naymniejszy spadek) modularnosci
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BLADZENIE PRZYPADKOWE PO SIECI

> p.(t) — prawdopodobienstwo, ze czastka (pakiet, osobnik) znajduje
sie w wezle i w chwili 7.

o . : o A
> Jesli w chwili -1 czastka jest w wezle j, to p;,;(t) = 4 D; (t—1)
A !
pi(t) = pr,-(t -1
i J

p(t) =AD p(t-1) D — macierz diagonalna stopni weztow
» Rozklad graniczny dla t — oo
p=AD"'p
(I-ADV)p=(D-A)D p=LD1p=0
D~ 1p — wektor wlasny laplasjanu o warto$ci wlasnej 0.
» Pamigtamy, ze v = al, zatem p = aD1 oraz p;, = ak;.
» Po unormowaniu

k. k

l

pi:zjka 2m




BLADZENIE PRZYPADKOWE PO SIECI

> p.(t) — prawdopodobienstwo, ze czastka (pakiet, osobnik) znajduje
sie w wezle i w chwili 7.

o . : o A
> Jesli w chwili -1 czastka jest w wezle j, to p;,;(t) = 4 D; (t—1)
A !
pi(t) = pr,-(t -1
i J

p(t) =AD p(t-1) D — macierz diagonalna stopni weztow
» Rozklad graniczny dla t — oo
p=AD"'p
(I-ADV)p=(D-A)D p=LD1p=0
D~ 1p — wektor wlasny laplasjanu o warto$ci wlasnej 0.
» Pamigtamy, ze v = al, zatem p = aD1 oraz p;, = ak;.
» Po unormowaniu

k, k

l

pi:zjka 2m




» Mozna pokazaé, ze dla bladzenia z preferencja k”
p; "’kiﬁﬂ

» Zatemdla f=-1



» Mozna pokazaé, ze dla bladzenia z preferencja k”
p; "’kiﬁﬂ

» Zatemdla f=-1



SIECI REZYSTOROWE

Prawo Kirchhoffa / .
V.-V,
2 Ag=——+1;= 0 S %

g S/\/\/\// l
W naszym przypadku
{ +1 dlai =s L
Iy =3 —I dlai =1t |
0 dai#s+t A




L-V=RI

Pamietamy, ze L — macierz osobliwa, wigc nie mozemy znalez¢

wektora V z powyzszego rOwnania.

Napiecia sg ustalone z doktadnoscig do stale;: ii; % %

L(V+cl)=LV+cLl=LV=RI T
Ustalmy potencjal odniesienia. 11 iMft
Mozemy teraz usung¢ kolumne 7 z laplasjanu (bo 1 tak f {j V=0
mnozymy przez 0).
A takze wiersz ¢, bo znamy V..
Nowe rOwnanie:

L' -V'=RI bo L' — macierz nieosobliwa

I teraz: I ‘

V' = RL 11



» Przyktad: Model grawitacyjny w sieciach dystrybucyjnych

<= Q
Qin Produkt krajowy brutto
T, j“
odlegtos¢ migdzy krajami

ij=G

®
Wielko$¢ przeptywu

U.S. Trade by Country, 2014
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> Sie¢ potaczen lotniczych mi¢dzy krajami L

6 8 10 2 %
L-V =RI ,
-~ -2
T
Logmic "V =1 S
: — : b
macierz admitancji weztowe;j <
\c_.; L
S -6
Logmic =S — F '
’ wazona ilos$cig pasazerow -8

diagonalna macierz sit weztow

-0 -

macierz sgsiedztwa
(na podst. modelu graw.)

lop = Qc;"Qb

log(observed flow)

110

log(predicted flow)







