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Generowanie liczb losowych

Metody Monte Carlo sg oparte na probabilistyce — dziatajg dzieki generowaniu
liczb losowych.

W komputerach te liczby generowane przez odpowiednie procedury nie sg
wcale losowe, a raczej deterministyczne i odtwarzalne — cho¢ wygladajq jak
ciag przypadkowych liczb.

Procedury te nazywamy wiec generatorami liczb pseudolosowych.

Wilasnosci generatorow liczb pseudolosowych (GLP)

« powtarzalnos¢ —sekwencja wylosowanych liczb powinna by¢ powtarzalna przy
przyjeciu tej samej pierwszej wylosowanej liczby.

» losowos¢é — GLP powinien generowac niezalezne, jednorodnie roztozone liczby,
kidre pozytywnie przechodzg wszelkie statystyczne testy na losowos¢.

» Dtugi okres — okres generatora powinien by¢ znacznie dtuzszy niz liczba
potrzebnych w symulacji liczb losowych.

* Nieczutos¢ na warunek poczatkowy — okres i wlasnosci losowe nie powinny
zaleze¢ od wyboru warunku poczatkowego.



Liniowy generator kongruentny (LCG)
Zaproponowany przez D. H. Lehmera w 1951 roku.

Wiekszos¢ dzisiejszych procedur do generowania liczb pseudolosowych
jest oparta na tym generatorze.

X, 1 = (ax, + b) (mod m)
Przykiad: x,=7,a=1,b=7, m=10,
Otrzymamy nastepujgcg sekwencje liczb:
7,4,1,8,5,2,9,6,3,0,7,4, ...

Wybér parametru m.
1 m powinno by¢ jak najwieksze, bo okres nie moze byc¢ wiekszy niz m.

1 Zwykle wybieramy m najblizsze najwiekszej liczbie catkowitej dostepnej w
komputerze (dla komputeréw 32-bitowych 232 - 1).



Wady LCG:
Wezmy Xh,1 = (5 X, + 1)mod(16)

Mamy okres P =16, (najdtuzszy mozliwy).

Integer Binary Real
Xo: 1 1/16 = 0.0625
X1 6 6/16 = 0.3750 Korelacje w ostatnim
Xo. 15 15/16 = 0.9375 biCie!
X3 12 12/16 = 0.7500
X4 13 13/16 = 0.8125
X5 2 2/16 = 0.1250 ...1010101...
Xg: 11 11/16 = 0.6875
X 8 8/16 = 0.5000
Xg: 9 9/16 = 0.5625 . o
X! 14 14/16 =0.8750 Mozna pokazac, ze
X0 7 716 =0.4375 <x>=1/2
X0 4 4/16 = 02500 (y . <x>)2> = 1/12 = 0.083.
X1o: 5 5/16 = 0.3125
X453 10 10/16 = 0.6275 U nas:
X14 3 3/16 =0.1875 x> = (.469
X15: 0 0/16 = 0.0000

<(x - <x>)>>=1/12 = 0.088.
Caltkiem niezle.



Jednorodnosc¢ w 1D nie oznacza jednorodnosci w 2D
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Mozna pokazad, ze punkty, kidrych wspotrzednymi jest kolejnych d liczb z sekwenciji
generatora LCG lezg w przestrzeni d-wymiarowej na réwnolegtych d-1 wymiarowych
hiperptaszczyznach.

Liczba hiperptaszczyzn N =4%'m

Przyktady wspétczesnych generatorow LCG

Source a b Output bits in rand()
Borland C/C++ 22695477 1 16 - 30
Ghibe (GCC) 1103515245 12345 0- 30
ANSI C 1103515245 12345 16 - 30
Borland Delph 134775813 1 32 - 63
Microsoft C/C++ 214013 2531011 16 - 30

We wszystkich powyzszych kompilatorach m = 232 - 1



Generator Fibonacciego (LFG)
Generator Fibonacciego jest jednym z wielu wariantéow uogoélnionego
generatora liniowego liczb losowych.
LFG stajg sie popularne w ostatnich latach.
Nazwane tak z powodu podobienstwa do sekwencji Fibonacciego:
Fn :Fn—l_Fn—Z
0,1,1,2,3,5,8,13, ...
LFG wykorzystuje do generowania liczb losowych algorytm

X,=X,_;+X,_,(modm) gdzie />k>0

z m wartosciami poczgtkowymi {Xy, Xy, ..., X;_1}.



Generator Fibonacciego (LFG)

W wiekszosci aplikacji , m jest potega dwéjki, m = 2M.

Przy odpowiednim wyborze parametréw /, k i wartosci poczatkowych,
okres generatora

P=(2/—1)x2M—1.

Dwa najczesciej uzywane LFG:
X,= X,_47 + X,_s (Mod 237) okres = 24/

X, = X,_zs5 + X,_o, (Mod 231) period = 285

W odrdznieniu od LCG, wartos¢ parametru m nie ogranicza okresu
generatora.

LFG jest prosty w implementaciji:
- dodawanie catkowite
- logiczne AND (operacja mod 2M)

- tablica (niewielka).



Niejednorodne generatory liczb losowych
Wiekszos¢ generatorow daje liczby roztozone jednorodnie.
Rozktady nieliniowe mozna otrzymac za pomoca;:

» metody odwracania dystrybuanty

» metody akceptacji / odrzucenia

Metoda odwracania dystrybuanty
Jesli zmienna losowa U ma rozktad jednostajny na odcinku [0, 1],

to zmienna losowa X = F-1(U) ma rozktad o dystrybuancie F(x).

Continuous
distribution

Dowod:

Poniewaz L
P{X<sx}=PF(U <xj=PUsFXx}=FxX), 5, ! :

wiec zmienna losowa X ma rzeczywiscie rozktad ¢ "

prawdopodobienstwa o dystrybuancie F. 0 xj}F_lm



Przyktad: rozktad wyktadniczy

Gestosc¢ rozktadu wyktadniczego
f(x)=Ae™ x>0

Liczymy dystrybuante

F(x)= ]C'ﬂ,e_ﬂx'dx' = —e_’lx';c =]—e™
0

Zatem
U=F(X)=1-¢*
1
X=— In(1-U
1 ( )

Poniewaz U € [0,1], to kusi, aby liczyc

X = —;IH(U ) Niebezpieczne!



Przyktad: rozktad jednorodny

Rozwazmy zmienng losowg X jednorodnie roztozong na przedziale [a, b].

Funkcja gestosci X ma postacé

1
——, a<x<bh 1
fX)=9p-a (b—a)
0, w pozostaltych przyp.
0
Dystrybuanta ma postac
b, x<a
F{0=<x_a a<x<b
b—a
}, x>b
Zatem
X —a
F(X)= =U
b—a
Odwracajac

X=a+b-a)U

b

v



Zalety:
* Dokfadna.
* Prosta i szybka dla niektérych rozktadéw.

* Do wygenerowania zmiennej losowej o0 danym rozktadzie potrzebna jest
tylko jedna liczba losowa o rozktadzie U(O, 1).

Wady:

* Na ogdt wymagane jest aby dystrybuanta byta znana i odwracalna
analitycznie — stosunkowo niewielka liczba funkciji!

« W zasadzie, mozna numerycznie odwracac dystrybuante’— ta metoda jest
jednak zwykle znacznie wolniejsza, mniej doktadna i bardziej narazona na
niestabilnosci numeryczne.

Numeryczne odwracanie dystrybuanty

Szukanie miejsca zerowego X, funkcji: .
U-F(X,)=U~- [ f(x)dx=0
0

(np. metodami: siecznych, stycznych itd.)



Generowanie liczb z rozktadu normalnego

J)= le% eXp(‘ 2);2j

Stosujac metode odwracania dystrybuanty dostajemy rownanie

) @ }Xp[_ 2xc:2jd I{Herf(f cfﬂ

Niestety, tego rownania nie da sie odwrocic...

Metoda Boxa-Mullera

Wezmy dwie niezalezne liczby losowe x oraz y, wylosowane z rozktadu normalnego.
Prawdopodobienstwo, ze punkt (x,y) lezy w matym obszarze dxdy ptaszczyzny xy:

exp[ xz-g-y jdxdy

1
f(x,y)dxdy = 5
2O



Wyrazajac to we wspdétrzednych biegunowych

1 r
,0)drd 0 = — drd 6
f(r,8)dr Sy exp[ ’ )r r

Jesli wygenerujemy zgodnie z powyzszym rozktadem dwie liczby roraz 6,

a nastepnie przetransformujemy je z powrotem do wspoétrzednych kartezjanskich xi y,
otrzymamy dwie liczby losowe z rozktadu Gaussa.

Wygenerowanie @ jest proste — losujemy liczbe z rozktadu jednorodnego [0, 2x).

r generujemy metodg odwrotnej dystrybuanty
1 r
r)y=-—,expl — r
f(r) 5 p[ zgzj

1 r r12 r2
U=—|expl — r'dr'=1—exp| —
o s par=1-ool- 1

r=/-20"log(1-U)

Majac roraz 8 otrzymujemy dwie liczby losowe z rozktadu Gaussa
x=rsin@

y=rcoséf



Inna metoda

Centralne twierdzenie graniczne

Jezeli X, jest ciggiem niezaleznych zmiennych o jednakowym rozktadzie,
0 wartoSci przecietnej <X> i skonnczonej wariancji o@, to cigg zmiennych
losowych

ZXi_n<X>
Y, = p—

jest zbiezny do zmiennej losowej o rozktadzie normalnym N(0,1).

n = 30 wystarczy, aby Y;, traktowac jak zmienng losowg o rozktadzie
normalnym.



Algorytm

1 Przyjmujemy odpowiednio duze n.

2 Wybieramy rozktad dla X; o znanej wartosci oczekiwanej <X> i znanej
wariancji ¢2. Kierujemy sie rowniez tym, aby algorytm generowania zmiennych
X: byt szybki.

3 Losujemy n realizacji niezaleznych zmiennych losowych X .

4 Liczymy Y, i uznajemy je za realizacje zmiennej losowej o rozktadzie
normalnym.

M= 1




Metoda eliminacji

Chcemy wygenerowac liczby losowe x w przedziatu 1
[x... x...] zgodnie z rozktadem prawdopodobienstwa f(x). .

max

Niech f ... — maksymalna wartosc¢ f(x) na przedziale

[ min’ max]

f(x)

1. Losujemy liczbe losowg x z rozktadu jednorodnego

min

x=x_ +(x U

max

2. Losujemy inng liczbe losowg r z rozktadu jednorodnego (miedzy 0i 1)
r=U

3. Jesli
_f)

S inax

akceptujemy liczbe losowg x.

W przeciwnym wypadku, powracamy do kroku 1.

max

\ 4



Dlaczego to dziata?

Prawdopodobienstwo wygenerowania liczby z przedziatu x — x+dx

dx
P gen (X)dx =
'xmax — 'xmin
Prawdopodobienstwo akceptacji
_ )
P akcept (X) _ fmax

Zatem prawdopodobienstwo, ze nasz generator zwrdci liczbe x:

J (x)dx

f max ('xmax T 'xmin )

PX)Ax = P o, (X)* Py (X) =

Czyli jest ono proporcjonalne do f(x)dx.



Fakt, ze czasem odrzucamy wylosowang liczbe, zmniejsza efektywnosc algorytmu.

Obliczmy liczbe krokow algorytmu (liczbe wywotania funkcji rand()), by uzyskac¢
srednio jedng liczbe losowa.

Prawdopodobienstwo P, ze wylosujemy jakakolwiek liczbe w jednym kroku:

X

[ £eoa

xmax

P= jp(x)dx =

X

f max (xmax _ 'xmin
A zatem liczba krokdw algorytmu potrzebna, by uzyskaé jedng liczbe

N :1: fmax(xmax _'xmin)

krokow Xinax

[ £y

X

min

min

Liczba wywotan funkciji rand()

— 2fmax (xmax B xmin )

rand ~ X

N

[ £eoas

xmm



Poréwnajmy dwa sposoby generowania liczb z rozktadu normalnego N(0,1).

Jesli granice zakresu liczb lezg 6 odchylen standardowych od sredniegj
(1 na 107 liczb lezy poza tym zakresem),ac =1, to

x. =—06, x_ =6

f ) =expl-1x)

rand = 2 mi‘j;fxxma" = in) & =9,57...

| £y fexp<-;x2>dx

min

N

X

Czyli 10 razy wiecej niz w metodzie odwracania dystrybuanty.



Hybrydowa metoda eliminacji

Znajdzmy funkcje g(x), ktéra jest podobna do f(x), ale jest catkowalna i

gx)= f(x) dla X <x<Xx

min max

Zastosujmy metode odwrotnej dystrybuanty, by wylosowac liczbe losowg
z rozktadu g(x). Jesli g(x) jest znormalizowana (czyli f(x) nie jest), to

P gen (X)dx = g(x)dx

_ S
g(x)

P akcept (X)

p(x)dx = pgen (x) ) pakcept (X) = f(X)dX



Niech g(x) bedzie funkcjg Lorentza

Lorentz
Gauss

), 9(X)

Aby f(x) lezato ponizej funkcji g(x), trzebaje =
przeskalowaé (metodg prob i bteddw)

[y (x)=0.65f ., (x)

Mozna pokazac, ze dla liczby x wylosowanej z rozktadu Lorentza (sprawdz!)
x = tan|z(U —;)]

Prawdopodobienstwo wylosowania liczby w jednym petnym kroku algorytmu

P = p(x)dx=| f,,(x)dx=0.65[ f,,,(x)dx=0.65

Ny =2 =3

rand ~
P

Czyli aby lepiej niz w prostej metodzie eliminacji, ale nadal gorzej niz w metodzie
odwrotnej dystrybuanty.



