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Metody Monte Carlo

Nazwa ,Metody Monte Carlo” pochodzi
od metod probkowania statystycznego
znanego z gier losowych granych

w kasynach np. w Monte Carlo.

Choc¢ nazwa “Monte Carlo” zostata ukuta
niedawno (1949) i zwigzana jest

z wykorzystaniem komputeréw, metody
prébkowania statystycznego sg znaczne
starsze.

W czasach, gdy obliczenia numeryczne wykonywano na kartce papieru, metody
te wykorzystywano do obliczania catek, ktorych nie mozna policzy¢ analitycznie.
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Rozwazmy funkcje |
o, 1 0.8}
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Zatem catka X =< |
1(x) = [ f(x')ax £ 04f
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majgca sens pola pod funkcjg przybiera wartosci ¢ ol

skonczone. S

Jesli wylosujemy na wykresie punkt (a,b) lezacy wewnatrz X
pokazanego prostokata, to prawdopodobienstwo, ze
punkt ten lezy ponizej krzywej f{x) wyniesie
I(x I(x
py= 1 1@
S prostokata A 1
Zatem
| I(x)=x-P()
Poniewaz
P(\L) — Iim liczba punktdéw, dla ktdérych b<f (a) _ limM
N—eo liczba wszystkich punktdw N—oe N
: M
otrzymujemy I(x)=lm x-—
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|gta Buffona — prawdopodobnie najbardziej znany przyktad zastosowania metod
Monte Carlo

Eksperyment w ktorym wartos¢ = jest przyblizana poprzez wielokrotne rzucanie
igty na powierzchnie pokrytg rownolegtymi liniami

W 1777 Georges-Louis Leclerc, Comte de Buffon pokazat, ze jesli igta
o dtugosci L jest rzucana przypadkowo na rownolegte odlegte o d linie, to
prawdopodobienstwo, ze igta upadnie na jedng z linii jest réwne

P(X)= pur (d=L)

Laplace w 1820 zaproponowat ekperyment, w ktérym P(x) oszacowane jest jako
stosunek rzutéw, w ktorych igta przecieta linie do wszystkich rzutow.

P(Xx) = 2L _ lim M
wd  N-o= N
Czyli 7= Tlim 2NL

N—= Md



Wsrdd najbardziej znanych eksperymentatorow byt Mario Lazzarini, ktéry w 1901 roku
ogtosit, ze obliczyt warto$é PI=3.1415929 z eksperymentu, w ktorym 2,5 cm igte
rzucat 3408 razy na kartke papieru o liniach odlegtych o 3 cm.

Doktadnosc¢ rzedu milionowych!

Inny sposob obliczenia liczby Pl:




Oszacowanie btedow

Metoda prostokatéw (przypomnienie z wyktadu 7)

I(f)=h) f(x)

Btad wynikat z rozwiniecia w szereg Taylora funkciji f(x)
w podobszarze o szerokosci h (ta czes¢ miata btad O(h?) ) g b
| uwzglednienia duzej liczby podobszardéw (ta czes¢ dawata

btad O(h-1).

Ogétem btad wynosit O(h?)xO(h1) = O(h)

Poniewaz liczba podprzedziatéw N ~ h-1,

I(f)=h) f(x)+OWN™)



Metoda prostokatow w dwoch wymiarach

Dzielimy powierzchnie na N kwadratow o boku h.

Powierzchnia krzywej A jest rowna

A= Nh?

Btad wynika z powierzchni kwadratu na krawedzi

krzywej, h?, (ta czes¢ daje wktad O(h?)) i z liczby

kwadratow na krawedzi krzywej (ta czes¢ daje wkiad O(h-1)
O(h*)xOh™) =0(h)

Poniewaz liczba kwadratéw N ~ h2

A=Nh*+O(N™"?)



Metoda prostokatow w trzech wymiarach

Wypetniamy tréjwymiarowy obszar N szescianami o boku h.
Objetos$¢ obszaru V jest rowna ‘ |
V =Nh’
Btad wynika z objetosci kwadratu na powierzchni obszaru, hs3,

(ta czes¢ daje wktad O(h3)) i z liczby kwadratéw na powierzchni obszaru
(ta czes¢ daje wktad O(h2)

O’ )xO(h™)=0(h)

Poniewaz liczba kwadratéw N ~ h-3

V =Nk +0O(N"7)
W ogdlnosci objetos¢ d-1 hiperpowierzchni w d wymiarach

V=Nh'+ON"")

Czyli dla ustalonej liczby komorek N wraz ze wzrostem wymiaru wzrasta
rozmiar podprzedziatdw oraz btad obliczen.



Btad metody Monte Carlo

Rozwazmy powierzchnie A lezacg
wewnatrz prostego obszaru o powierzchni A’

A
Wybierzmy w sposéb losowy N’ punktow
lezacych wewnatrz obszaru A'.
N z nich lezy wewnatrz powierzchni A. Zatem
oszacowanie pola powierzchni:
N
A=—A
N!
Kazdy punkt ma prawdopodobienstwo znajdowania sie w obszarze A:
p — é
A'

Zatem, okreslenie, czy dany punkt lezy wewnatrz obszaru A jest jak pomiar
zmiennej losowej majacej dwie mozliwe wartosci:

1 (punkt lezy wewnatrz obszaru A) z prawdopodobienstwem p

0 (punkt lezy poza obszarem a) z prawdopodobienstwem 1-p




Jesli przeprowadzimy N’ pomiarédw zmiennej losowej X, to liczba punktow
lezacych w obszarze A wynosi

Srednia warto$é

Y
N=Y x=N'x
i=1
gdzie B
x=1Xp+0x(A-p)=p
czyli -
N=N'p= N4
Al

Zatem pomiar N prowadzi srednio do wtasciwego wyniku.



Wariancja

Dla niezaleznych zmiennych losowych wariancja sumy zmiennych réwna jest
sumie wariancji pojedynczej zmiennej

5 (> x)=Y(5*w)

Zatem:

6°(N)= 52&“ xj = iaz(x) =N'6%(x)

5 (x)=(x—x)=x>-2xx+x>=x"—2xx+x’ =x>—Xx°

|

X2 =1 p+0>-A-p)=p
6*(x)=p-p’

6*(N)=N'p(1-p)

_N'A

N It +./N'p(1-p)




N = + 1—
" p(l-p)
A'N Al
— A+ N'p(1—
v v /N'p(1-p)
A AN, A i

Czyli btad pomiaru powierzchni skaluje sie jak N'1/2)

Nasze rozumowanie dotyczyto powierzchni, ale nic nie stoi na przeszkodzie, by
podobnie rozwazac przestrzenie d-wymiarowe. W dalszym ciggu dysponujac N’
losowo wybranymi punktami otrzymujemy to samo skalowanie sie btedu.

W metodzie prostokatow

O(N—l/d)

Zatem dla d > 2 btgd w metodzie Monte Carlo bedzie mniejszy niz w metodzie
tradycyjne,;.

Whiosek: Metoda Monte Carlo nadaje sie do catkowania catek wysokowymiarowych.



Obliczmy obiema metodami objetos¢ d-wymiarowej kuli (d = 2, 3, 4) o promieniu = 1.
Obszarem obejmujgcym kule jest d-wymiarowy szescian.
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Metoda prostokatéw Metoda Monte Carlo



Troche historii
Stanistaw Marcin Ulam (ur. 1909 we Lwowie, zm. 1984 w Santa Fe)

Wspébttwdrca bomby wodorowej, cztonek
projektu Manhattan

“Pomyst ten, nazwany pozniej metodg Monte Carlo,
wpadt mi do gtowy, kiedy podczas choroby
stawiatem pasjanse. Zauwazytem, ze znacznie
praktyczniejszym sposobem oceniania prawdo-
podobienstwa utozenia pasjansa jest wyktadanie
kart, czyli eksperymentowanie z tym procesem i

PO prostu zapisywanie procentu wygranych, niz
Proba obliczenia wszystkich mozliwosci kombi-
natorycznych, ktérych liczba rosnie wyktadniczo”

“Jest to zaskakujgce z intelektualnego punktu widzenia, | cho¢ moze nie
catkiem upokarzajace, to jednak zmusza do skromnosci i pokazuje granice
tradycyjnego, racjonalnego rozumowania. Jesli problem jest wystarczajgco
ztozony, prébowanie jest lepszym sposobem niz badanie wszystkich
tancuchéw mozliwosci.”



THE JOURNAL OF CHEMICAL PHYSICS VOLUME 21, NUMBER 6

Equation of State Calculations by Fast Computing Machine

NICHOLAS METROPOLIS, ARIANNA W. ROSENBLUTH, MARSHALL N. ROSENBLUTH, AND AUGUSTA H. TELLER,
Los Alamos Scientific Laboratory, Los Alamos, New Mexico
AND
EDWARD TELLER, * Department of Physics, University of Chicago, Chicago, lllinois
(Received March 6, 1953)

A general method, suitable for fast computing machines, for investigating such properties as equations of state for
substances consisting of interacting individual molecules is described. The method consists of a modified Monte Carlo
integration over configuration space. Results for the two-dimensional rigid-sphere system have been obtained on the
Los Alamos MANIAC and are presented here. These results are compared to the free volume equation of state and to a

four-term virial coefficient expansion.

1087

Jeden z najczesciej cytowanych artykutdw naukowych w historii (ok. 12,500 cytowan
w bazie Web of Knowledge do roku 2010)



Podstawy rownowagowych symulacji Monte Carlo

Celem symulacji Monte Carlo jest obliczenie wartosci oczekiwanej pewnej wielkosci
mechaniczne] <Q>. Najlepiej zrobic to usredniajgc badang wielko$é po wszystkich

stanach p uktadu, wazac sktadniki sredniej przez odpowiadajgce im prawdopodo-
bienstwo Boltzmanna:
>, 0"

-l

W duzych uktadach mozemy usrednia¢ badang wielkos¢ tylko po pewnym podzbiorze
wszystkich dostepnych standéw. Zatem mamy dany estymator

20,7
QM — =1




Wezmy na przyktad tréjwymiarowy model Isinga 10x10x10 spindw.

Liczba dostepnych stanéw 21000 ~ 1300

Liczba standw, ktére mozemy wzigc¢ pod uwage przy nieztym komputerze 108.
Estymator moze zawies¢ (szczegolnie w niskich temperaturach)

Gdybysmy wiedzieli, ktére stany sg wazne, a ktére mozna pominaé, dostalibysmy
dobry estymator Q,, juz dla matych M.

Oto wiasnie chodzi w metodach Monte Carlo:

W jaki sposob wybiera¢ stany do naszego estymatora, by pojawiaty sie one w nim
zgodnie z ich prawdopodobienstwem boltzmannowskim.

Moze losowac stan zupetnie losowo i akceptowaé go lub odrzucac z prawdo-
podobienstwem proporcjonalnym do ePE ?

Lepiej skorzystac z silnika do generowania wtasciwych standéw — procesu Markowa.



Procesy Markowa

« Proces stochastyczny

— Ruch poprzez szereg dobrze zdefiniowanych standw w sposob, kidry
zawiera pewien element losowosci

 Proces Markowa
— Proces stochastyczny bez pamieci

— Wybdr nastepnego stanu zalezy tylko od aktualnego stanu, nie zalezy
od poprzednich

— Proces jest catkowicie zdefiniowany poprzez zbior
prawdopodobienstw przejs¢ T,
- ©; = prawdopodobienstwo wyboru nastgpnego stanu j, bedac
obecnie w stanie I.
* Macierz prawdopodobienstw przejs¢ IT - elementy

Uktad w stanie 1 pozostanie w stanie 1
z prawdopodobienstwem 0.1

Przyktad: uktad z trzema stanami:
Uktad w stanie 1 przejdzie do stanu
3 z prawdopodobienstwem 0.4
Ty T 73 0.1 0.5 |04
=7y 7y 73 |=[09 0.1 [0. Uktad w stanie 2 nigdy nie
Ty Ty M 03 03 04 przejdzie do stanu 3




Warunki macierzy prawdopodobienstw przejsc:

— Woszystkie elementy sg nieujemne i nie wieksze niz 1
— Suma elementow w wierszu réwna sie 1
— Prawdopodobienstwo pozostania w danym stanie moze by¢ niezerowe.

Rozklad czestosci odwiedzin stanow

« Rozwazmy proces, w ktorym przechodzimy ze stanu do stanu zgodnie
z macierzg I1

- 1-2-2—-1-53-52-52—-3-53—-1-52—-3-=itd.
« Histogram odwiedzin kazdego stanu

- n; =3 n, = 0.33
- n,=5 m, =0.42
- n;=4 n; = 0.25

« Po wielu krokach otrzymujemy rozktad graniczny



Rozwazmy iloczyn dwdch takich samych macierzy I1

Ty T 73 1y T 73
H2 =Ty Moy T3 |X|Tay Trn T3 Wszystkie sposoby przejscia
ze stanu 1 do stanu 2 w
31 73p 733 31 Z3p 733 / dwdéch krokach
T\ + a7 + 703731 |10 + Rp7pp + 3703, | €IC.
=| o111 T Tpp7tp +p37t31 Ty 7typ + WppZtny +7p37t3,  €lc.
317011 t 73700 + 733731 |\ W31 p + WWapTlyp + 73373 | elc.
\ Prawdopodobienstwo
przejscia ze stanu 3 do stanu
\ 2 w dwdoch krokach

W ogolnosci IT" jest macierzg prawdopodobienstw
przejs¢ miedzy stanami w n krokach

Hn

1
(n) (n)
o1 Ty 73

(n) (n) (n)
31 M3p° 733

(n) (n)

20
(n)

(n)
3




«Zdefiniujmy 7Z'i(0) jako wersor stanu

z%=(1 0 0) 7= 1 0) 7= 0 1)

Zatem 7" = 7"T1" jest wektorem prawdopodobiefstw znalezienia sie

w danym stanie po n krokach zaczynajac od stanu /

(n)
1

_ (0 — ) (n) (n) | _ ( (1) (n) (n)
"V =mm"=(1 0 0)|zy) #yy) =y —(”1}11 Ty ”1?)

(n) (n) (n)
2SS Z OS2

(n)

(n)
20

3

* Rozktad graniczny dla n — oo - niezalezny od stanu poczatkowego

() _ (0) _ _(o0) _
Ty =Ry, =73 =X



Witasnos¢ stacjonarnosci rozktadu granicznego p

7= lim | 70"

n—oo

~{tim [t

=l

7 jest lewostronnym wektorem wtasnym macierzy I1 z wartoscig
wigshg rowng 1

Taki wektor wtasny zawsze istnieje dla macierzy, w ktorych
elementy w wierszach sumujg sie do jednosci

Rownanie na elementy wektora rozktadu granicznego

7, =017, +097, +0.37
=D T 01 05 04) 1 ’ .
T T T 3 =0.41 + 0.0, +0.4715

03 03 04

7[1 +7Z-2 +7Z-3 :7[] +7Z'2 +7Z-3

/

Nie sg niezalezne



Rownanie na elementy wektora rozktadu granicznego

J
Wystarczajacy (ale nie konieczny) warunek na rozwigzanie

Warunek rownowagi szczegotowej

Odwracalnos¢ mikroskopowa




Odwroémy problem

...majac dany rozktad graniczny =, jakie prawdopodobienstwa przejscia
doprowadzg do uzyskania tego rozktadu?

Nalezy skonstruowac prawdopodobieristwa, ktore spetniajg warunek
rownowagi szczegotowej

Jest wiele mozliwosci

7=(025 0.5 0.25)

0.97 0.02 0.01 0 1 0
_ Najmniej Najbardziej
II=|0.01 0.98 0.01 wydaina =05 0 0.5 wydajna
0.01 0.02 0.97 0 1 0
0.0 05 0.5
[I=10.25 0.5 0.25
0.5 05 0.0

Metropolis



Algorytm Metropolisa

Bedac w stanie i...
— Z prawdopodobienstwem t;, wybierz nastgpny stan j (t; = T;
— Jeslim > m, zaakceptuj jjako nowy stan
— Jesli m = m, zaakceptuj stan j z prawdopodobienstwem w/=,
« Wylosuj liczbe R z rozktadu jednorodnego (0,1); akceptuj, gdy
R <m/m
— Jesli nie zaakceptowates j jako nowego stanu, nastepnym stanem
bedzie znowu stan / (z; #0)

Najprostszy wybdr prawdopodobienstw t; wyboru stanu sposrdd N dostepnych
standéw

1
TU—N

Metropolis, Rosenbluth, Rosenbluth, Teller and Teller,
J. Chem. Phys., 21 1087 (1953)



Jakie sg prawdopodobienstwa przejs¢ w tym algorytmie?
— Niech i bedzie stanem o wiekszym prawdopodobienstwie 7; > 7 ;

2
7[1']‘ = Tl] X —=

ﬂ-l. P ’ . ° 7[]

W ogélnosct 7; = 7;; min| —,1
T =T ] J
ji = b i
7 =1- Z”ij
j#i

Czy jest spetniony warunek rownowagi szczegotowej?
9

7T’

Tij =Tji
Tak, pod warunkiem, ze macierz T prawdopodobienstw wyboru stanu jest
symetryczna

— Jesli tak nie jest, to trzeba zmieni¢ prawdopodobienstwa akceptacii



W klasycznych uktadach rownowagowych prawdopodobienstwo (Boltzmanna)
zaistnienia stanu i

W algorytmie mamy

jesli m > m,, zaakceptuj j jako nowy stan

Jesli m < m, zaakceptuj stan j z prawdopodobienstwem
/T,
I

Zatem

—BE,
i _e [ Z _ ,BESE) _ paE
. ez

l

Wyrazenie zalezy tylko od zmiany energii.
1.0

Zmiany, ktore prowadzg do zmniejszenia 05l
energii zawsze akceptujemy. -

akcept

Zmiany zwiekszajgce energie akceptujemy
z danym prawdopodobienstwem.

0.0+




Model Isinga

Model opisuje prosty materiat magnetyczny sktadajacy sie ze zbioru spindw na
siatce regularnej. Mozliwe wartosci spindw

|

+1 -1

Energia uktadu zdefiniowana jest ! ’ =
poprzez Hamiltonan 1 """""" P

H=—JZsl.sj+h S;
(i,]) i

)

Energia oddziatywan Zewnetrzne pole magnetyczne
miedzyspinowych
Stan podstawowy (0 najnizszej energii)

H=-J) D1 lub  H=-J) (-D-(-D
(i) (i.J)



Model Isinga - implementacja

v Macierz N zmiennych +1

v Warunki brzegowe periodyczne — wszystkie spiny majg te sama liczbe sasiadéw
(symetria translacyjna).

v Wybieramy temperature (czyli B)

v Wybieramy warunki poczatkowe

v Uruchamiamy symulacje

v Wybieramy losowo jeden spin i liczymy zmiane energii uktadu przy odwréceniu spinu

_F —_ vV M
E,-E, = JZSZ.SJ.+JZSZ. s’
<i,j> <i,j>

Uwaga: wigkszoSc¢ par s;s; nie zmienia sie — tylko sasiedztwo wybranego spinu.

E,—E,=-J Zsi”(s,f—s,ﬁ‘)

ieSk) v\

v _ M

Jeslisy =+1 tos, =—1 = s, =S =—2

. ‘ ‘ = S, — 8, =—28,
Jeslis?! =—1 tos, =+1 — s, —st =42
k k k k



v_ MM

E,—E,=-J Y si(s{—s{)=2J ) si'st =2Js{" ) s

ie S (k) ie S (k) ie S (k)
~B(E,~E,) -
- >
P(i— ) = jesli  E,—E, >0
| w przeciwnym wypadku

Wylosuj liczbe R z rozktadu jednorodnego [0,1) i zaakceptuj zmiane stanu, gdy
R<€_IB(EU_E'U)

Uwaga: liczba kombinacji £, - E,, jest skonczona. Dla siatki kwadratowej

T T T T )
o 1 () T os L Loso L Loso L

T 0 ¢ ¢ ¢
2si= 4 2 0 2 4
ieS (k)
Zatem E,—E,=2J(£1)(4v2vOv-2v—4)
Wartosci AE > 0: 2J4 v 2J2

/14 200

Czyli musimy zapamieta¢ dwa wyktadniki: €



1.5
1.0

05 |

I},ﬂ- L d i I 3 5. 8 4 I T ] el L
3 0 | 2 3 - 5

Reduced temperature (k;T/<)

http://www.pha.jhu.edu/~javalab/ising/ising.html



Model elektroforezy

A e
Chrom&Elpho.swf




Zaleznosc¢ predkosci dryftu od natezenia pola elektrycznego i dtugosci tancucha DNA

Symulacje Monte Carlo Eksperyment
4
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