Metody numeryczne

Wyktad nr 9

Dr Piotr Fronczak



Réwnania rozniczkowe zwyczajne - problemy brzegowe (BVP)

Dotychczas omawialiS$my problemy poczatkowe — rGwania rézniczkowe,
w ktérych dane byty wartosci zmiennych zaleznych (lub ich pochodne)
dla pewnej szczegdblnej wartosci zmiennej niezalezne.

problem poczatkowy

Teraz naszym zadaniem bedzie wyznaczenie sposrdd funkcji spetniajacych
dane réwnanie rézniczkowe zwyczajne, zdefiniowanych w rozwazanym obszarze,
tych, ktére spetniajg dodatkowe warunki na brzegu tego obszaru. Warunki takie
nazywane sg warunkami brzegowymi i sg natozone na wartosci funkgcji i jej
pochodnych w wiecej niz jednym punkcie tego obszaru.

problem brzegowy:

it

/ —



BVP sg zwykle szczegdlnym przypadkiem rownan rézniczkowych czastkowych,
ktorych rozwigzaniem sg funkcje czasu i potozenia, np. pole elektryczne,
rozktad temperatury, predkosc¢ przeptywu itp.

Jdy 0°

ay = 3 Z rownanie dyfuzji
A X

0° 0°

3 Z = 3 Z rOwnanie falowe
A X

Jesli y = y(x) (nie zalezy od czasu — stany ustalone, rownowagi), to otrzymujemy
0g0Ing posta¢ BVP (drugiego rzedu):

d’ J
Dane jest rownanie Z — f(y,df)
dx
w dziedzinie a<x<p

oraz okreslone sg w pewien sposob warunki brzegowe.



Typowe formy warunkéw brzegowych

@ Warunki brzegowe Dirichleta

Dwie wartosci y(x) sg dane — jedna dla x = a, druga dla x = b.

y(a) =Y, oraz yb) =Y,

@ Warunki brzegowe Neumanna

Dwie wartosci dy/dx sg dane — jedna dla x = a, druga dla x = b.

4y =D, oraz dy =D,
dx x=a dx x=b
@ Mieszane warunki brzegowe Robina
dy dy _
Cldx:a -|—Czy(a):ca oraz C3dxx:b +c4y(b)—Cb

C,Cy,C3,Cy - state



Metoda strzatow

Rozpatrzmy ogdlne réwnanie

d’y

2
X

+k(x)y=F(x);a<x<b

W celu jego zdyskretyzowania przyjmijmy
h=((b-a)lN

gdzie N jest liczbg punktow, na kidre dzielimy przedziat [a,b].

Dyskretyzujac drugg pochodng

. =2y, + Y.
y, = Vit );z Yiz1 +0(h2)

otrzymujemy réwnanie

Vil =2+ Yy
h2

+ky, = F,



Vi —2Y; + Y. _
1 2 1+kiyi _Fi

Chcemy scatkowac to rownanie od x, = a do x, = b, wiec przedstawmy je w postaci
Vil =~ Vi T2y, _hzkiyi + th;'

Czylidlai=1
2
Y, ==Yy +2y, —h kv, +h2F1

Mamy dane y, = y(a) = 0, ale y, jest nieznane.

Znajomosc y, jest rownoznaczna ze znajomoscig y’ dla x = 0:

o Yia T Vi ¢
y; = Hh —> Y, = Yo+ hy,




Rozwazmy rOwnanie struny zaczepionej na obu koncach.

Jedyng sitg dziatajgcqg na element struny jest sita
naprezen T. Jej wartos¢ w kierunku pionowym

F=Tsin(@+A8)—Tsin(0) = T(31n(9+1)—81n(49 ))

X X+Ax

Zaktadajac, ze katy 6 sg mate

sin(@,,) =1g(6,,) = ylHAx Ji

oraz, ze przyspieszenie elementu struny jest proporcjonalne do wychylenia

a=-w’y <

dostajemy B
ma:pAX'(—C()z)’)zT(yiﬂ 2yi+yi1j H
Ax Zaktadajac
)’i+1_2)’i+)’i1j 2 : _d’y
r +pw'y=0 ze a :
E (Ax)’ di
Dla Ax =0 ) otrzymalibysmy
a —> Tyvv_l_pa) y:O 82 82
i =A.
yv'+ﬂy:O ﬂ:pa) at ax

T



y'+Ay=0  y(0)=0, y(L)=0

Gdy A > 0, to istnieje rozwigzanie postaci

y = Acos(ax) + Bsin(ax)
z wartosciami wiasnymi nir?

A = Ik n=12,3,..
Uwzgledniajgc warunki brzegowe otrzymujemy nieskonczenie wiele rozwigzan

y, (x) = sin(mj, n=123,..
L
Gdy A=0
y=Ax+B

Uwzgledniajgc warunki brzegowe otrzymujemy rozwigzanie trywialne y = 0.

Poniewaz problem fizyczny nie ma ujemnych wartosci wtasnych,
nie musimy analizowac przypadku A < 0.



Zatem mamy rozwigzanie
nJx

x)=sin| — |, n=1,2,3,...
¥, (X) ( . j

, . .
réwnania iz
y =+ 2

y=0 y(0)=0, y(L)=0

Wybierzmyn=41L = 1.
y(x) =sin(47x), y(0)=0, y1)=0

Pochodna wynosi y'(x) = 4 cos(4x)

A kolejne kroki rozwigzania y, =y, +4mhcos(47x,)
Y, ==Y +2y, _hzkl)ﬁ + h2F1

Il Il
o o

y, =47mh(2—-16h°71?)

Oraz dalsze kroki zgodnie ze wzorem ze slajdu nr 6

Vi =—Yia t2, _hzkiyi +h2Fi




Podzielmy obszar rozwigzanh [0,1] na 10 rbwnych czesci (h = 0.1)

X yteor ynum
0 0.0000 0.0000
0.1 0.9511 1.2566
0.2 0.5878 0.5289
0.3 -0.5878( -1.0341
0.4 -0.9511 -0.9641
0.5 0.0000 0.6283
0.6 0.9511 1.2285
0.7 0.5878] -0.1113
0.8 -0.5878| -1.2753
0.9 -0.9511 -0.4255
1 0.0000 1.0963

1.5000

1.0000

0.5000

0.0000

-0.5000

-1.0000

-1.5000

—e&— yteor
—l—ynum

Podzielmy obszar rozwigzan [0,1] na 20 réwnych czesci (h = 0.05)

1.5000

1.0000 -

0.5000 -

0.0000

-0.5000

-1.0000

-1.5000

—e— yteor

—=— ynum

X yteor ynum
0 0.0000 0.0000
0.05 0.5878 0.6283
0.1 0.9511 1.0086
0.15 0.9511 0.9907
0.2 0.5878 0.5817
0.25 0.0000]{ -0.0570
0.3 -0.5878| -0.6731
0.35 -0.9511 -1.0235
0.4 -0.9511 -0.9699
0.45 -0.5878] -0.5333
0.5 0.0000 0.1138
0.55 0.5878 0.7160
0.6 0.9511 1.0355
0.65 0.9511 0.9462
0.7 0.5878 0.4834
0.75 0.0000]{ -0.1703
0.8 -0.5878] -0.7567
0.85 -0.9511 -1.0444
0.9 -0.9511 -0.9198
0.95 -0.5878] -0.4321
1 0.0000 0.2262




Zwykle nie znamy wartosci i wektoréw witasnych uktadu. Trzeba je zgadnagé.

Przeksztatémy ogolny problem brzegowy drugiego rzedu

d2
dxg;:f(x,y,jg) dlaa<x<b z  y@=Y, yb) =Y,
w uktad dwéch rownan pierwszego rzedu:
4
dy:w z war. pocz. y(a)=Y,
dx
| d
dw = f(x, y,w) BEZ WARUNKU POCZATKOWEGO
_dx

Musimy znalez¢ warunek poczatkowy

W(a):Ciy = Yb

dx

X=a

. . iy : Y
Innymi stowy — musimy znalez¢ nachylenie a5, ¢

Krzywej y w punkcie a.

0Ly < Ol < Ol



Wréémy do naszego przyktadu (dla n=4, L=1)

y"+l6ﬂ'2y =0 v(0)=0, y(L)=0

Przepiszmy to rdwnanie w postaci uktadu dwéch réwnan pierwszego rzedu:

y'=w y(0)=0
w' =-167"y w0)=«

o - parametr uktadu.

Musimy znalez¢ miejsce zerowe funkcji btedu

E(a)=yD) ,—y1)=0

Problem poczatkowy!

Zwykle powyzszy uktad réwnan bedziemy rozwigzywaé jedng z metod podanych
na poprzednim wyktadzie (np. Rungego-Kutty), ale na razie, korzystajac z metod

analitycznych, zauwazmy ze

i 1.0-
sin(47zx) ;
yx)=C———~ |
47 0.5
A zatem nie znajdziemy statej C z warunku
0.5

y(1) = 0.

-1.0"




Wybierzmy zatem na potrzeby dydaktyki inny warunek brzegowy:

Metoda bisekciji. ¥(0.7) =0.587

a, =—100
a, =100

a;, =;(0(0+051):O

E(ag)E(asr)<O — alza

a,, :;(0{0 +a,) =-50

E(a,y) E(a,)>0 = a, = O 0.04"

. n o 0.02
&, =-10.2 ~0.02
Sprawdzmy: —0.04-

sin(470.7)'=4x cos(470.7) =-10.17 -0.06;



Metoda siecznych.

E. . —-E E -0

l l

& — &, B o, — &, E=0
(a__l —-.)
d,, =0 — ' “E
i+1 i Ei_l . Ei i .—>a
o _,=-100 E_ =5.194
o, =100 E. =-6.369
., =100— (=100-100) (—6.369) =—-10.16
5.194+6.369

Przypomnienie:  sin(470.7)'=47x cos(470.7) =—10.17

Whiosek: szybka zbieznosc¢ juz po pierwszej iteraciji.



Metoda réznic skonczonych

W metodzie tej, pochodne w rownaniu rozniczkowym zastepujemy réznicami
skonczonymi.
Dziedzine rozwigzan [a,b] dzielimy na N przedziatéw o dtugosci i = (b-a) / N.

yA
® L A
® ® g 3
o o |
I : !
h
006060000 -
X,=da X X Xy Xy, =b *

Mamy N+1 punkitow. Dla kazdego z nich zapisujemy rownanie roznicowe — czyli
rownanie algebraiczne.

Mamy zatem uktad réwnan algebraicznych, ktéry rozwigzujemy jedng z metod
omowionych na wyktadzie nr 3.



Przykiad:
y iy
dx?

=1, y(0)=0,y@)=0

2
X X

Rozwigzanie analityczne:  y(x)=-———

2 2

By otrzymacé rozwigzanie numeryczne najpierw dyskretyzujemy réwnanie dla punktow
[xy x;, ..., X\l, Qdzie x, = 0, x,, = 1, x; = ih.

Wybierzmy h = 0.2 (N = 5).

Drugg pochodng mozna przyblizy¢ za pomoca trojpunktowych roznic centralnych
(zwykle, cho¢ niekoniecznie). Mamy zatem

yi—l_zh};i-l_yiHIL dla i:1,29394

Zwroémy uwage, ze sg to réwnania tylko dla punktéw wewnetrznych.

Uktad nasz ma 4 niewiadome i 4 rdbwnania:



-2y1 +y2

yi-2y2 +y3

y2 -2y3 +ys
Y3 -2y4 +

-2 1 Ty | [0.04
1 -2 1 v | ~10.04

1 -2 1 |y, 0.04
I 1 =2y, ] |[F =y, | [0.04

Macierz powyzsza jest przyktadem macierzy trojdiagonalne;j.

Cho¢ powyzszy uktad mozna rozwigzac jedng z metod omdéwionych na
wyktadzie 3 (np. metodg Gaussa), to szczegdlna postac tej macierzy pozwala
zredukowac liczbe obliczen z n3do n.



_ 4
—2yi+ y2 = o5,
_ _ 4
yi—2y2 +y3 = o5,
_ 4
y2=2y3+y4 = 59,
_ _ 4
V3—2yi= 5.
0.00-
-0.021
-0.041
-0.06
-0.081
-0.101
-0.121
'014 T T T T T T T T T
00 02 04 06 08 1.0
X
_ 3
Y4="100>
— _ 6 4 3(_ 8 \Y—_12
y3= =100t 1 (100) =160 0
— 4 4 2(_ 12
Y2= —p0 T3 3 ( 100)_ 100 *
— 2 4 1(_ —_ 8
Y1 100+ ( 100) 100 *

yi—5 2 ==t
—3y2 +y3 = 1,
y2=2y3+ys = 55,
y3=2ys= ..

S
Y=y =~ 100
y2 =33 =~ 00
TY3E YL = 50
y3=2ys= 5.

S O
yi—5y2 =—155
y2—3 Y3 = =100’
Y3ITL Y4 =100
—5ys = g




Algorytm Thomasa dla uktadow z macierzg trojdiagonalng

Dany jest uktad rownan:

ay, +b +cy. =Y dlai=L2,.,n ()

i+1

lub w postaci macierzowej a, =0, ¢, =0

b, ¢ 0 .. .. 0|y Y,
a, b2 c, 0o .. 0 ¥, Y,
0 a b, ¢; ... O R
S
0 .. .. 0 a, D, |y, | V.|

Algorytm skfada sie z dwoch faz:

»Faza eliminacji wprzéd — wykonujac dla robwnan od i = 1 do n eliminacje
niewiadomych uzyskujemy ostatnie rownanie (i = n) z jedng tylko niewiadoma,
ktorg mozemy wyznaczyc.

»Faza eliminacji wstecz — korzystajac z wyznaczonej w rownaniu i+/ niewiadomej y,
wyznaczamy z rownania i niewiadoma y,, az do otrzymania wartosci y,.



A zatem szukamy schematu postaci:

Yia =Vt b, )

Podstawiajac ten schemat do réwnania (*) otrzymujemy:
ai(7iyi + b, )+biyi +¢, Y =1,

Wyznaczajac y, y ,3
i 4P

L= L o+

Poréwnujac /zv otrzymujemy

—C; Y, - aiﬁi
Yiai = ) :Bi+1 =
ay; +b, ay; +b,

Otrzymalismy réwnanie rekurencyjne na poszukiwane wspotczynniki yi f3.

Wspotczynniki poczatkowe v, i B, nie majg znaczenia, bo mnozone sg przez a,=0.

Musimy jeszcze znac y,, by moc rozpoczgc iteracyjne obliczanie niewiadomych.



Podstawiajgc pierwsze rdwnanie schematu
yn—1:7nyn+IBn (**)
do rownania (*) otrzymujemy:

Czyli Y —a IB
yn — n n n
a,?, b,

(k%)

Yi B ai:Bi
:Bi+1 —
a;y; +b,

Warto zauwazyc, ze skoro to wystarczy przyjac

y,.; =0, by méc bezposrednio skorzysta¢ ze wzoru ().



Podsumowujac:

y, =B, =0; //na przyktad
for 1i=1..n
—Cy Y, —a,p,
Vie1 = ’ :Bi+1 —
a;y; +b, a;y; +b,
yn+1 _O’

for i=n+1..2

Viq =0% + B,

Algorytm Thomasa jest niezawodny, gdy macierz jest diagonalnie dominujaca

>

b,

. a, +

l

C.

l

i=1,...n




Przyktad: radiator pretowy

>

.
///
L

B

Rownanie opisujace rozktad temperatury wzdtuz dtugosci preta:

d°’T  h.P h, =40W/m*/K
- ~T.)= <x<
dx’ kA, 1=, Osx=L P=0.016 m
k=240 W/m/K
h. — wspotczynnik wnikania ciepta A =1.6x107m’
P — obwdd preta L=0.1m
i i i =47
k — wspotczynnik przewodzenia ciepta T(0)=473K
T (L)=293K

A_— pole poprzecznego przekroju preta T.=293K



d’T T, —2T +T,
BT -T)=0 =) 12 =BT -T,)=0
X

(2+hﬂ)T+ i+l hﬁTS

Podzielmy domene rozwigzan na 5 czesci (h=L/5 = 2 cm)

i=2 T,—2+h* BT, +T, =—h’> BT,
czyl ~Q+1 BT, +T, =—(h* I +T)
i=3 T,—(2+h’B)T,+T, =—h’fT,
i=4 T,—(2+h’ BT, +T, =—h’ BT,
i=5 T,—2+h BT, +T, =—h> BT,

czyll _Q+r AT +T, =—(h*BT, +T,)



Mamy zatem uktad 4 réwnan z czterema niewiadomymi.

—(2+1h*p) 1 0 0 T,| |-(h*BT,+T)
1 —(2+h*B) 1 0 T,| | -hpr,
0 1 -2+h*p) 1 T, —h* BT,
0 0 I -Q+hr?p) | I | |- (BT +T,)
500
Rozwigzujac ten uktad s
za pomocg algorytmu Thomasa 450 -
otrzymujemy: f .
400 -
350 .
300 ) °

0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10




Metoda roznic skonczonych dla nieliniowych rownan rézniczkowych

Najciekawsze problemy wspdtczesnej fizyki sg nieliniowe.
Nieliniowe problemy brzegowe dyskretyzujemy w podobny sposéb.

Wynikiem jest jednak uktad nieliniowych réwnan algebraicznych.

Metody rozwigzywania takich rownan nieliniowych omowilismy na wyktadzie nr 2.
Najbardziej wydajne obliczeniowo sg w tym przypadku metody iteracyjne.

Istnieje jednak potencjalny problem zwigzany ze zbieznoscig schematu iteracyjnego.

Metoda punktu statego

Uktad rownan nieliniowych mozna zapisac¢ w postaci
lally]+[P]=1[D]

[a] — macierz wspotczynnikow

[®@] — wektor nieliniowych wyrazow bedacych funkcjg niewiadomych y,

[b] - wektor znanych wielkosci statych



lally]+[P]=1[b]

Sposrod wielu sposobdw konstruowania procedury iteracyjnej wybierzmy najprostszy

[ally]™ =[b]-[D]*

N\

obliczone na podstawie
wczesniejszego kroku k

Jesli liczba punktow jest mata mozemy macierz [a] odwrdcic. Jesli nie, mozemy
skorzystac¢ z metody eliminacji Gaussa albo Thomasa (dla macierzy trojdiagonalnej)

[y =[a]™ (b]-[®]")



Przyktad: radiator pretowy

Gdy uwzglednimy wyraz odpowiedzialny na wypromieniowywanie ciepta,
rownanie opisujgce rozktad temperatury wzdtuz dtugosci preta uzyska postacé:

2
d{_hcp( - S)_W(T4_TS4)209 Osxs<L
dx’> kA, kA

€ - wzgledna zdolnos¢ emisyjna

o - stata Stefana-Boltzmanna

Rownanie zdyskretyzowane:

I _i”T’“ BT ~T,)- B, (T T =0

—Q+WBIT -1 BT + T, =—h" (BT + B5T5)



—(2+h*B,)
1
0

0

1 0 0
—(2+h*B,) 1 0

1 ~-2+h*B,) 1

0 1 -2+h°p,)

__ h2 (IBATS + IBBTS4) _ Tl |
—1* (BT + B,Ty)
—h* (BT + BsTy)

| h’ (IBATS + IBBTS4) —1; i

Teraz stosujemy procedure iteracyjna:

[T1" =[a]™ ([b]-[®]")

NN NS

— (hzﬁBT;)_
o (hzﬁBT;)
B (hzﬁBTf)

| (hzﬁBTsél)_



0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
krok O 473 400 400 400 400 293
krok 1 473 423.2293| 382.8297| 349.1078| 319.8155 293
krok 2 4731 423.3492| 383.3225| 349.8507| 320.4519 293
krok 3 4731 423.344| 383.3132| 349.8409| 320.4456 293
480 - —=—Kkrok 0
—eo— Kkrok 1
—A— Krok 2
440 —v— krok 3
400 A =
3
— 360 -
320 4
280 -
I I I I I
0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10




Dwuwymiarowe zagadnienie brzegowe

Réwnanie Laplace’a

Zaktadamy h = h = h [siatka kwadratowa]

u(xiayj) =U;;

u(xl.+h, yj+h) = U1 410

u”(’xi’yj)x = :

u”(xi’yj) = :

+u”(’xi’yj)y =

u”(xi’yj)

X

h2

h2 .ui—l,] i,

l

h2 _u'—l,j —2141-,]- +Uu

u; ;. —2u;  +u

l,]

i+1,; ]

i, j+1]

T U _4ui,j TUL +ui,j+1]

Xii1 Xi Xig1

: :{ui—l,j o zui,j T Ui, }+ {ui,j—l o 2ui,j + U in1 }] —



. 1
Sumujac wyrazy wyznaczamy u, ;. y. . = {ui_l stu ot tu, j+1}

l,] 4
Przyktad: siatka 3x3

Przyjmujemy poczatkowe przyblizenie u' =u) =u=u, =0

Korzystamy z metody iteracyjnej Jacobiego (lub Gaussa-Seidla — szybsza zbieznos¢)

»=0
Ll 1 o
u=0 \y 2 u=0 0.9 —
>"(3 | 0.8 3 .—
0.7 . -
U= 1 0.6 -=
W =0+l +ul +0) e ﬁ;‘=
ey

W, =1 0+0+u] +u")

wt =" +ull +1+0) B sz

uf” =1 () +0+1+uy")




Korzystajac z metod doktadnych (np. dekompozycja LU) musimy utozy¢ macierz
0 rozmiarze liniowym n x n.

Whiosek: Musimy wprowadzi¢ indeksowanie rownan odpowiadajgcych punktom
dwuwymiarowej siatki n x n:
(j,k) > P P=12,..n°
(na przyktad wierszami)

P=(k-1)n+j

Przyktad: réwnanie Poissona
0°u 0°u

p + =—f(x,y)
AP=""" gestost dx*  dy’

E
/ 0 tadunku

potencjat

L ]
12 U U +4ui,j Ui U] fz]
1

LT Up U, +4MP —Up, _uP+n] — fP



c 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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Przyktad:

Powierzchnia potencjatu
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