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Rownania rozniczkowe zwyczajne

Rownanie rézniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu

d
di; = f(x,y) z warunkiem poczatkowym  y(x,) =y,

f(x,y) — nachylenie krzywej y(x) bedace funkcjg xi y.
Np. rozwazmy nastepujgce rownanie:

4y = f(x,y)=—12y+7e ">
dx

Dla warunku poczatkowego



Numeryczne rozwigzanie rownania rozniczkowego — zbiér punktdéw, kitére przyblizajg
funkcje y(x).

Metoda Eulera

dy

- == x,

e f(x,y)
Vit Xitl
jdy = jf(x, v)dx
Vi Xi

Y=t jf(xa y)dx

Catke mozemy policzy¢ jedng z metodxéméwionych na poprzednim wyktadzie.
Najprostsza — metoda prostokatow:

Vi =Y + L (x5, y)(x, —x;)
To samo uzyskamy
gdy x,., —X, stale przyblizajac pochodng
za pomocg réznic zwyktych

Yis1 = Vi +hf('xi’ yi)

@ ~ Yien — Vi Zf(X' y)
dx v N T X o




Przyktad:

ﬂ — — 0.3x — LO e—O-3X _ ﬁ e—l 2x
dx—f(x,y)— 1.2y+7e Y 9 9
Przedziat 0 s x < 2.5 Warunek poczatkowy y(0) = 3. Krok h = 0.5
x, =0 y, =3

X, =x+05=05  y,=y+05(-12y +7e"")=47
x,=x,+05=1 y; =y, +0.5(-1.2y, +7¢"72)=4.893
X, =x,405=15 ¥, =y, +0.5(-12y,+7¢"*")=4.550
X, =x,+0.5=2 ys=y,+0.5(-1.2y, +7e*) =4.052
X, =x,+05=25 ¥ =ys+0.5(=1.2y;+7¢ ") =3.542
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Analiza btedow
Btedy zaokraglen Wynikajg z arytmetyki zmiennoprzecinkowej w komputerze

Btedy obciecia Wynikajg z przyjetego przyblizenia metody rozwigzywania
rownan.

Dwa rodzaje:

Btad lokalny — zwigzany w pojedynczym krokiem metody

Btad akumulowany — zwigzany z nawarstwianiem sie btedéw z poprzednich
krokow.

Razem dajg one catkowity btad obciecia.



Lokalny btad obciecia

Doktadne rozwigzanie w kroku / dane jest przez rozwiniecie w szereg Taylora:

h> d’y (NS —rozwigzanie
Taylor __ _ NS NS
Vi =Y, Th(x, )"'2 A’ numeryczne)
x=¢;
gdzie d
flx,y")= dy &, jest liczba migdzy x;i x;, ;.
A X=X;

Porédwnujac z metodag Eulera
Vin = 0 Hhf (L y) ()

Dostajemy lokalny btad obciecia

Taylor NS _ h2 d2y — O(hz)

TR _ _ n
€ =Yg Yisl = 2y

x=¢;



Akumulowany btad obciecia

V) Y\ »(x)
y(x) Global truncation
Ex]ac; error
solution
) OIS ool o Slope: f (x,,y)
: i Numerica -
- jError = ! solution ! JI_
o S, RN : A
! local
! 1 "
Yib--= N Sloi)c:_f'(.\:l V1) P 0 \:\ K trrt{_ncatton
; i e 1 18lope f(x, p) S
rh t — N WO R N R P
Xl h X2 B 4 & oG b

Catkowity btad obciecia w punkcie x:
E™ = y.TS — y.NS
Catkowity btad obciecia w punkcie X;.,:
TR TS NS
L =Y = Yin
Prawdziwa wartosc yl.zf'l moze by¢ wyrazona przez rozwiniecie w szereg Taylora:
h* d’y
N N N
Yin =Y TH (X, y7 )+ atad
2 dx

X=T1);




Odejmujac (**) od (*) otrzymujemy
h* d’ y
2 dx’

E™ = E™ +hlf (x.. ") = f(x,, y™)]+ -

X=1];

Twierdzenie o wartosci sredniej

Jezeli f(x) jest ciggta na zamknietym przedziale [a,b] i rézniczkowalna na (a,b), to

istnieje takie ¢ w tym przedziale, ze

' dy JD)-f(a)
)= =
1) dx _, b—a
Zatem
of (x, of (x,
[f(X,,y ) — f(X,,y ] f (x,y) (yiTS_yiNS): f (x,y) E™
dy v=7, dy =7,
gdzie v, jest wartoscia y miedzy y,°> a y;"
2 2
g =gl Y ) dy
ay Y=Y 2 dx -




E® =FE™1+h +

i+1 — i

Czyli gérne oszacowanie btedu:

E™ < E™®[1+ hC]+ MR

l

Teraz zobaczmy, jak btad obciecia akumuluje sie w kolejnych krokach.
E"=0, bo  y’=y"

EJf < Mh?
E™® < EX*1+hC)+ MRh* = MR L + hC |+ MK? = MR* {1+ hC]+1}
E™ < M1+ hCF +[1+ hC]+1}

Niech z =[1+hC(C]

<
l+z+7°+7" =




i—1
zﬁRSAﬂﬂ{D+hC] _{%=hM{h+hCY4—ﬁ
hC C

Z rdbwnania tego trudno wcigz oszacowac rzad wielkosci btedu. Zwr6émy jednak uwage, ze
2 3
S S
e =l+s+  + +..
2 3!

(hC)er(hC)3 N
gt

e" =1+hC +

1+ hC < e

[1+AhC]™ <t

l

ETR < h?;[{ehcu—l) _1}

Po N krokach catkowity btad obciecia wyniesie

Ef{’]il S }@4 {ehCN - 1}: hé? {eC(XN“_xl) _ 1} bo N = xN+1h_ X

Czyli EX, <O(h) cho¢ ¢ = O(h*)



Niejawna metoda Eulera

X =X, +h

Vi = Vi Y (X5 Vi)
Rownanie to jest w ogdlnosci nieliniowe i musi by¢ rozwigzane jedng z metod
omowionych na wyktadzie nr 2.

Rzad btedu jest taki sam jak w zwyktej metodzie Eulera.



Zmodyfikowana metoda Eulera

Zatozenie, ze nachylenie miedzy punktami x;i x;, , jest state byto gtownym zrodtem

btedow w metodzie Eulera.

Nachylenie w metodzie zmodyfikowanej jest srednig nachylenia na poczatku

przedziatu i oszacowania nachylenia na koncu przedziatu.

dy
Nachylenie na poczatku przedziatu: 7, VACR)

X=X1

By oszacowac nachylenie na koncu przedziatu najpierw trzeba oszacowac y;,, ;:

Vi = Vi +hf (x,, ) y™ liczone zwykia metoda Eulera

Wreszcie szacujemy nachylenie
dy

dx y=yE

X=X

Eu

— f(xi+1’ yi+1



+h f(xz’y )+f(xl+1’yl+1

yi+1 2
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Zmodyfikowana metoda Eulera (MidPoint).

W metodzie tej nachylenie jest szacowane na podstawie wartosci y w srodku przedziatu.

h .
Ym = Vi "‘2 Fx,y) V.. liczone zwykig metodg Eulera
dy
L — (Xm, m)
dx - / Y

m

Yin =Y thf (x,,,,)

Use Euler’s methodj Calculate the slope C i
alculate the numerical
¥ [tgcalculate Yo / by at (Xy, Yin)- 0 Y &JIU“(’H}’M- /
Exact —_ / Exact / / Numcrical
solution solution ™ Eo’ﬁ(t:ito?‘ e

Y(x)
y hi2
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Metody Rungego-Kutty

W metodach tych nachylenie szacowane jest na podstawie kilku punktéw
wewnatrz przedziatu. R6zne metody RK klasyfikowane sg ze wzgledu na ich

rzad (odpowiadajacy liczbie punktéw wzietych do szacowania nachylenia)

Np. metoda RK drugiego rzedu ma lokalny btad obciecia O(h3) i akumulowany
btad obciecia O(h?).

Metody Rungego-Kutty drugiego rzedu

Yig =Yt (C1K1 +c,K, )h

K, = f(xi’ )’i)
K, = f(xi +a,h, y, +b21hK1)

State c¢,,c,,a,,b,, zalezaod wybranej metody drugiego rzedu



Zmodyfikowana metoda Eulera w postaci metody RK drugiego rzedu

czzl, a, =1, by, =1

b

1
C1:2

1
Yis1 = Vi +2(K1 +K2)h

Kl :f(xia yl)
K,=f(x;+h,y +Kh)

Przypomnienie

Eu

y.+h J x5 yi) + f (X Vi
| 2

Visl =

Rownania te mozna otrzymac catkujgc ogdine rownanie rézniczkowe zwyczajne
za pomocg metody trapezoéw.



Metoda MidPoint w postaci metody RK drugiego rzedu

¢ =0, ¢,=1, a2=1, bzlzi
Yin =Y, T Kyh
Klzf(xiayi)

1 1

K, = +—h,yv.+— K,h
2 f('xz 2 yl 2 1 )



Metody RK drugiego rzedu i rozwiniecie w szereg Taylora

¥;., mozna przyblizy¢ szeregiem:

dy h* dzy 3
L=y, th =+ +0(h
yl+1 yl dx . 2 dx2 § ( )
dy _
dx . _f(xia yl)
d’y _of(xy)  df(xy) dy
dx2 . 0x 9, ay oy, dx X,
h* of (x, h* of (x,
Yig =Y HhAf (x;, )+ f(x.) + f(x.7) f(xi’yi)+0(h3)
2 dx |, 2 Oy -



Dla metod RK drugiego rzedu:
Yian = Vi +(C1K1 +¢,K, )h (*)
Kl - f(xi’ yi)
K, = f('xi +a,h, y, +b21hK1)

Rozwijajac K, w szereg Taylora:

K, = f(xi’ yi)"'azhaf(x, )
X

+b, haf (x,y)

K, +O0(h*)
Xi, Vi ay

Xi Vi

Wstawiajac K, 1 K, do (%):

Yier = Vi +C1f(xi’ yi)h-l-sz(xi, yi)h+c2a2h2 of (x, y)

ox

Xi Vi

af(a’;’ D +omy
X Vi \
Poréwnujac wyrazy tego samego rzedu tu i tu —,
W of(xy) B of(xy)
2 Ox 2 dy

+ C2b21h2

f(x,y,)+0R)

XisYi

Vin =Y +hf (x;,y,)+

XisYi



Otrzymujemy:

¢, +c, =
1

Cd, = 5
1

C,by, = 5

Trzy rownania — cztery niewiadome, zatem wiele rozwigzan.

Dwa przyktady pokazaliSmy wczesniej.



Metody Rungego-Kutty czwartego rzedu
yl+1 =y, +(c,K, + ¢, K, + Ky + ¢, K, )h
= fx. )
f(xl+a2 » Vi +b21hK)
= f(x, +ash, v, +b, hK, +b,hK,)
1< = f(x, +a,h,y, +b, hK, +b,hK, +b hK,)

1

Klasyczna metoda RK IV rzedu

2
G=6G=_, 6b=06G= 6’ a, =a;=b, =by, =

6
a,=b, =1, by =b,=b,=

Wtedy Viu :yi+é(K1+2K2+2K3+K4)h

K, = f(x,y)

1 1
K =f(x+—hvy+—Kh
, =[x > Yi 5 )

1 1
K, = +—h,v.+— K, h
3 f(‘xz 2 yl 2 2 )

K,=f(x+h,y +K;h)




Catkowity btad obciecia w metodzie RK IV rzedu jest O(h%).

Rownania w czerwonej ramce mozna wyprowadzic¢ catkujgc ogolne rownanie
rozniczkowe za pomocg metody Simpsona 1/3.

yi P~ yi y(x) s
~+— Exact '+~ Exact
solution | solution
|
1
Slope: K3
i
7 | |
= i c$lo'|pc: K> i x

Numerical
/ solution
=~ Exact = Exact
solution solution
e Slope: K4
X




Przyktad

Rozwigzmy réwnanie Doktadne rozwigzanie
dy

_:)’—X2 y=2+4+2x+x"—¢"
dx

Warunek poczatkowy:  y(0)=1
Krok: h=0.1

Pojedyczny krok:
K, =h[f(x,y)]=0.1£(0,1)=0.11-0%)=0.1

K,=h f(x+;h, y+;Klﬂ =0.1£(0.05,1.05)=0.10475

K,=h f(x+;h, y+;K2ﬂ =0.1£(0.05,1.+ K,/2)=0.104988

K,=hlf(x+h,y+K,)|=0.1£(0.1,1.104988) = 0.109499

Vi =V, Jré[K1 +2K, +2K, +K,|=1.104829



X y f(x,y) K Ko Kjs K4 Wart. rzec.
0 1 1 0.1] 0.10475| 0.104988| 0.109499 1
0.1] 1.104829| 1.094829| 0.109483| 0.113707| 0.113918| 0.117875| 1.104829
0.2] 1.218597| 1.178597| 0.11786| 0.121503| 0.121685( 0.125028| 1.218597
0.3] 1.340141| 1.250141] 0.125014| 0.128015| 0.128165( 0.130831( 1.340141
0.4] 1.468175] 1.308175] 0.130817| 0.133108| 0.133223| 0.13514| 1.468175
0.5] 1.601278] 1.351278] 0.135128]| 0.136634| 0.13671| 0.137799( 1.601279
0.6] 1.73788] 1.37788| 0.137788] 0.138427| 0.138459| 0.138634| 1.737881
0.7] 1.876246| 1.386246| 0.138625| 0.138306f 0.13829( 0.137454| 1.876247
0.8| 2.014458| 1.374458| 0.137446| 0.136068| 0.135999| 0.134046| 2.014459
0.9] 2.150396| 1.340396| 0.13404| 0.131492| 0.131364| 0.128176| 2.150397
2.281717] 1.281717] 0.128172| 0.12433| 0.124138| 0.119586( 2.281718

—

Metoda RK IV rzedu

Btad bardzo maty.

y(5) =-111.4129 (-111.4132) , /\

Y Value

-6 | ——— Wart. dokt.
——RK IV rzedu

X Value




Porownanie miedzy metodami drugiego i czwartego rzedu pokazuje réznice:

Y Value

Porownanie metod RK Btad metody
4 10.00
o [ I
, 800 |——blad RK Il ——biad RK IV
0} - I
] . i
5 ) 1 2 3 4 g 6.00 I
2 [ - I
: g |
-4 | ¥ 400}
I @ -
6 [ |—— Wart. rzecz. I
] 200 |
o [ ——rzad |l i
| |——rzad IV 000 -
-10 L 0 1 2 3 4
X Value X Value




Uktady rownan rézniczkowych

d

ylzfl(t,yl,yz,...,yn) ) =1
dt

d

);2:.](2(t9y17y2""’yn) yz(tl)zyz
dt

d

Ci;n :fn(t’ylayzr"ayn) y”(tl):Y”

Rozwiagzywanie uktadu r. r. za pomoca metod RK

Najpierw liczymy K, dla wszystkich rownan.
Potem liczymy K, dla dla wszystkich rownan.

Gdy znamy wszystkie K, obliczamy wszystkie vy, .



Przykiad: Uklad trzech rownan rézniczkowych

d
y:fl(x,y,z,w)
dx

dz
7:f2(X,y,Z,W)
dx

dw
7:f3(X,y,Z,W)
dx

w zakresie [a,b] z warunkami poczatkowymi y(a) = y,, z(a) = z,, w(a) = w,.
KROK 1: Liczymy K,

K, =f(x,y,2,w)

K. =1, y,.2.w)

K = f(x.V.2.W
KROK 2: Liczymy K, ™' fi(x, v, 2, w,)

1 1 1 1
Ky,2 = fl(xi +2h, Y, +2Ky’1h, <; +2Kz,1h’ W, +2Kw,lh)

1 1 1 1
K.,=f(x +2h, Yi +2Ky,lh’ < +2Kz,1h’ Wi +2KW,1h)

1 1 1 1
K, ,=fx, +2h, N7 +2Ky,1h, Z; +2KZ,1h, w, +2Kw,lh)



KROK 3: Liczymy K,
= lh I h ! h ! h
Ky’3—fl(xl.+2 ’yi+2Ky,2 ’Zi+2Kz,2 awi+2KW,2 )

1 1 1 1
K. =1 +2h, Yi +2 K,,h,z +2Kz,2h’ Wi +2Kw,2h)

| 1 | |
Kw,3 = f3 (,Xl. +2h, yi +2Ky’2h, Zi +2 Kz,2h’ Wi +2KW,2h)

KROK 4: Liczymy K,
K, ,=f(x+hy +K hz,+K_shw +K, sh)
K. ,=fLx+hy+K shz,+K_h,w + K, h)
K,,=hLx+hy +K ;hz,+K_hw +K, h)

KROK 5: Liczymy y;_,
1
Vit = )i +6(Ky,1 + 2Ky,2 + 2Ky,3 + Ky,4)h

i1 =% +é(Kz,l + 2Kz,2 + 2Kz,3 + Kz,4 )h

W, =W, +é(KW,1 + 2KW’2 + 2KW’3 +K,, )h

1+



Rownania rézniczkowe wyzszych rzedow

n 2 (n-1)
dy: (x,y dy dy d yj dla a<x<b

9 9 bS] _
dx" dx  dx® dx" ™V

Warunki poczatkowe:

dy d" ™y
y(a) =4, i =A, .., PR =A

Rownanie n-tego rzedu mozna przeksztatci¢c w uktad n rownan pierwszego rzedu:

dy dWl d 2 y dwn_z d (n—l) y
w= -, W,= — R A = (n—=1)
dx dx dx dx dx

Mamy zatem uktad: J

l =w, Z warunkiem y(a) = A1

dx

dw, :

oy, z warunkiem w,(a) = A,

dx

aw,,

i w _,  zwarunkiem w,_,(a)=A



Przyktad:

Roéwnanie rozniczkowe trzeciego rzedu

d’ d d’
z:2x—3y+4y+x Z
dx dx dx
z warunkami poczatkowymi:
y(0)=3
&,
dx x=0
2
d g _7
dx”
mozna przeksztatci¢ do postaci
@ =w, zwarunkiem y(0) =73
dx
dw, :
=W, zwarunkiem w,(0) =2
dx
dw,

dx

=2x-3y+4w, +xw,  zwarunkiem w,(0)="7



Stabilno$¢ metody

Gdy rozwigzujemy rownanie rozniczkowe numerycznie, chcielibysmy, by btad
nie narastat wraz z kolejnymi krokami rozwigzania. Czasami jednak tak nie jest —
objawia sie wtedy niestabilno$¢ metody.

W ogodlnosci stabilnos¢ rozwigzania zalezy od:
1.  Wybranej metody numerycznej
2. Kroku h uzywanego w metodzie

3. Specyfiki rownania rézniczkowego.
Istnieje kilka sposobdéw analizowania stabilnosci rozwigzan.
Jak akumuluje sie btad zaokraglen?

=) Poréwnanie rozwigzan z wykorzystang pojedyncza precyzjg obliczen (float)
Z rozwigzniami z podwaojng precyzjg (double).

Jak akumuluje sie btad obciecia?

E)  Poréwnanie rozwigzan przy réznej wielkosci kroku h.



Inny sposob: wezmy réwnanie, ktérego rozwigzanie jest znane analitycznie.
jesli metoda jest niestabilna przy analizie tego réwnania, to mozna oczekiwac,
ze bedzie tez niestabilna przy analizie innych rownan.

Wezmy rownanie:

dy _

o —Qy a>0 przy warunku y(0)=1
X

Rozwigzanie analityczne:  y(x)=e¢
Zatem w punkcie j+1:

yTS (xi+1) — e—axiﬂ — e—O[(xl-+h) — e—axl-e—ah — yTS (xi )e—&'h

Rozwigzanie numeryczne metodg Eulera:
Yin =Y H(=ay)h=({-ah)y,

Poréwnujgc oba réwnania widzimy, ze (1-ah) jest przyblizeniem wyktadnika
W rozwigzaniu analitycznym.



stable

—1<l-ah<l1

O<ah<? Warunek stabilnosci.

Poniewaz o zalezy od rownania, oznacza to, ze metoda bedzie stabilna dla
wystarczajgco matego h.



Przyktad:

d
@ —2.5y przy warunku y(0)=1
dx
2
" ¥ Whniosek: Metody jawne (Eulera,
! /N ) ! Runge-Kutty) sg numerycznie stabilne,
AN / jesli krok h jest wystarczajaco maty.
> 0 \ ]
‘o v Metody niejawne sg bezwarunkowo
) ¥' o © h=0.2 stabilne.
/ -#¥- h=0.85
¥ — TS
|




