Metody numeryczne

Wyktad nr 5:
Aproksymacja i interpolacja

dr Piotr Fronczak



Aproksymacija I interpolacja

Aproksymacja rownaniem liniowym
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Funkcja E ma minimum dla takich wartosci a, i a,, dla ktérych pochodne
czgstkowe wzgledem a, i a, zerujg sie:
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Rozwigzaniem tego uktadu jest:
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Aproksymacja wielomianami wyzszego rzedu
Wielomian — funkcja postaci

f(x)=a x"+a X" +..+aX+a,

a; - wspotczynniki rzeczywiste

n — stopien wielomianu

Zbior n punktdw mozna aproksymowac wielomianami réznych stopni
(maksymalnie wielomianem stopnia n-1)
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Dla n punktow wielomian stopnia (n-1) przechodzi przez wszystkie punkty.
Gdy n jest duze, aproksymowanie funkcji wielomianem stopnia (n-1)
nie jest wskazane.

Zastosujmy wielomian stopnia m do aproksymacji n punktow:

f(x)=a x"+a_ X" +..+aX+a,
Wtedy btad:

E= Zn: [yi —(a x"+a_ X" +..+ax + ao)]2
- "

Liniowe rownanie m+1 zmiennych (a, do a,)

Funkcja E ma minimum dla takich wartosci a, , dla ktorych pochodne
czgstkowe wzgledem a, zerujg sie.



Wezmy m = 2 (wielomian kwadratowy):

E= Zn:[y‘ — (8% +ayX +a0)]z
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Mozemy zatem uogolni¢ problem:

Dla wielomianu stopnia m mamy m+1 rownan postaci

gdzie k=0, 1, ..., m.

for 7 = 0..2m

1][3] = xsum[i+7]]

b3l =), xly,

Znajdz wektor a taki, ze Ara = b




Interpolacja

f(xp)

f(Xo)

[ [ [ [ [ >
Xo X1 X Xy Xh X

Interpolacjg funkcji f(x) na przedziale <a; b> nazywa sie wyznaczenie
przyblizonych wartosci funkcji f(x) dla dowolnego argumentu x c <a; b> przy
znanych jej wartosciach f(x,), f(x,), ..., f(x,) w ustalonych punktach

a<x <x<..<x <b zwanych weztami interpolacji



Twierdzenie

Istnieje doktadnie jeden wielomian interpolacyjny W,(x) stopnia n (n > 0), ktory
w punktach X, X,..., X,, przyjmuje wartosci Y, Yi-- Y,

Dowdd: Szukany wielomian ma postac:

W (x)=ax"+a, X" +---+a,

Korzystajgc z faktu, ze znamy wartosci tego wielomianu w n+1 punktach,
mozemy napisac uktad n+1 réwnan liniowych z n+1 niewiadomymi
wspotczynnikami

a, +axX, +ax +--+ax = f(x,)

a, +ax +ax +--+ax =f(x)
a, +ax +ax +--+ax' = f(x)

a, +ax +a,x +---+ax =f(x)



Uktad rownan mozna zapisa¢ w postaci macierzowej
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Wzor interpolacyjny Lagrange’a

Skonstruujemy wielomiany pomocnicze Wni (X), i=0,1,....,n, stopnia n takie, ze
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wielomian W ! (x) réwna sig zeru, a dla x;réwna 0 /\_ I
sie jednosci. Stad jest postaci: . 1 2 3 a—nr

Wni(x) =G (X—XO)(X—Xl)---(X—Xi_l)(X—Xi+1)--°(X—Xn)
Dlax=x, W!(x)=1, zatem
1=c(x - XO)(Xi = %) (6 = X ) (6 = Xi) (6 = X,)

1
} (Xi _XO)(Xi o Xl)”’(xi o Xi—l)(xi _ Xi+1)"’(xi o Xn)
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Czyli

i(X)= (X_Xo)(x_Xl)"‘(x_Xi—1)(X_Xi+1)"'(X_Xn)
’ (Xi - XO)(Xi - Xl)"'(xi o Xi—l)(xi o Xi+1)“'(xi - Xn)

Wystarczy przyjac:
W, () = 2 W, ()Y,
i=0

Ostatecznie: Wzér interpolacyjny Lagrange’a

n /
W, (x) = Z (X=X )(X—=%) - (X—=X_ (X=X ;) (X—=X,)

i=0 (Xi - XO)(Xi - X1)"’(Xi - Xi—l)(xi - Xi+1)”'(xi - Xn)

Yi

otrzymujemy wielomian stopnia co najwyzej n spetniajgcy wszystkie warunki
wymagane przy interpolacii.



Uwagi:

1. Wzor uproszczony

=0 j=0
1#

W, (x) = Zy.H((; _X.))

2. Jesli zbior danych {x,y} jest poszerzony o nowg dang, caty wielomian Lagrange’a
musi by¢ przeliczony od poczatku (poréwnaj z nastepng metoda).



Wielomiany Newtona

Ogodlna postac:
f (X) =& +a2(x—x1) +a3(X_X1)(X_X2) +...+a, (X_Xl)"'(x_xn—l)

Wielomian Newtona pierwszego stopnia

yf SIx)=a,ra,(x-x,)
Dla dwoch punktow (x;, y,) 1 (X,, Y,) Vol A
f(X)=a,+8,(x—X,) [ — ,
|
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Wielomian Newtona drugiego stopnia
Dla trzech punktow (X, y;), (X5, ¥,) 1 (X3, Y3)
Y4
f(x):a1+a2(x—x1)+a3(x—x1)(x—x2) V3

Podstawiajgc x=x, i f(x)=f(x)=Y, f(x)
W2

Vi

Dostajemy =Y,

Podstawiajgc x=x, i f(X)=f(x,)=Y,

Dostajemy vy, =Y, +4a, (Xz - Xl)

a, = Yo=Y

Xz _X1

Podstawiajgc x =x, i f(X)=f(X) =Y,
Yo=Y,

Ys— Y, _Y2_y1
X3=X X=X

Dostajemy Y;=Y;+ (X3 — X1)+ d; (Xs —X )(Xs — Xz) a; =

X, — X (Xa — Xl)




Wspotczynniki a, | a, sg takie same jak dla wielomianu pierwszego stopnia.
Czyli, jesli mamy dwa punkty i wyznaczony wielomian pierwszego stopnia,
to po dodaniu trzeciego punktu wystarczy obliczy¢ tylko jeden wspotczynnik
i dodac¢ nowy wyraz do istniejgcego wielomianu.

Wielomian Newtona trzeciego stopnia

f(X) :a1+a2(x—x1)+a3(x—x1)(x—x2)+a4(x—x1)(x—x2)(x—x3)

Znamy a,, a,, a; oraz f(x = x,) =y,. Mozemy wiec znalezc¢ a,:

y4_y3_y3_y2 Y3_y2_y2_y1
Xg=X3 X=X, _ X3 — X, X, =%
(X4_X2) (X3_X1)
(X4_X1)




Uogodlniona posta¢ wspotczynnikéw wielomianu Newtona

& =Y
a, = u — f . o .
2T v | T [X,, %] < lloraz roznicowy pierwszego rzedu
2 1
/ lloraz roznicowy drugiego rzedu
Ys— Y, . Yo— Y1
a3:X3_X2 X2—=% _ f[X3,X2]—f[X2,X1]:f[X X X]
(X —%) Xy — X, srerd

y4_Y3_y3_Y2 ys_yz_yz_Y1
X, — X3 X3—X2_X3—X2 X, — X
a = (X4_X2) (X3_X1) — 1:[X4’X3’X2]_ f[X3’X2,X1]
) (X4_X1) X4—X1

= f [X4,X3,X2’ X1]




Algorytm: Danych jest n punktow.

1. Obliczamy n-1 ilorazéw réznicowych pierwszego rzedu

2. Korzystajgc z wartosci obliczonych w kroku 1, obliczamy n-2 ilorazéw réznicowych
drugiego rzedu

3. Korzystajgc z wartosci obliczonych w kroku 2, obliczamy n-3 ilorazow roznicowych
trzeciego rzedu

n. Korzystajac z wartosci obliczonych w kroku n-1, obliczamy 1 iloraz réznicowy
n-tego rzedu
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Dane punkty | ilorazy rozn. Il ilorazy rozn. I ilorazy rozn. IV ilorazy rozn.



Przyktad:

Znajdzmy wielomian Newtona czwartego stopnia x |1 2145 |7
przechodzacy przez punkty: y | 52| 5| -5]|-40 | 10

f(X)=a,+a,(Xx-D)+a,(Xx-D(x—2)+a,(x-1)(x-2)(x—4) +a, (Xx—D(x—2)(x—4)(x—5)
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Interpolacja funkcjami sklejanymi

Zadanie: znajdz wielomian interpolujacy funkcje f(x) = sqrt(abs(x)), majac dane
wartosci tej funkcji w punktach -4, -3, -2,-1,0, 1, 2, 3, 4.







Wielomian

3 stopnia
0 i\
(a)
)
Wielomian
. 5 stopnia
Wielomian
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Idea
fo)
_ _ « Zastosowac wielomiany
Funkcje sklejane nizszych stopni do mniejszej
liczby punktéw (podzieli¢ caly
0 X

(d) zbior punktow na przedziaty)

« Wygtadzi¢ konce przedziatéow



Splines

Krzywa ciagta i gtadka
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Przyktad dla n = 4:
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Liniowe funkcje sklejane
A

5 (X=X)(X=X%) (X=X ) (X=X ) (X=X,) Wielomiany
W_(x) = Y. :
0 x8 —)05x )08 00 ) Lerenge

X — X X — X
2| f(x)+ Ll f(x,), x, <X<X
1 2 1 2

1

X— X, X — X
S f(x 2 1 f(X), <X<X
fi(X):< X2—X3] ( 2)"‘( X j ( 3) X, 3

X3 =X,




Kwadratowe funkcje sklejane

Mamy dane n punktoéw i n-1 przedziatow.
Wielomian kwadratowy w i-tym przedziale:

f(X)=ax’+bx+c dla i=12,..,n-1

Mamy n-1 réwnan i 3(n-1) = 3n-3 niewiadomych.
1. Kazdy wielomian f;(x) musi przechodzi¢ przez punkty na koncach przedziatu:

ax’+bx +c =y dla i=12.,n-1

ax’, +bx ,+c =y, dla i=12..,n-1

17N+1 1N+l
Daje to nam 2(n-1) = 2n-2 rownan.

2. W weztach nachylenia (pierwsze pochodne) wielomiandw z sgsiednich
przedziatbw muszg by¢ jednakowe (nie dotyczy to skrajnych weztéw).

f'(x) =2ax+Db,

2a. X +b_,=2ax +b dla 1=23,..,n-1

Daje to nam n-2 rownan. 3n-3 =2n-2 + n-2 + jeszcze jedno.




3. Druga pochodna w pierwszym punkcie (X4, y,;) rowna jest zero.

flu(x) :231

Zatem pierwsze dwa punkty tgczymy prostg linig.

Przyktad:

Znajdz wielomiany sklejane dla:

a =0

f(x)=x3-5x2+3x+4
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ax’+bx +c =y, dla

2

ax,+bx. +c =y, dla

17M+1

23, ;X

+b_,=2ax +b dla

[ a,—b +c,=-5
c,=4
c,=4
4a, +2b, +c, =2
4a,+2b, +C, =2
25a, +5h, + ¢, =19
25a, +5b, +¢, =19

n-2 <

[ b,—b,=0

1 { a=0

\\\

\ 36a, +6b, +c, =58

1=12..,n-1
1=12..,n-1
1=23,..,n-1
4 1 11
0 0 1

o
Ji |

1

4a,+b,—4a,-b, =0

. 10a; +b,-10a, —b, =0

4 2 1
25 b 1

-4 -1

10 1

25 5 1
36 6 1

-10 -1

X y
-1 -5
0 4
2 -2
5 19
6 58
8| [-5]
b, 4
C, 4
a, -2
b, -2
C, 19
d, 19
b, 58
C, 0
a, 0
b, 0
C, 0




f(X)=x>-5x%+3x+4

a = 0 60

b, =9

C, =-5 50
a, =—06

b, =9 40

c,=4

a,=17.3 0
b, =15 £

C, =—2 20

a, =10

b, =29 10
| ¢, =19

P n ¥

I

-10

f1(X)

T T I

0

Podstawowe zastosowanie kwadratowych wielomianow sklejanych:

Pomagajg zrozumiec kubiczne wielomiany sklejane.




Kubiczne funkcje sklejane

Mamy dane n punktow i n-1 przedziatdw.
Wielomian sze$cienny w i-tym przedziale: f;(x)=ax’+bx’+cx+d, dla i=12,..,n-1

Mamy n-1 réwnan i 4(n-1) = 4n-4 niewiadomych.

1. Kazdy wielomian f;(x) musi przechodzic¢ przez punkty na koncach przedziatu.
Daje to nam 2(n-1) = 2n-2 rownan.

2. W weztach nachylenia (pierwsze pochodne) wielomiandw z sgsiednich
przedziatdw muszg by¢ jednakowe (nie dotyczy to skrajnych weztow).

Daje to nam n-2 rownan.

3. W weztach nachylenia (drugie pochodne) wielomianow z sgsiednich
przedziatdbw muszg byc¢ jednakowe (nie dotyczy to skrajnych weztow).

f.''(X) =6ax+2b
6a_x +2b_, =6ax +2b dla 1=23,..,n-1

Daje to nam n-2 rownan. 4n-4 = 2n-2 + n-2 + n-2 + jeszcze dwa.

4. Druga pochodna w pierwszym i w ostatnim punkcie (x,, y,) rowna jest zero.

6ax +2b, =0 6a,,x,+2b, ,=0



Kubiczne funkcje sklejane (wielomiany Lagrange’a)
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Gdy scatkujemy to wyrazenie dwukrotnie
otrzymamy wielomian trzeciego stopnia.
Dwie state catkowania wyznaczamy z warunku:

fi()=fi(x) oraz fi(X,)="fi1(%..)

f”(X) i ( |+1) 3
6(X|+1 |)( . ) 6( |+1_X)(X X)

4 ) f"(x)<x.+1—x)}<x.+l X)

Xis1 — X

fi (x) =

N i f (Xi+1) fi ll(X|+1) (X|+1 Xi):|(X— Xi)

Xi+1 o Xi



Korzystajgc z warunku
fi'(Xi+l) — fi+1'(Xi+1) dla I :1! 2’ " n_2

mozemy wyznaczy¢ nieznane f*(x;) oraz f’(X.,)-

(i = X)) F106) +2(% 5 = %) T (%) + (X — %) T (%2)

:6{f(xm>— f(Xa) (%) f(xo} dla i212 . n_2
Xi+2 _ Xi+1 Xi+1 T Xi

N

Uktad n-2 réwnan liniowych z n niewiadomymi.

Pozostate dwa réwnania uzyskujemy z warunku:

f'(x)=0 oraz f"(x)=0

Whiosek: mimo trudnosci z korzystaniem z wielomianow Lagrange’a
uzyskaliSmy prostszy uktad rownan (n rownan zamiast 4n-4)



f(x)

f(X)=x>-5x2+3x+4
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Dwuwymiarowe funkcje sklejane

Mamy dany zbior wartosci pewnej funkciji f(x,y) w weztach dwuwymiarowej
siatki kwadratowej m x n

. Poszukujemy wartosci tej funkcji w punkcie (x*, y*) nie bedgcym weztem siatki.
. Ustalajgc jedng wspoétrzedng, np. x, obliczamy m jednowymiar. funkcji sklejanych

. Dla kazdej z tych funkcji obliczamy jej wartosc dla y*.

. Przez zbi6r m obliczonych wartosci y* prowadzimy funkcje sklejana.

. Obliczamy wartosc tej funkcji dla x*.



