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Plan prezentacji

Plan prezentacji

@ Podstawowe pojecia fizyki statystycznej: mikrostan, makrostan, ...
@ Przestrzen stanéw: przyktady
@ Rachunek prawdopodobienstwa w szkole $redniej

© Podstawy rachunku prawdopodobiefistwa
o Podstawowe pojecia
o Co to jest prawdopodobienstwo?
o Elementarne wtasnoéci prawdopodobienstwa
@ Prawdopodobienstwo warunkowe i zdarzenia niezalezne

© Dyskretne i ciagte rozktady prawdopodobiefistwa
@ Schemat Bernoulliego, rozktad dwumianowy
@ Dyskretna i ciggta zmienna losowa, warto$¢ Srednia, wariancja
o Przeglad znanych rozktadéw prawdopodobienstwa
@ Rozktad normalny, Gaussa

@ Pytania kontrolne
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Podstawowe pojecia fizyki statystycznej: mikrostan, makrostan,

Termodynamika klasyczna vs fizyka statystyczna

Statystyczny opis makroskopowych uktadéw fizycznych opiera sie na podejsciu mikroskopowym, w ktérym
uzywa sie wielkosci o pierwotnym znaczeniu fizycznym, takich jak predkos¢, ped, czy energia czastki.

Celem tego opisu nie jest znalezienie konkretnych wartosci tych wielkosci dla i-tej czastki, ale znalezienie
ich rozktadow prawdopodobieristw oraz réznych wielkosci usrednionych po tych rozktadach i
charakteryzujacych cata zbiorowos¢ czastek.

Dziat fizyki teoretycznej stosujacy taki opis nazywa sie fizyka statystyczna.

Inaczej méwiac, fizyka statystyczna wigze stany mikroskopowe ukfadu fizycznego (tzw. mikrostany) z jego
wiasno$ciami makroskopowymi (z tzw. makrostanami) i wykorzystuje do tego celu metody probabilistyczne.
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Podstawowe p a fizyki statystyczi mikrostan, makrostan,

Podstawowe pojecia fizyki statystycznej (1)

Makrostan

Makrostanem, I', nazywany stan uktadu fizycznego jako catosci, okreslony przez podanie wartosci réznych wielkosci fizycznych

(np. p, T, E, M) mierzonych na poziomie makroskopowym.

V.
Mikrostan
Mikrostan, €2, uktadu, w przeciwienstwie do makrostanu, jest zdefiniowany na poziomie mikroskopowym, poprzez podanie stanu
(klasycznego lub kwantowego) wszystkich czastek tworzacych badany uktad.

v
Przestrzen stanéw
Zbiér wszystkich mikrostanéw, {€2}, ukfadu fizycznego tworzy jego przestrzen stanéw lub przestrzen fazowa.

v
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Podstawowe pojecia

Podstawowe pojecia fizyki statystycznej (2)

Trajektoria fazowa

Mikroskopowy stan ukfadu fizycznego moze zmienia¢ sie (méwimy: ewoluowad) w czasie:
Q=0q@). )

Sekwencja mikrostanéw, ktére badany uktad przyjmuje w czasie obserwacji tworzy trajektorie fazowa.

y
Srednia po czasie
Chwilowa warto$¢ dowolnej wielkosci fizycznej X (t) (np. energii wewnetrznej) charakteryzujacej rozwazany uktad, zalezy od
mikrostanu uktadu w danej chwili:
X (t) = X (Q(t)) - 2
Przy pomiarze tej wielkosci fizycznej, ktéry trwa zwykle pewien czas T, otrzymujemy wynik (X') bedacy usrednieniem tej
wielkosci po pewnym odcinku trajektorii fazowej. Mozna to zapisaé w nastepujacy sposéb:
L T
(X) = - X (1)) dt. ®3)
T 0
y
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Podstawowe pojecia fizyki statystycznej (3)

Zespot statystyczny

W réwnowagowej fizyce stat. zamiast zajmowa¢ sie pojedynczym ukfadem A, rozwazamy zbiér sktadajacy sie z bardzo duzej liczby
N uktadéw, ktére sa do siebie podobne. Méwiac o podobienistwie ukfadéw mamy na mysli to, ze kazdy z nich spetnia te same
warunki, ktére wg naszej wiedzy s3 spetnione przez uktad .A. Oznacza to, ze kazdy uktad z tego zbioru zostat przygotowany

w taki sam sposéb co uktad A i ze wykonujemy na nim takie samo doswiadczenie, jakie wykonujemy na ukfadzie A.

Taki zbiér nosi nazwe zespotu statystycznego.

Srednia po zespole

Majac zespét statystyczny mozemy postawié pytanie: W ilu uktadach wchodzacych w sktad tego zespotu otrzymamy okreslona
warto$¢ wielkoéci X ? Dla ustalenia uwagi zatézmy, ze sposréd N uktadéw zespotu zostata ona zaobserwowana w N x uktadach.
Wtedy utamek
Nx )
P(X) = N~ gdzie N — oo, (4)

ktéry mozna uzyskac obserwujac zespdt interpretujemy jako prawdop. uzyskania wyniku X w pojedynczym uktadzie A.
Znajac prawdopodobienistwo P (X ) (4) mozemy tatwo wyznaczy¢ $rednig wazong wielkosci X w badanym zespole:

(x) = ZXP(X» (5)
X

Podstawowy postulat fizyki statystycznej

Réwnoéé sredniej po zespole (5) i éredniej po czasie (3) jest podstawowym postulatem fizyki statystycznej.
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Podstawowe pojecia fizyki statystycznej: mikrostan, makrostan, Przestrzefi stanéw: przykfady

Przestrzen stanéw: klasyczny gaz doskonaty

Klasyczny gaz doskonaty

Stan fizyczny pojedynczej czastki klasycznej:
@ wektora pofozenia: ¥ = [z, v, z],

@ wektor pedu: § = [paz, Py, Pz].

v
Mikrostan klasycznego gazu doskonatego sktadajacego si¢ z N czastek:
Q@ = {f,72...,7N,P1,P2..., PN} (6)
= {®1,¥Y1,21- -, TN, YN 2N Pay s Py s P2y -1 Pon s Pyn > Pz )
y

Przyktadowy makrostan gazu doskonatego (gdy energia wewnetrzna gazu ma okreslong wartos¢):
g ={Q}E, @
jest reprezentowany przez zbiér mikrostanéw, dla ktérych spetniony jest warunek:
N

E (pii +p§i +p§i) =2mE, ®)

i=1

gdzie py; =pg; (), py; =py,; () oraz p», =p, (), zas m jest masa pojedynczej czastki.
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Podstawowe pojecia fizyki statystycznej: mikrostan, makrostan, Przestrzefi stanéw: przykfady

Przestrzen stanéw: prosty model paramagnetyka

Prosty model paramagnetyka
@ Teoretyczne modele paramagnetyzmu zaktadaja, ze paramagnetyczne atomy majg wtasne momenty magnetyczne
o wartosci pg, ktére nie oddziatujg ze soba.

@ Zewnetrzne pole magnetyczne, B, przeciwdziata beztadnemu, cieplnemu ruchowi tych momentéw i dazy do uporzadkowania
ich kierunkéw zgodnie z polem.

@ W najprostszych modelach magnetyzmu zaktfada sig, ze pojedyncze momenty moga ustawi¢ si¢ tylko w dwéch kierunkach:
w kierunku zgodnym z polem zewnetrznym i przeciwnie do pola.

v
Moment magnetyczny zwigzany z i-tym atomem paramagnetycznym:
Wi = 1OSi, gdzie s; = *+1. 9)
s, nosi nazwe zmiennej spinowej lub (krétko) spinu. )
Mikrostan paramagnetyka sktadajacego sie z N atomdéw paramagnetycznych:
Q= {s1,s2,...,SN}- (10)1
Przyktadowym makrostanem uktadu jest zbiér wszystkich mikrostanéw, w ktérych magnetyzacja M ma okreslong wartosé:
N
Ty =4{QY s tzn. spefniajacych warunek:  pqg Z s5;(2) = M. (11)
i=1
4
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Podstawowe pojecia fizyki statystycznej: mikrostan, makrostan, Rachunek prawdopodobieristwa w szkole éredniej

Podstawa programowa z matematyki dla szkoty ponadgimnazjalnej

W zakresie: Elementéw statystyki opisowej, teorii prawdopodobieristwa i kombinatoryki
Zakres podstawowy
@ obliczanie $redniej wazonej i odchylenia standardowego zestawu danych, interpretacja tych parametréw dla danych
empirycznych,

@ zliczanie obiektéw w prostych sytuacjach kombinatorycznych, niewymagajacych uzycia wzoréw kombinatorycznych,
stosowanie reguty mnozenia i dodawania,

@ obliczanie prawdopodobiefistw w prostych sytuacjach, stosujac klasyczna definicje prawdopodobienistwa.

y
Zakres rozszerzony
@ wykorzystanie wzoréw na liczbe permutacji, kombinacji, wariacji i wariacji z powtdérzeniami do zliczania obiektéw w bardziej
ztozonych sytuacjach kombinatorycznych,
@ obliczanie prawdopodobieristwa warunkowego,
@ twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym.
4
Co trzeba uzupetnié, aby zaczaé wyktad z fizyki statystycznej
@ Podstawy rachunku prawdopodobienistwa
podstawowe pojecia, definicja prawdopodobienstwa, elementarne wtasnosci prawdopodobienstwa, prawdopodobienstwo
warunkowe, zdarzenia niezalezne
@ Rozktady prawdopodobienstwa
schemat Bernoulliego, dyskretna i ciggta zmienna losowa, warto$¢ $rednia, wariancja, przeglad znanych rozktadéw
prawdopodobienstwa, rozktad normalny
v
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Podstawy rachunku prawdopodobieristwa [t EENRerIes)

Podstawowe pojecia rachunku prawdopodobienstwa (1)

Mikrostan = Zdarzenie elementarne
Makrostan = Zdarzenie losowe

Przestrzen stanéw = Przestrzen zdarzen elementarnych

y
Definicja 3.1
Niech {2} bedzie ustalonym zbiorem zdarzen elementarnych (zbiér taki nazywamy réwniez przestrzenia zdarzen elementarnych).
Zdarzeniami losowymi nazywamy podzbiory zbioru {2}, ktére tworza rodzine (tj. zbidr zbioréw) G taka, ze
i. @ € G, gdzie @ oznacza zbiér pusty,
i, jezeli A € G, to A ={Q}\A € G,
ii. jezeli V;A; € G, to A UAs U---UA, €G.
y
Prosty przyktad 1
Rzucamy jeden raz moneta. Mozliwe wyniki pojedynczego rzutu to: orzet O i reszka R. Oznacza to, ze zbiorem zdarzen
elementarnych jest {Q2} = {O, R}, a zbiér mozliwych zdarzen losowych (tj. zbiér wszystkich podzbioréw zbioru {Q})
ma posta¢: G = {{Q},0, R, @}.
v
Prosty przykfad 2
Rzucamy moneta do chwili pojawienia si¢ orfa. Przestrzen zdarzenh elementarnych jest zbiorem o nieskoriczonej, ale przeliczalnej
liczbie elementéw: {Q2} = {O, RO, RRO, RRRO, ...}. Wsréd elementéw zbioru G s3 takie zdarzenia losowe jak: A, -
liczba reszek poprzedzajacych pojawienie sie orta jest wigksza od n, B, - liczba reszek w zdarzeniu elementarnym jest podzielna
przez n, itd.
V.
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i. Zdarzeniem przeciwnym A do zdarzenia A jest zdarzenie polegajace na tym, ze nie zachodzi zdarzenie A, tzn. A = {Q}\ A.

ii. Zdarzeniem pewnym jest zdarzenie, ktére zawiera wszystkie elementy przestrzeni zdarzen elementarnych.

iii. Zdarzenie niemozliwe to takie, ktére nie moze zaj$é. Odpowiada mu zbiér &.

iv. Méwimy, ze zdarzenie A pociaga za sobg zdarzenie B, gdy z zajscia zdarzenia A wynika zajécie zdarzenia B.

S 5 S

v. Sumg zdarzen Ay, Ag, ... A, nazywamy zdarzenie polegajace na zajsciu co najmniej jednego z nich, czyli odpowiadajace

sumie zbioréw: Aj U Ag U ---U A, = Un N A;.
i=

vi. lloczynem zdarzen A1, Ao, ... A, nazywamy zdarzenie polegajace na jednoczesnym zajsciu wszystkich wymienionych
zdarzen i oznaczamy je: Ay N As N---NA, = mn | A;.
1=

vii. Zdarzenia A i B nazywamy wykluczajacymi sig, jezeli ich iloczyn jest zdarzeniem niemozliwym, tzn. AN B = . )

viii. Réznicy zdarzern A i B nazywamy zdarzenie polegajace na zajsciu zdarzenia A i nie zajéciu zdarzenia B. Réznica zdarzen
spetnia ponizsza zaleznosé: A\B = A\ (A N B).
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Podstawy rachunku prawdopodobiefistwa Podstawowe pojecia

Podstawowe pojecia rachunku prawdopodobienstwa (3)

Prosty przyktad

Niech A i B beda dowolnymi zdarzeniami losowymi. Za pomoca A, B, A, B i odpowiednich dziataf na zbiorach zapisz
nastepujace zdarzenia: Sposrdd zdarzen A i B:

i. zaszto co najmniej jedno,
ii. zaszty oba,
iii. zaszto tylko zdarzenie A,
iv. zaszfo doktfadnie jedno zdarzenie, ale nie wiadomo ktére,

v. nie zaszto zadne ze zdarzen.

Rozwiazanie:
i. zaszfo A lub zaszio B, tzn. AU B,
ii. zaszto A izaszto B, tzn. AN B,
iii. zaszto A i nie zaszto B, tzn. AN B,
iv. zaszto A i nie zaszto B lub zaszto B i nie zaszto A, tzn. (AN B) U (B N A),
v. nie zaszto A i nie zaszto B, tzn. AN B = {Q}\(A U B).
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Podstawy rachunku prawdopodobieristwa [IRECRERERE I ey

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa dla réwnoprawdopodobnych
zdarzen elementarnych

Definicja 3.3

Niech przestrzen {Q} sktada sie ze skoriczonej liczby zdarzen elementarnych i zajécie kazdego z nich jest jednakowo mozliwe. Jesli
i. N4 jest liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zajéciu zdarzenia A, za$
ii. N jest liczbg wszystkich zdarzen elementarnych,

to prawdopodobienstwem zdarzenia A nazywamy liczbe:

N,
P(A) = =4 (12)
N
v
Prosty przykfad 1
W pojedynczym rzucie moneta mamy: {2} = {O, R} i G = {{Q}, O, R, @}.
Jesli moneta jest symetryczna wtedy prawdopodobienstwo kolejnych zdarzer losowych jest réwne:
P({Q})=1, P(O)=P(R)= 3, P(®)=0.
y
Prosty przyktad 2
W pojedynczym rzucie kostka do gry mamy: {Q} = {Q1, Q2, ..., Qg }, gdzie Q,, oznacza wyrzucenie n oczek.
Jesli kostka jest symetryczna wtedy wszystkie zdarzenia elementarne maja takie samo prawdopodobiefistwo: P(2y,) = %.
Przyktadowym zdarzeniem losowym w tym doswiadczeniu moze byé zdarzenie A,, = {Qn+1, ..., Qg } odpowiadajace
wyrzuceniu liczby oczek wigkszej od n. Prawdopodobiefistwo takiego zdarzenia jest réwne P(A,) = 1 — % (12), poniewaz
NAn =6—n,za$8 N = 6.
.
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Podstawy rachunku prawdopodobieristwa [IRECRERERE I ey

Klasyczna definicja prawdopodobienstwa dla réznoprawdopodobnych
zdarzen elementarnych

Definicja 3.4

Przestrzenia probabilistyczng nazywamy tréjke postaci ({2}, G, P), gdzie {Q} jest zbiorem zdarzer elementarnych, G oznacza
zbiér zdarzen losowych, a P jest prawdopodobiefistwem okreslonym dla wszystkich elementéw zbioru G.

Definicja 3.5

Niech przestrzer zdarzen elementarnych sktada sie ze skoriczonej liczby wzajemnie wykluczajacych sie zdarzen:
{Q} = {Q1,Q2,...,Q2xr}, przy czym prawdopodobienstwa kazdego z tych zdarzeh wynosza odpowiednio:

P(Qy) =p1, P(Q2) =p2, o PQN) =P (13)
Prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia losowego w tej przestrzeni probabilistycznej A = {Qil s Qi2 s Qik} jest réwne
k

P(A) = Z P (14)

j=1

Prosty przyktad

Wedtug rozktadu pociag z Warszawy do Krakowa odjezdza z Dworca Centralnego o godz. 10.00. Mozna zadaé pytanie: Jaka jest
szansa, ze pociag odjedzie z Warszawy bez opdznien? lub Jaka jest szansa, ze opdznienie nie bedzie wigksze niz 15 min. W tej
sytuacji, gdy opdznienie pociagu liczymy w minutach, przestrzen zdarzer elementarnych ma postaé:

{2} = {Q0, 21,2, ..., 260, 261, ---},

gdzie €2, oznacza, ze pocigg ma n minut opéznienia. Naturalnym jest oczekiwanie, ze P(21) # P(Q61) # P(Q100)-

v
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Podstawy rachunku prawdopodobieristwa [IRECRERERE I ey

Aksjomatyczna definicja prawdopodobienstwa wg Kotomogorowa (1931)

Definicja 3.6

Niech {2} bedzie przestrzenia zdarzen elementarnych, a G zbiorem zdarzen losowych Prawdopodobienistwem nazywamy funkcje
P : G — R, ktéra przypisuje zdarzeniom liczby rzeczywiste, taka ze

i. dla kazdego A € G zachodzi 0 < P(A) < 1,
i. P({Q}) =1,

iii. jezeli dla dowolnych i # j mamy A; N A; = &, wéwczas

P UAi :ZP(Ai). (15)

i
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Podstawy rachunku prawdopodobiefistwa Elementarne wtasnosci prawdopodobiefstwa

Elementarne wtasnosci prawdopodobienstwa

i. Prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego wynosi O:

P(@) = 0. (16)
ii. Prawdopodobienstwo dowolnego zdarzenia jest nie wigksze od 1:
P(A) < 1. (17)
iii. Jezeli zdarzenie A pociaga zdarzenie B, tzn. A C B (A jest podzbiorem B), to:
P(A) < P(B). (18)
iv. Prawdopodobiernistwo réznicy zdarzeh wyraza si¢ wzorem:
P(B\A) = P(B) — P(AN B). (19)
v. Jezeli zdarzenie A pociaga zdarzenie B, A C B, wtedy:
P(B\A) = P(B) — P(A). (20)
vi. Prawdopodobieistwo sumy dwéch zdarzen jest réwne:
P(AUB)=P(A)+ P(B) — P(AN B). (21)
vii. Gdy zdarzenia A i B wykluczaja si¢ wzajemnie, tzn. AN B=0 (tj. P(A N B)=0), wtedy z wtasnosci iv mamy:
P(AUB) = P(A)+ P(B). (22)
viii. Suma prawdopodobieristw zdarzen przeciwnych jest réwna jednosci:
P(A)+ P(A) = 1. (23)
V.
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WHtasnosci prawdopodobienstwa: przyktady

Prosty przyktad 1

Niech P(A) = %, P(B) = % Czy zdarzenia A i B moga sie wykluczaé?

Zdarzenia wykluczajace si¢ spetniaja réwn. (22). Podstawiajac do tego réwnania prawdopodobieristwa podane w tym przykfadzie
dostajemy: P(A U B) = i—g > 1, co jest sprzeczne z réwn. (17). Oznacza to, ze zdarzenia A i B nie moga si¢ wyklucza¢.

Prosty przyktad 2

Opiekun roku ocenia szanse studenta na zdanie wymaganych egzaminéw: z Matematyki i z Podstaw Fizyki. Wiadomo, ze egzamin
z Matematyki poprzednio zdato 80% zdajacych, wiec prawdopodobieristwo zdania tego egzaminu mozna oceni¢ na 0, 8. Na
podstawie wynikéw z poprzednich lat, wiadomo jeszcze, ze szansa zdania co najmniej jednego egzaminu wynosi 0, 9, a obydwu:
0, 5. Jakie jest prawdopodobieristwo zdania egzaminu z Podstaw Fizyki.

Niech M oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze losowy student zdat egzamin z Matematyki, a F' niech oznacza zdarzenie
odpowiadajace zaliczeniu Podstaw Fizyki. Z réwn. (21) dostajemy:

P(F)=P(MNF)+P(MUF)— P(M)=0,8.
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WHtasnosci prawdopodobienstwa: przyktady

Prosty przykfad 3

Zwirek i Muchomorek chodza na wyktad z Elementéw Fizyki Statystycznej. Zwirek chodzi na co drugi wyktad. Muchomorek
opuszcza tylko 10% wyktadéw. Wiadomo réwniez, ze na 45% wyktadéw s3 obecni obydwaj. Oblicz prawdopodobiefstwo, ze:

i. cho¢ jeden z nich jest na wyktadzie,
ii. dokfadnie jeden z nich jest na wykfadzie,

iii. zaden z nich nie jest obecny na wyktadzie.

Rozwigzanie

Niech Z oznacza zdarzenie polegajace na tym, ze Zwirek jest na wyktadzie, zas M niech oznacza, ze Muchomorek jest na
wykfadzie. Z tresci przykfadu wynika, ze P(Z) = 0,5, P(M) = 0,9i P(Z N M) = 0, 45.

i. Z réwn. (21) mamy:
P(ZUM) = P(Z) + P(M) — P(ZN M) =0,95.
ii. Zdarzenie to mozna zapisa¢ jako C' = (Z U M)\(Z N M). Poniewaz dla dowolnych zbioréw Z i M mamy
Z N M C ZU M, dlatego z réwn. (20) wynika:
P(C)=P(ZUM) — P(ZN M) = 0,95 — 0,45 = 0, 5.

iii. Zdarzenie to odpowiada zdarzeniu C = Z N M = {Q}\(Z U M). Korzystajac z réwn. (20) dostajemy:
P(C) = P({Q}) — P(ZU M) = 1 — 0,95 = 0, 05.

dr hab. A.
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Prawd ien warunkowe i

Prawdopodobienstwo warunkowe i zdarzenia niezalezne

Definicja 3.7

Prawdopodobieristwo warunkowe, P(A|B), zajécia zdarzenia A pod warunkiem, ze zaszto zdarzenie B definiuje si¢ jako iloraz
prawdopodobienstwa iloczynu zdarzed A N B przez prawdopodobiefstwo zdarzenia B:

P(AnN B)
P(A|B) = ———. (24)
P(B)
y
Definicja 3.8
Méwimy, ze zdarzenia A i B s3 niezalezne, gdy
P(ANB) = P(A)P(B). (25)
Powyzsza réwnos¢ nie wyklucza sytuacji, gdy P(A) = 0 lub P(B) = 0. Gdy natomiast P(A) > 0i P(B) > 0 wtedy z
definicji prawdopodobiefistwa warunkowego dostajemy nastepujace réwnania:
P(A|B) = P(A) oraz P(B|A) = P(B), (26)
ktére stanowia warunek konieczny i dostateczny niezaleznosci zdarzen A i B.
v
Definicja 3.9
Méwimy, ze zdarzenia Ay, Aa, ... Ay s3 niezalezne, gdy
P(A,,1 NA,N---nN Aiy) = P(Ail)P(Ai,_)) - P(A,) (27)
dla kazdego m < n i kazdego m-wyrazowego rosnacego ciagu liczb naturalnych 1 < iq,49,...,%m < n.
v
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Podstawy rachunku prawdopodobiefistwa Prawdopodobienstwo warunkowe i zdarzenia niezalezne

Prawdopodobienstwo warunkowe i zdarzenia niezalezne: przyktady

Prosty przyktad 1
Losujemy jedna rodzing sposréd 4 rodzin z dwojgiem dzieci:
{Q} = {(ch, ch), (ch,dz), (dz,ch), (dz,dz)}.

Zdarzenie 2 = (dz, ch) oznacza, ze w tej rodzinie starszym dzieckiem jest dziewczynka: dz, a miodszym chtopiec: ch.
Jakie jest prawdopodobiefistwo, ze wylosowano rodzing z dwoma chtopcami (zdarzenie A), jesli wiemy, ze ta rodzina
spetnia dodatkowe warunki (zdarzenie B):

i. starsze dziecko jest chtopcem,

ii. jest co najmniej jeden chtopiec.
v

Rozwigzanie
i. Jedli starsze dziecko jest chtopcem, wtedy:
B = {(ch, ch), (ch,dz)} za$ AN B={(ch,ch)}.
Dostajemy stad:
P(A|B) = l
2
ii. Jedli w wybranej rodzinie jest co najmniej jeden chtopiec, wtedy:

B = {(ch, ch), (ch,dz), (dz,ch)} za$ AN B = {(ch,ch)}

Dostajemy stad:

1
P(AIB) = .
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Podstawy rachunku prawdopodobiefistwa Prawdopodobienstwo warunkowe i zdarzenia niezalezne

Prawdopodobienstwo warunkowe i zdarzenia niezalezne: przyktady

Prosty przykfad 2
Czy jesli B zwieksza szanse zajscia A, to A zmniejsza szansg zajscia B? J

Rozwigzanie
Jesli zajécie zdarzenia B zwigksza szansg zajscia zdarzenia A, to zachodzi nieréwnos¢:
P(A|B) = M > P(A).
P(B)
Wynika stad, ze
P(ANB) > P(A)P(B).
Podstawiajac ostatnia nieréwno$¢ do wzoru na prawdopodobieristwo warunkowe P (B|A) dostajemy:
P(ANB)

P(B|A) = > P(B).

Jedli zajscie zdarzenia A zwigksza szanse zajScia zdarzenia B, gdy réwniez B zwigksza szanse zajscia A.
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Dyskretne i te rozktady p Schemat Bernoulli rozktad d i y

Schemat Bernoulliego

Schemat doswiadczen losowych Bernoulliego

@ Schematem Bernoulliego nazywamy ciag niezaleznych, wielokrotnych powtérzeri tego samego doswiadczenia losowego,
w wyniku ktérego moga zaj$¢ tylko dwa zdarzenia: A i A

@ Prawdopodobieristwa tych zdarzen sa réwne: P(A) = p (gdzie 0 < p < 1) oraz P(A) = ¢ =1 — p.

© W schemacie Bernoulliego zaktada sig, ze wyniki kolejnych préb sa zdarzeniami niezaleznymi.

Wzér Bernoulliego

Jezeli zajécie zdarzenia A nazwiemy sukcesem, za$ A porazka, to prawdopodobiefistwo uzyskania doktadnie k sukceséw w n
prébach wyraza sie wzorem Bernoulliego:

P (k) = (:)qunikﬁ (28)

!
2!

gdzie symbol Newtona, (Z) = Moo

oznacza liczbe k-elementowych kombinacji bez powtérzen ze zbioru n-elementowego

(symbol ten méwi na ile sposobdéw jesteSmy w stanie zrealizowaé k sukceséw, gdy wykonamy n niezaleznych préb).
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Dyskretne i

te rozktady pi

Rozktad dwumianowy

Wzér Bernoulliego

P (k)

Schemat Ber

rozktad d i y

definiuje tzw. rozktad dwumianowy

@ Rozktad dwumianowy jest przyktadem dyskretnego rozktadu prawdopodobieristwa dla zmiennej losowej k, reprezentujacej
liczbe umownych sukceséw w n niezaleznych doswiadczeniach losowych, ktérych wynikiem moze by¢ wspomniany sukces
lub zdarzenie przeciwne do sukcesu, okreslane jako porazka.

@ Zmienna ta moze przyjmowaé dyskretne wartosci k = 0, 1, . .

prawdopodobieristwo realizacji Py, (k).

.n idla kazdej z tych wartosci jest okreslone

y
. — @
- p” wl
n=5,p=0.3 n=10,p=0.3 n=30,p=0.3
Rysunek: Przyktadowe realizacje rozkfadu dwumianowego dla réznych wartoéci n i p.
v
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ISR RE T RTINS EIVS NSl Schemat Bernoulliego, rozktad dwumianowy

Rozktad dwumianowy: przyktad

Pu(k) = ()pkqm "

Prosty przyktad

Rzucono 10 razy kostka. Jaka jest szansa otrzymania:
i. 5 oczek doktadnie 3 razy?

ii. 6 oczek co najmniej raz?

Rozwigzanie

HGIONOE
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Dyskretne i ciagte rozkfady prawdopodobieristwa [T aE I cIS N [T X

Rozktad dwumianowy: wartos$¢ Srednia

Rozktad dwumianowy jest unormowany

Z Pa (k) = Z (ke =w+om =1, (29)

k=0
V.
Wartos$¢ srednia rozktadu dwumianowego
Traktujac prawdopodobieristwa Py, (k) jak wagi odpowiednich wartosci zmiennej losowej k, mozna policzy¢ Srednig wazong
zmiennej k. Srednia ta odpowiada wartosci $redniej lub wartosci oczekiwanej rozktadu:
n n
o o N\ k n—k
(k) = kP (k) = k k P q (30)
k=0 k=0
n
Nk n—k (n — D! k=1 n—k
= k( )p q =np E —————P q 31
Z k (k —1)(n — k)! 1)
k=1 k—1=0
—1
=1\ k1 ok
= n ' = np, 32
P E ( o l)p q P (32)
k—1=0
V.
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I AR R e A L LTI Schemat Bernoulliego, rozktad dwumianowy

Rozktad dwumianowy: odchylenie standardowe, wariancja

Odchylenie standardowe od wartosci $redniej (wzér ogélny)

Kwadrat odchylenia standardowego od wartosci $redniej jest nazywany wariancjq rozktadu i jest on zdefiniowany w nastepujacy
sposéb:

=) (= () Pal) (33)
k=0
= > (- 2mk+ ®)?) P (34)
k=0
= D P 200 Y KPR + (92 Pa(h) (35)
k=0 k=0 k=0
= (K%)= 2(k) (k) + (k)? (36)
= #) - 7

Odchylenie standardowe w rozkfadzie dwumianowym
W rozktadzie dwumianowym, kwadrat odchylenia standardowego (wariancja) jest réwny:

o'i = npq. (38)
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Dyskretne i te rozktady p Dyskretna i ciagta zmienna losowa, wartos$¢ srednia, wariancja

Zmienna losowa, rozktad prawdopodobienstwa

Co to jest zmienna losowa?

Zmienna losowa jest to funkcja przypisujaca zdarzeniom elementarnym liczby. Dzieki pojeciu zmiennej losowej, rozwazania
nt. prawdopodobienistwa réznych zjawisk losowych mozemy tatwo opisaé postugujac si¢ aparatem matematycznym.

Przykfad dyskretnej zmiennej losowej:
zmienna spinowa s; = £1.

Przyktad ciagtej zmiennej losowej:
energia wewnetrzna gazu doskonatego bedacego w kontakcie cieplnym z termostatem E € [0, 4+00).

v
Rozktad prawdopodobieristwa zmiennej losowej
Rozktad prawdopodobienstwa okresla prawdopodobienistwo przyjecia kazdej mozliwej wartosci przez zmienng losowa
(jesli jest ona dyskretna), lub jej prawdopodobiefistwo znalezienia sie w konkretnym przedziale (jesli jest ciagfa).

v
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Dyskretne i te rozktady prawdopodobieristwa Dyskretna i ciagta zmienna losowa, wartos$¢ srednia, wariancja

Dyskretna zmienna losowa, wartos¢ $rednia, wariancja

Definicja 3.16
Rozktad prawdopodobienstwa dyskretnej zmiennej losowej X jest zbiorem par {x;, p; }, gdzie =; jest wartoscig zmiennej X, zas
pi = P(z;) (39)

Jjest prawdopodobienstwem jej wystapienia.

i. Jesli zy,xq, ...,z y oznaczaja wszystkie rézne wartosci dyskretnej zmiennej losowej X oraz E i1 P(z;) =1,
i=

wtedy méwimy, ze rozktad jest unormowany.

ii. Wartos¢ $rednig (oczekiwang) dyskretnego rozktadu prawdopodobiefistwa wyznacza si¢ w nastepujacy sposdb:
N
(z) = zi=1 z; P(z;).
Wariancja dyskretnego rozktadu prawdopodobieristwa, bedaca kwadratem odchylenia standardowego zmiennej losowej X

od jej wartosci Sredniej, jest réwna:

(@) — (@2 =0% =37 (@ — (2))® (),

i=1

. N
gdzie (ac2> = Zi:l acf P(x;).
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Dyskretne i ciagte rozktady prawdopodobiefistwa Dyskretna i ciagta zmienna losowa, warto$¢ $rednia, wariancja

Ciagta zmienna losowa, warto$¢ érednia, wariancja

Definicja 3.17
Funkcja gestosci prawdopodobieristwa ciagtej zmiennej losowej X (lub krétko: gestoscia zmiennej losowej) nazywamy funkcje
p(x) okreslong na zbiorze liczb rzeczywistych, taka ze: p(x) > O (jest ona nieujemna) oraz dla dowolnych a < b zachodzi
b
p(z)de = P(a< X <b), (40)
a

gdzie P(a < X <b) jest prawdopodobiefistwem, ze zmienna X jest z przedziatu (a, b).

V.
+
i. Dla dowolnej funkcji p(x), bedacej gestoscia prawdopodobiefistwa zachodzi warunek unormowania: f = p(z)dz = 1.
—0o0
ii. Wartos¢ $rednia (oczekiwang) ciaggtej zmiennej losowej o gestosci p(x) wyznacza sie w nastepujacy sposéb:
(z) = f+oo zp(z)dx.
— o0
iii. Wariancja ciagtej zmiennej losowej jest réwna:
(@) — (@)% = 0% = [T (@ — (2))? p(a)da,
—o0
gdzie (xz) = f+oo xzp(x)d:v.
—00
v
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Dyskretne i ciagte rozktady prawdopodobiefistwa Przeglad znanych rozktadéw prawdopodobieristwa

Przeglad znanych rozktadéw prawdopodobienstwa (1)

Dyskretny rozktad zero-jedynkowy
Zmienna losowa moze przyjmowa¢ dwie wartoéci: X = {0, 1}.
Rozktad prawdopodobiefstwa: P(0) = 1 — p, P(1) = p.

Warto$¢ oczekiwana: (z) =0- (1 —p)+1-p=p.

Wariancja: (z2) — (z)2 = p — p? = p(1 — p).

Dyskretny rozkfad jednostajny (lub jednorodny)

Rozkiad jednostajny dyskretny to taki, w ktérym jednakowe prawdopodobienstwo przypisane jest do n réznych liczb rzeczywistych

k1, ko, ..., kn, a inne liczby maja przypisane prawdopodobieristwo réwne zero. Niekiedy zaktada si¢ dodatkowo, ze k1, ..., kn,
s3 wszystkimi liczbami catkowitymi z pewnego przedziatu [a, b], gdzie a, b € R. Przy takim zatozeniu mamy:
1
= daa< k<b
= n
P { 0 w przeciwnym wypadku (41
gdzie
n=b—a+1, (42)
za$ kolejne liczby k; dlai = 1,2, ..., n s3 dane wzorem
ki=a+i—1. (43)
Wartoéé¢ oczekiwana: (k) = Z;‘:l k; % =...= ”;’b.
- - - - 2
Wariancja: (k2) — (k)2 = L _(2=...= 271
y
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Dyskretne i ciagte rozktady prawdopodobiefistwa Przeglad znanych rozktadéw prawdopodobieristwa

Przeglad znanych rozktadéw prawdopodobienstwa (2)

Rozktad dwumianowy

Zmienna losowa przyjmuje wartosci dyskretne: k = 0,1, ...n.
Rozktad prawdopodobiefstwa: Py, (k) = (Z)pkq"_k.
Warto$¢ oczekiwana: (k) = np.

Wariancja: (k2) — (k)2 = np(1 — p).

y
Rozktad Poissona
Jesli w schemacie Bernoulliego liczba préb jest bardzo duza, a prawdopodobiefistwo uzyskania sukcesu w pojedynczej prébie jest
bardzo mate tak, ze spetnione s3 warunki:
lim np = A = const, (44)
n—oo, p—0
woéwczas liczba sukceséw k = 0, 1, 2, ... podlega rozktadowi Poissona:
Ake=2
P = —
(k) o (45)
Warto$¢ oczekiwana: (k) = A.
Wariancja: (k2) — (k)2 = A,
V.
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Dyskretne i te rozktady prawdopodobieristwa Przeglad znanych rozktadéw prawdopodobieristwa

Przeglad znanych rozktadéw prawdopodobienstwa (3)

Rozktad jednostajny ciagty

Méwimy, ze zmienna losowa X ma rozkfad jednostajny na przedziale [a, b), jezeli prawdopodobiefistwo otrzymania w pojedynczym
doswiadczeniu dowolnej wartoéci = z pewnego przedziatu (z — dx, = + dx) jest state i takie samo dla kazdej wartosci x.

Gestos¢ prawdopodobieristwa tego rozktadu wyraza si¢ wzorem:

c da a<z<b
p(z)*{o da z<alubaz>b ° (46)
Z warunku unormowania mamy: ¢ = ﬁ
.. . b a+b
Warto$¢ oczekiwana: (z) = cl zdx = —5—.
Ja
2
. . 2 2 b—a
Wariancja: (z“) — (x)* = %
y
@ @ @

Rysunek: Przykfadowe realizacje rozkfadu jednostajnego ciagtego.

4

dr hab. A. Fronczak (Wydziat Fizyki PW) Wyktad: Elementy fizyki statystycznej 1 listopada 2017 32 / 37




Dyskretne i ciagte rozktady prawdopodobiefistwa Przeglad znanych rozktadéw prawdopodobieristwa

Przeglad znanych rozktadéw prawdopodobienstwa (4)

Rozktad wykfadniczy
Gestos¢ prawdopodobieristwa tego rozktadu jest dana wzorem:
0 dla = <0
p(@) = { Ae=>  dla x>0 (47

Wartos¢ oczekiwana:
— O e— AT g — (A ATy, — _d X Ar g, _yd (1
(m>7)\'f0 ze d.rfkfo ( (M)e dmf/\( M)fo e M dy = Ad)\(A

Wariancja:

(:l:2> - (:1:)2 = /\1—2
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Dyskretne i (CNARELITEIVC LI LI EE I Rozkiad normalny, Gaussa

Rozktad normalny, Gaussa

Znaczenie rozkfadu Gaussa

Rozkfad normalny zwany tez rozktadem Gaussa jest jednym z najwazniejszych rozktadéw prawdopodobienistwa. Jego znaczenie
wynika z czestosci wystepowania tego rozktadu w opisie zjawisk naturalnych.

v
EX=15 , DX=2 EX=15 , DX=4
y
Funkcja gestosci prawdopodobieristwa
Zmienna losowa X € R podlega rozktadowi normalnemu (Gaussa) jezeli jej gestos¢ wyraza sie wzorem:
_(z—a)?
p() = ——c 22 (48)
V27mb ’
gdzie parametry a i b reprezentuja odpowiednio wartos$¢ $rednig (oczekiwang) i odchylenie standardowe zmiennej losowej:
(z) = a, op = (49)
y
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Dyskretne i ci Rozktad normalny, Gaussa

Wtasnosci rozktadu Gaussa

0075

0025

0D 2 4 6 B 10 12 W 16 18 20 2 24 2% 2 3

Rysunek: Prawdopodobieristwo, ze zmienna losowa z rozktadu Gaussa znajduje sie w przedziale o szerokosci 20, 40 i 60 wokét

b
wartosci $redniej (tutaj: (z) = 15, o = 4), tj. P(|X —a| < b) = fa+b p(z)dz ~ 0, 682.
a—
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Dyskretne i ciagte rozktady prawdopodobieristwa [MACFASEL N BTN EIES:)

Centralne twierdzenie graniczne

Rozktady znormalizowane

Méwimy, ze rozktad zmiennej losowej jest znormalizowany, gdy (z) = 0 i o, = 1. Rozktad normalny (Gaussa) przybiera
wéwczas postaé:

22

1 _zZ
p(x) = e 2. (50)
V2
Dowolny rozkfad zmiennej X o wartosci oczekiwanej () = a i odchyleniu standardowym o, = b mozna znormalizowa¢,
tworzac rozktad zmiennej Y, bedacej liniowa funkcja zmiennej wyjsciowej:

yoX-a (51)
= .
y
Twierdzenie 3.1
Jesdli X; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie, majacym wartos$¢ oczekiwana pu i skoficzona wariancje
02, to zmienna losowa postaci
n
y o im KT )
jest opisana znormalizowanym rozktadem Gaussa gdy n — oo.
v
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Pytania kontrolne

Pytania kontrolne

@ Co oznacza pojecie mikrostan (makrostan) uktadu fizycznego. Podaj przyktady mikrostanéw
(makrostanéw).

@ Co oznacza pojecie zesp6t statystyczny. O czym méwi podstawowy postulat fizyki statystycznej.

© W jaki sposéb definiujemy prawdopodobiefistwo warunkowe. Jakie zdarzenia losowe nazywamy
niezaleznymi.

@ Co to jest schemat Bernoulliego?

© Na przyktadzie dowolnego rozktadu prawdopodobienstwa wyjasnij, w jaki sposéb definiuje sie wartosé
$rednia i odchylenie standardowe (lub wariancje) dyskretnej zmiennej losowe;j.
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