Wykiad 13

Funkcja gestosci stanéw

dr hab. Agata Fronczak, prof. PW

Wydziat Fizyki, Politechnika Warszawska

1 stycznia 2017

dr hab. A. Fronczak (Wydziat Fizyki PW) Wyktad: Elementy fizyki statystycznej 1 stycznia 2017 1/ 12



Plan prezentacj

Plan prezentacji

0 Funkcja gestosci stanéw: definicja i wtasnosci

9 Funkcja gestosci standw: przyktady

e Pytania kontrolne

dr hab. ronczak (Wydziat Fizyki PW) Wyktad: Elementy fizyki statystycznej 1 stycznia 2017 2 /12



Funkcja gestosci stanw: definicja i wiasnosci

Co opisuje funkcja gestosci stanéw?

@ Jedna wartoé¢ energii E uktadu fizycznego mozna zwykle realizowaé na wiele sposobéw.

o Jesli E przyjmuje wartosci dyskretne, funkcja gestosci stanéw g(E) okresla liczbe mikrostanéw
(tj. realizacji) uktadu, w ktérych ma on zadang wartos$¢ energii E.

@ Jesli E przyjmuje wartosci ciagte, wtedy g(E)dE okresla liczbe réznych realizacji (mikrostanéw) tego
uktadu, w ktérych ma on energie z przedziatu (E, E + dE).

dr hab. A. Fronczak (Wydziat Fizyki PW) Wyktad: Elementy fizyki statystycznej 1 stycznia 2017 3 /12



Funkcja gestosci stanw: definicja i wiasnosci

Kiedy przydaje sie funkcja gestosci stanow?

Rozktad kanoniczny

W wielu wypadkach, funkcja g(E) znaczaco utatwia obliczenia z wykorzystaniem rozktadu kanonicznego:

c—BE(®)
PQ) = . (1)
Z(B)
Dzieje sie tak poniewaz w zespole kanonicznym, wszystkie mikrostany majace taka sama wartos¢ energii
s3 réwnoprawdopodobne.
v
Na przyktad, gdy F przyjmuje ciagte wartosci na przedziale [0, +00), wtedy:
i. prawdopodobiefistwo, ze badany ukfad ma energie z przedziatu (E, E + dE):
o~ BE(Q)
P(E)E = g(B)———dE, ®
Z(B)
ii. suma statystyczna tego ukfadu ma postaé:
oo
Z(B) = / g(E)e PPdE. (3)
0 v
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Funkcja gestosci stanw: definicja i wiasnosci

Pewna przydatna wtasnos$¢ funkcji g(E)

Gdy energia rozwazanego uktadu przyjmuje ciggte wartosci, wtedy czesto fatwiej jest wyznaczyé funkcje I'(E),
ktéra opisuje liczbe stanéw o energii < E, niz g(E). J

Miedzy obydwiema funkcjami I'(E) oraz g(FE) istnieje prosta zalezno$¢:

g(E)AE =T(FE + AE) —T'(E), (4)
z ktoérej wynika, ze
_dI(E)
9(B) = =2 5)
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Funkcja gestosci stanw: przyktady

Przyktad 1. Stany energetyczne atomu wodoru

i. Stan atomu wodoru jest okreslony przez stan jego elektronu. J

ii. Stan elektronu okreslaja cztery liczby kwantowe:

e n=1,2,3,... - gtéwna liczba kwantowa, okresla energie elektronu,
el =0,1,2,...,n — 1 - poboczna liczba kwantowa, okresla dtugo$¢ momentu pedu,
e m=—l,—(l—1),...,1 — 1,1 - magnetyczna liczba kwantowa, okresla rzut momentu pedu na

wybrany kierunek (kierunek zewnetrznego pola magnetycznego),

° 5= :t% - spinowa liczba kwantowa, okresla kierunek spinu.

iii. Podsumowujac, liczba mozliwych stanéw atomu wodoru o energii n jest réwna:

-1
g(n) =2 Z(zz +1) =202 (6)
=0

iv. Poniewaz elektrony sa fermionami i spetniaja zakaz Pauliego, réwn. (6) podaje réwniez regute
obsadzania kolejnych powtok elektronowych w atomach wieloelektronowych.

Liczba elektronéw na kolejnych powtokach K, L, M,...: g(1) = 2, g(2) = 8, g(3) = 18, ....

y
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Funkcja gestosci stanw: przyktady

Przyktad 2. Czastka klasyczna w jednowymiarowym pudetku

Rozwaz czastke klasyczng o masie m zamknigta w jednowymiarowym pudetku o dtugosci L. Narysuj trajektorie
fazowa tej czastki oraz wyznacz liczbe stanéw Fid(E) o energii < E. J

Mikrostan jednowymiarowej czastki klasycznej o energii E: Q. = {z,p}, gdzie 0 < z < oraz p = =V2mE.

Rysunek: a) Przestrzer stanéw jednowymiarowej czastki klasycznej. b) Funkcje falowe jednowymiarowej czastki kwantowej w
nieskonczonej studni potencjatu.

Liczba stanéw czastki klasycznej o energii < E jest réwna (patrz rys. 1):

2LV2mE

() = = Ay

x VE. 7)

v
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Funkcja gestosci stanw: przyktady

Przyktad 3. Czastka kwantowa 1d w nieskonczonej studni potencjatu

Rozwaz jednowymiarowa czastke kwantowa o masie m zamknieta w nieskonczonej studni potencjatu o
szerokosci L. Wyznacz liczbe stanéw Féd(E) takiej czastki o energii < E. J

Stany kwantowe takiej czastki znajdujemy rozwiazujac réwnanie Schrédingera z odpowiednimi warunkami
brzegowymi
K d?
- — =FE . 8
e ule) = B () ®)
Przy zatozeniu sztywnych, nieprzepuszczalnych $cianek pudetka (tj. ¥(0) = (L) = 0), rozwigzaniem tego s3
fale stojace (rys. 1 b), ktérych wezty s3 umieszczone na $ciankach pudetka:

h?

2mE,x
Yo —n
8mL2

7 ) R gdzie E, = da n=1,2,.... 9)

Pn(z) = Asin (

y

Liczba n w wyrazeniu na energie numeruje stany kwantowe. Ponizej stanu n-tego jest (n — 1) stanéw, tzn.
liczba stanéw o liczbie kwantowej mniejszej lub réwnej n jest F}Zd(n) = n. Wynika stad, ze liczba stanéw o
energii mniejszej lub réwnej od E jest:

riY(E) = n(E) = (10)

2LV2mE
Tm x VE.

y
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przyktady

Przyktad 4. Dwuwymiarowa czastka kwantowa

Liczba stanéw czastki w dwuwymiarowym pudetku. Wyznacz liczbe stanéw o energii < E dla czastki
kwantowej o masie m zamknigtej w dwuwymiarowe] nieskorczonej studni potencjatu o wymiarach L x L. J

O N

1234567809 n,

Rysunek: Przestrzen stanéw dwuwymiarowej czastki kwantowej rozwazanej w przyktadzie 4.

2 2
52 py+p —
Energia badanej czastki jest réwna E = QP—m = %, gdzie p' = hk, przy czym wektor falowy dwuwymiarowej fali stojacej
spetnia warunki ky = %nz iky = %ny, gdzie ng, ny = 1,2, . ... Podstawiajac ostatnie wyrazenia do wzoru na energie
2
. _ h 2 2 . . s . . . . ..
otrzymujemy E = SIZ (‘nm + ny). Z powyzszej zaleznosci wynika, ze stany o tej samej energii s3 reprezentowane przez tuk
lezacy na okregu o promieniu R = T\/2mE i odpowiadajacy dodatnim wartosciom ny, ny (patrz rys.). W granicy duzych

energii, liczba standéw o energii < E jest réwna polu powierzchni ¢wiartki kota o promieniu R:

1245 = 2er? = ™2 omm) o B 11
q()—Zﬂ' —F(Zm)C>< . (11)

v
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Funkcja gestosci stanéw: przyktady

Funkcja gestosci standéw dla czastki jedno-, dwu- i tréjwymiarowej

Poniewaz dla czastki jednowymiarowej (klasycznej i kwantowej) funkcja I''*(E) o< v/E, wynika stad, ze:

drtd(E) 1
—_— X

1d
E) =
g (E) E

e

W podobny sposéb mozna pokazaé (patrz materiaty do wyktadu na stronie przedmiotu), ze dla czastek dwu- i
tréjwymiarowych funkcja gestosci standw zalezy od energii w nastepujacy sposéb:

gZd(E) = const, (13)
@#UE) < VE. (14)
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Funkcja gestosci stanw: przyktady

Przyktad 5. Funkcja gestosci stanéw dla fotonéw

Przyktad. Funkcja gestosci stanéw dla fotonéw

Wyznacz funkcje gestosci stanéw dla fotonéw. Pamietaj o tym, ze fotony nie maja masy spoczynkowej, za$ ich
energia jest réwna E = hw, gdzie czestos$¢ drgan fali w = ck zalezy liniowo od dtugosci wektora falowego

k = |k|, za$ c jest predkoscia $wiatta.

Rozwiazanie

Funkcje gestosci dla fotonéw wyprowadza sie podobnie jak dla tréjwymiarowych czastek materialnych. Jedyna
réznica polega na tym, ze w przypadku czastek materialnych E o k2, a w przypadku fotonéw E o k. Wynika
stad, ze liczba stanéw majacych dtugosé wektora falowego < k zalezy od k w nastepujacy sposéb

7ot (k) o K3, (15)
co z powodu liniowej zaleznosci E o< k przektada sie na taka samg zalezno$¢ dla energii:

/Y (E) « E>. (16)
Podstawiajac ostatnie wyrazenie do wzoru (5) dostajemy:

g™ (E) « E2. (17) |
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Pytania kontrolne

Pytania kontrolne

@ Co to jest funkcja gestosci standw?

@ W jaki sposéb funkcja gestosci stanéw zalezy od energii dla czastki swobodnej jedno-, dwu- i
tréjwymiarowej? Jaka postaé ma funkcja gestosci stanéw dla fotonéw?
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