Fizyka Ogdlna Wytlad IV 1
Drgania nieliniowe
Dotychczas rozpatrzyéiny ruch drgaicy w uktadach, w ktérych dziata sita spysta F; = —kx.
Dziatanie tej sity na cstke masywn prowadzi da-uchu harmonicznego:
0 potozenie opisane jest funkcharmoniczg
0 energia catkowita jest stata
0 energia potencjalna ulega przemianie ergkoietyczm i odwrotnie.
Tarcie przyglismy w postaci sity tarcia lepkiegg, = -y X.

To jest najprostszy rodzaj dingaktory najtatwiej poddaje siopisowi. Ze wzgidu na liniowy
charakter rown@ruchu harmonicznego nazywamy ten rodzaj altggowymi (obowiazuje zasada
superpozyciji).

Istnieje wiele rodzajéow drga nieliniowych. Dobrym przykladem — rowrie bardzo
rozpowszechnionym w przyrodzie i w technigeliggania rel aksacyjNe: patrz: Relaksacyinedrganie WMV na stronie

przedmiotu}
« zachodz wytacznie w uktadach niezachowawczych
* mozna wyr@&ni¢ 2 fazy ruchu:
0 gromadzenia energii potencjalnej
0 rozpraszania energii do otoczenia
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Najprostsze uogolnienie rownania ruchu dla oscydab@rmonicznego dacstapisé:
e+ B x+ SO Asingat)

gdzie V(X) jest energipotencjalg oscylatora. Oczywcie oscylator harmoniczny porusza i
2

potencjaleV(x) = ka
Gdy wychylenia ukadu g duze zaczynaj odgrywa coraz to dalsze wyrazy rozwggia potencjau
V(X) na szereqg. Potendjazawieragcy co najwyej 4-f pokge nhazywa S potencjdem
anharmonicz-nym.

“Mi ekka” sprzyna
Vix) ‘ Potencja V(x)=ax*+bx'dla b < 0 to przypadek
spiezyny nieliniowej, ktorej spyzystas¢ maleje dla
wigkszych drga x.

“Twarda” spezyna
Odwrotny przypadek zachodzi gdy b > 0. Wtedy
© sprzysta¢ sprzyny rasnie w miag wzrostu wychylenia
X

Figure 6.8 An anharmonic potential with softening
spring effect
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Obecnd¢ nieliniowasci w rownaniu ruchu prowadzi do szeregu ciekawyehktéw:
¢ Nieliniowy rezonans

Krzywa rezonansowa ulega zniekdzemiu. Wygina s ona w lewo, gdy potendja typu
miekka spezyna oraz w prawo dla potentjespezyny twardej

Jednoczénie pojawiag Sie nowe zjawiska:

AMPLITUDE

52+d)-(+)( H.-.X:’:f cos(wt}
t=.05
f=2.5
d =.2
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Figure 7.9 Resonance response curve for Duffing’s equation
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Jwz nieliniowas¢ czwartego stopnia w potencjale (tj. 3-go stopniail®) mae prowadz do bardzo
ztozonych trajektorii w tym réwnie chaotycznych.

BIFURCATION DIAGRAM
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Figure 12.3 The steady response of a system to a periodic force shows a thin
chaotic rim as the system becomes more nonlinear.
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- ruch chaotyczny

Powyzej widzielsmy, ze w miae zmiany parametru kontrolnego

np. zmiany amplitudy Br zewnetrznej lub jej gstasci
proste drgania harmoniczne tgatabilnGc i 3 zasgpowane innymi rozvgzaniami o bardziejtezonym
charakterze.

Typowym objawem takiego zachowania jest np. podwajakresu gdy ulad - dotychczas poruszay
Sle Z C2StaéCig » porusza i z c2stascig w/2 .

Zazwyczaj przegie takie polega na tyne co druga °[
amplituda drgania ma igrwysoka¢ jak obok
gdzie podano przyktad pomiaru eztnia ="
Swiatta gwiazdy zmiennej R Cygni w funkc '
czasu (krzywe dodane dla wygody oka, pun [
doswiadczalne na zielono): 6
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Gdy zmieniamy parametr kontrolny uktadu (np. anuplitsity wymuszagcej) i nas¢puje raptowna
zmiana zachowania uktadu mowinig wystpita bifurkacja .
Teoria rowna rozniczkowych (rownania ruchu ukladow dynamicznych wnaniami
rézniczkowymi) rozrania wiele rodzajow bifurkacii:
» bifurkacja podwajania okresu Eas¢ oscylacji uktadu zmniejszags?-krotnie)
= bifurkacja Hopfa —w ruchu uktadu pojawia sowa, niewspotmierna z poprzednimestosé
= bifurkacja siodto-wzet — prowadzi do powstania nowego rogzz@inia rownania ruchu; poj
punktu bifurkacji siodto-wzet albo rozwizanie takie nie istniato albo byto zupetnie inne np
ruch chaotyczny

Przykad: |
Bifurkacja podwajania okresu prostego drgania haioamego \

Bifurkacja siodto-wezet
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Bywaja takie ukady fizyczne, w ktorych nagiuje ciag bifurkacji: kolejne roziwzania trag stabiln@¢
na rzecz naspnych.

Przykademjest tzw. droga do chaosu przez podwajanie okresktorej odsgpy pomedzy
kolejnymi podwojeniami okresu w funkcji parametrwnkrolnego malej w posgpie
geometrycznym. Gdy parametr kontrolnytadku osignie tzw. punkt akumulacji okres trajektorii
staje s¢ nieskaiczony. Oznacza to trajekteriktora s¢ nie powtarza. Mowimy wtedy,e ukad
oskhgmgt stan chaosu deterministycznego

San chaotyczny jest to dophienie zbioru wszystkich niestabilnych trajektakresowych uladu w
takim obszarze przestrzeni parametrow kontrolngdzjezaden stan okresowy nie jest stabilny.

Wprowadza s rozr&nienie pomgdzy stanami chaotycznymi a zachowaniem przypadkowym
(losowym)

Czuos¢ na warunki pocgtkowe
Chaotycznéc trajektorii ukadow deterministycznych wynika z d¢agci na warunki poctkowe ukadu

w stanie niestabilnym aie z dzidania czynnikdw przypadkowych

DA MMM M AN A A
VAW W W W A T

0

200



Fizyka Ogo6lna Wykd IV 8

Oproécz drogi do chaosu poprzez podwajanie okre «
Drog do chaosu jest wae). S N A VA0 O W

Przykad

Droga do chaosu poprzez intermitencj 9 li ’ \
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Rys. 63. Intermitencja w doswiadczeniu Bénarda: predkos¢ pionowa mierzona w srodku komérki

narda zmienia si¢ ze wzrostem liczby Rayleigha od a) ruchu okresowego przez b) intermitencj
#Prz Had . g:c) :iuchu chwly:znego ndiod 5 i e1sq e % | i g
Droga do chaosu poprzez kwazi-okresgivo

W widmie mocy pojawiaja si nowe niewspdmierne ol
Czestasci _
o) g ? l ‘ l P |
Q1o .
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Wzglgdna czestos¢ £2/92,

Rys. 101. Niestabilno$¢ Taylora i widmo mocy predkosci (wg Swinney i Gollub, 1978)
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Uniwersalng¢ zjawisk chaotycznych
Znaczenie zaréwno poznawcze jak i praktyczne mzetoechy ruchu chaotycznegpvs duzym
stopniu uniwersalne.
Rozumiemy tu faktze fizycznie bardzo tme ukady wykazuy bardzo podobne zachowania
dynamiczne.

Przykad
Droge do chaosu poprzez kwazi-okres@&#analeziono w

 ukladzie wahakh nieliniowego
(wahado matematyczne o duch katach wychylenia),
« w przepgywach ciepa i przeptywach cieczy

«  w przewodnictwie niektorych substancji (nioban e v T T
sodowy - rodzaj ceramiki przewagtz)j). WVW%MWWW
Uniwersalngé ta wynika z viasndci réwnai rézniczkowych MW%MW&AHWW

ktore g rownaniami ruchu uladu.
ﬁﬁmkAmAAAAAAAAAﬂLQAMAA/
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Cechy wspolmy uktadéw dynamicznych w ruchu chaotycznym
samopodobigstwo zachowaniaewolucji w czasie) w rinych .,
okresach czasu

Figure 1.1 Time series of a steady-state chaotic response



