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Drgania nieliniowe 
Dotychczas rozpatrzyliśmy ruch drgający w układach, w których działa siła spręŜysta kxFs −= . 
Działanie tej siły na cząstkę masywną prowadzi do ruchu harmonicznego: 
o połoŜenie opisane jest funkcją harmoniczną 
o energia całkowita jest stała 
o energia potencjalna ulega przemianie energię kinetyczną i odwrotnie. 

Tarcie przyjęliśmy w postaci siły tarcia lepkiego xFo &γ−= . 
 
To jest najprostszy rodzaj drgań, który najłatwiej poddaje się opisowi. Ze względu na liniowy 
charakter równań ruchu harmonicznego nazywamy ten rodzaj drgań liniowymi (obowiązuje zasada 
superpozycji). 
 
Istnieje wiele rodzajów drgań nieliniowych. Dobrym przykładem – równieŜ bardzo 
rozpowszechnionym w przyrodzie i w technice są drgania relaksacyjne: {Patrz:  RelaksacyjneDrganie.WMV na stronie 
przedmiotu} 

• zachodzą wyłącznie w układach niezachowawczych 
• moŜna wyróŜnić 2 fazy ruchu:  

o gromadzenia energii potencjalnej  
o rozpraszania energii do otoczenia 
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Najprostsze uogólnienie równania ruchu dla oscylatora harmonicznego da si“ zapisaƒ: 

t)(A = 
dx

dV(x)
  + x  + xm ωβ sin&&&  

gdzie V(x) jest energi� potencjaln� oscylatora. OczywiÑcie oscylator harmoniczny porusza si“ w 

potencjale 
2
 x

   V(x)
2k= . 

Gdy wychylenia uk»adu s� duóe zaczynaj� odgrywaƒ coraz to dalsze wyrazy rozwini“cia potencja»u 
V(x) na szereg. Potencja» zawieraj�cy co najwyóej 4-t� pot“g“ nazywa si“ potencja»em 
anharmonicz-nym. 

“Mi “kka” spr“óyna 
Potencja» 42 x b + x a = V(x) dla b < 0 to przypadek 
spr“óyny nieliniowej, której spr“óystoÑƒ maleje dla 
wi“kszych drga½ x. 
 
“Twarda” spr“óyna 
Odwrotny przypadek zachodzi gdy b > 0. Wtedy 
spr“óystoÑƒ spr“óyny roÑnie w miar“ wzrostu wychylenia 
x. 



Fizyka Ogólna          Wyk»ad IV              3 

ObecnoÑƒ nieliniowoÑci w równaniu ruchu prowadzi do szeregu ciekawych efektów: 
� Nieliniowy rezonans 

Krzywa rezonansowa ulega zniekszta»ceniu. Wygina si“ ona w lewo, gdy potencja»u typu 
mi“kka spr“óyna oraz w prawo dla potencja»u spr“óyny twardej 

JednoczeÑnie pojawiaj� si“ nowe zjawiska: 
• multistabilnoÑƒ -  
w pewnych zakresach parametrów kontrolnych 
uk»adu (na rys. obok jest to cz“stoÑƒ) otrzymaƒ 
moóna 2 (czasami wi“cej ) rozwi�za½. 
Rozwiązania te są otrzymywane w zaleónoÑci od 
warunków pocz�tkowych 
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Juó nieliniowoÑƒ czwartego stopnia w potencjale (tj. 3-go stopnia w sile) moóe prowadziƒ do bardzo 
z»oóonych trajektorii w tym równieó chaotycznych. 
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• ruch chaotyczny 
 
Powyóej widzieliÑmy, óe w miar“ zmiany parametru kontrolnego  

np. zmiany amplitudy si»y zewnetrznej lub jej cz“stoÑci  
proste drgania harmoniczne trac� stabilnoÑƒ i s� zast“powane innymi rozwi�zaniami o bardziej z»oóonym 
charakterze. 
  
Typowym objawem takiego zachowania jest np. podwajanie okresu gdy uk»ad - dotychczas poruszaj�cy 
si“ z cz“stoÑci� ω porusza si“ z cz“stoÑci� ω/2 . 
 
Zazwyczaj przejÑcie takie polega na tym, óe co druga 
amplituda drgania ma inn� wysokoÑƒ jak obok 

gdzie podano przykład pomiaru natęŜenia 
światła gwiazdy zmiennej R Cygni w funkcji 
czasu (krzywe dodane dla wygody oka, punkty 
doświadczalne na zielono):  
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Gdy zmieniamy parametr kontrolny układu (np. amplitudę siły wymuszającej) i następuje raptowna 
zmiana zachowania układu mówimy, óe wyst�pi»a bifurkacja .  

Teoria równań róŜniczkowych (równania ruchu układów dynamicznych są równaniami 
róŜniczkowymi) rozróŜnia wiele rodzajów bifurkacji: 

� bifurkacja podwajania okresu (częstość oscylacji układu zmniejsza się 2-krotnie) 
� bifurkacja Hopfa – w ruchu układu pojawia się nowa, niewspółmierna z poprzednimi częstość 
� bifurkacja siodło-węzeł – prowadzi do powstania nowego rozwiązania równania ruchu; poniŜej 

punktu bifurkacji siodło-węzeł albo rozwiązanie takie nie istniało albo było zupełnie inne np. 
ruch chaotyczny 

Przyk»ad: 
Bifurkacja podwajania okresu prostego drgania harmonicznego  
 
 
 
 
 

Bifurkacja siodło-wezeł  
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Bywaj� takie uk»ady fizyczne, w których nast“puje ci�g bifurkacji: kolejne roziw�zania trac� stabilnoÑƒ 
na rzecz nast“pnych.  
 

Przyk»adem jest tzw. droga do chaosu przez podwajanie okresu, w której odst“py pomi“dzy 
kolejnymi podwojeniami okresu w funkcji parametru kontrolnego malej� w post“pie 
geometrycznym. Gdy parametr kontrolny uk»adu osi�gnie tzw. punkt akumulacji okres trajektorii 
staje si“ niesko½czony. Oznacza to trajektori“, która si“ nie powtarza. Mówimy wtedy, óe uk»ad 
osi�gn�» stan chaosu deterministycznego.  

 
Stan chaotyczny jest to dope»nienie zbioru wszystkich niestabilnych trajektorii okresowych uk»adu w 
takim obszarze przestrzeni parametrów kontrolnych, gdzie óaden stan okresowy nie jest stabilny. 
 
Wprowadza si“ rózróónienie pomi“dzy stanami chaotycznymi a zachowaniem przypadkowym 
(losowym) 
 

Czu»oÑƒ na warunki pocz�tkowe 
ChaotycznoÑƒ trajektorii uk»adów deterministycznych wynika z czu»oÑci na warunki pocz�tkowe uk»adu 
w stanie niestabilnym a nie z dzia»ania czynników przypadkowych 
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Oprócz drogi do chaosu poprzez podwajanie okresu 
Dróg do chaosu jest wi“cej. 
Przyk»ad 
Droga do chaosu poprzez intermitencj“ 
 
 
 
 
 
Przyk»ad 
Droga do chaosu poprzez kwazi-okresowoÑƒ 
 
W widmie mocy pojawiaja si“ nowe niewspó»»»»mierne 
cz“stoÑci 
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UniwersalnoÑƒ zjawisk chaotycznych 
Znaczenie zarówno poznawcze jak i praktyczne ma to, óe cechy ruchu chaotycznego s� w duóym 

stopniu uniwersalne.  
Rozumiemy tu fakt, óe fizycznie bardzo róóne uk»ady wykazuj� bardzo podobne zachowania 

dynamiczne.  
 
Przyk»ad 
Drog“ do chaosu poprzez kwazi-okresowoÑƒ znaleziono w  
• uk»adzie wahad»a nieliniowego  

(wahad»o matematyczne o duóych k�tach wychylenia),  
• w przep»ywach ciep»a i przepływach cieczy  
• w przewodnictwie niektórych substancji (nioban barowo-

sodowy - rodzaj ceramiki przewodz�cej). 
 
UniwersalnoÑƒ ta wynika z w»asnoÑci równa½ róóniczkowych, 
które s� równaniami ruchu uk»adu. 
 
 
Cech� wspóln� uk»adów dynamicznych w ruchu chaotycznym jest 
samopodobie½½½½stwo zachowania (ewolucji w czasie) w róónych 
okresach czasu 


