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Unimodalne odwzorowania kwadratowe

Najbardziej znane sg dwa odwzorowania:

- kwadratowe Xpeg = 1 - @ X2
lub rOwnowaznie

Xn+1 = C- an
- logistyczne

Xn+1 = T Xn(1 - Xpn) = N(Xp)

Oba odwzorowania sa ze sobg blisko spokrewnione i nalezg do szerokiej klasy topologicznie
rownowaznych
jednowymiarowych odwzorowan unimodalnych, ktore
e 53 okreslone na skonczonym odcinku
e posiadaja pojedyncze, gtadkie maksimum.

Odwzorowania te sg nieodwracalne: nie mozna napisac jednoznacznie:
- -1
. Xo = O (Xnea)
gdzie n(x) - dane odwzorowanie unimodalne np. logistyczne.
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Pochodzenie odwzorowania logistycznego:
Odwzorowanie logistyczne pojawia si¢ bezposrednio w demografii.

W modelu zmian populacji gdy pokolenia nie zachodza na siebie (jak to sie dzieje np. u owadow):
- najprostsze prawo zaktada statg szybkos¢ reprodukcji z pokolenia na pokolenie:
Xn+1 = T X
Bardziej wyrafinowanie:
zatozyc¢, ze zdolnosé reprodukcji maleje gdy populacja rosnie: opisuje to odwzorowanie
logistyczne
Xnt1 = I Xn(1 - Xp)

Podstawowe witasnosci odwzorowania logistycznego
I. Dla 0 <r < 1 wszystkie warunki poczatkowe prowadzg do 0.

II.Dlar>1 wszystkie Xq < 0 daza do -
podobnie wszystkie X, > 1 dazg do -oo

I11. Dlar = 4 istnieje przeksztatcenie wspoirzednych
X=sin’ (ﬂ—yj
2

ktore wiaze kolejne iteracje odwzorowania logistycznego m(X)
Z iteracjami odwzorowania trojkatnego A(y) dlaa = 1.0.
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Konsekwencje wiasnosci I11:
B Skoro odwzorowanie trojkatne dla parametru a= 1.0 jest chaotyczne = tak samo bedzie si¢
zachowywac odwzorowanie logistyczne dlar = 4.0
» Odwzorowanie logistyczne dla r = 4 bedzie miato tyle samo
(niestabilnych) punktéw statych co odwzorowanie trojkatne
tzn. w granicy n — o nieskonczenie wiele
» Orbity periodyczne sa geste w [0,1] dla odwzorowania trojkatnego dla a= 1.0,
wiec sg tez geste dla odwzorowania logistycznego z r = 4
» Naturalna miara niezmiennicza dla odwzorowania trojkatnego p(y) = 1
B Skoro istnieje przeksztatcenie wspotrzednych x = x(y)
to czestos¢ odwiedzania odcinka x, x+dx dla odwzorowania logistycznego
musi by¢ taka sama
jak czestos¢ odwiedzania odcinka y, y+dy dla odwzorowania trojkatnego tj.

p1(x) [dx | = p(y) [dy]
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Naturalna miara niezmiennicza odwzorowania logistyczneg dla r = 4 ma osobliwosciw x =01 x = 1.
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IV. Dla 1 <r <3 odwzorowanie logistyczne ma dwa punkty state:
X =0 - niestabilny dla wszystkich r > 1
X =1-1/r -stabilnydla 1<r<3

sprawdzenie:

‘df(le-l/r)zlz_r|<l

dx

V. Mozna pokaza¢, ze dla 1 < r < 3 wszystkie warunki poczatkowe X, € (0,1) daza dox” =1 - 1/r
[0,1] jest basenem atrakcji X
Przyklad: Program logistic
Parametry:
= parametr kontrolny zmieniaC od r < 1 do 3.1 i obserwowac zachowanie uktadu
= warunek poczatkowy dowolny z basenu atrakcji (0,1)
= rzad zlozenia 1

V1. Dlar =4 niestabilne punkty state sa geste w (0,1)
Cosie dziejedla3<r<4?

Rozpatrzmy dwukrotnie ztozone odwzorowanie logistyczne tj. n*(x).
Dla r < 3 mamy jeden punkt staty.

Dlar =3 n*(x) jest styczne do przekatnej wykresu odwzorowania.
Dla r > 3 pojawiaja siec dwa nowe punkty state ~*(x).
Nie sa one punktami statymi m(x) wiec tworza one orbite o okresie 2.
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Jednoczesnie widzimy, ze punkt staty stabilny dla r < 3 przestat by¢ stabilny
(prosze sprawdzi¢ (1) warunek stabilnosci tego punktu statego dla r >3):

Przyktad: Program logistic
Parametry:
= rzad zlozenia 2
= warunek poczatkowy dowolny z basenu atrakcji (0,1)
= parametr kontrolny najpierw r = 2.85. trajektoria zbiega do pojedynczego punktu stalego x* =
0.649
Nastepnie zmieniC parametr kontrolny nar = 3.1;
Punkt staly X" = 0.649 traci stabilno¢.
Trajektoria zbiega do 2 réznych stabilnych punktow statych w x~ = 0.558 oraz x” = 0.7645.
Nastepnie zmieni€ rzad ztozenia na 1
(skorzystaC z klawisza ,,zmien rzad ztozenia” a nie poprzez klawisz ,,parametry”).
Trajektoria jest orbita o okresie 2 skladajaca si¢ z ww. punktow statych.
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Bifurkacja podwajania okresu
linia przerywana - niestabilny punkt staty;
linia ciagta - stabilny punkt staty

Inaczej patrzac na ten sam problem:

-dlal <r<3widzielismy, ze wszystkie warunki poczatkowe
Xo € (0,1) sq przyciggane do x =1-1/r

- wspotczynnik stabilnosci punktu statego X° A =2 -r
Otrzymuje warto$¢ A =1 dlar =11 maleje do A; = -1 gdy r = 3 (punkt bifurkacji)
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- Wspotczynnik stabilnosci orbit o okresie 2
L2 = N'(e)'(f) gdzie e,f punkty orbity;
A, = 1 dlar=31imaleje osiggajac wartos¢ -1 dla pewnego r =r; > 3.
Dlar > ry orbita o okresie 2 przestata by¢ stabilna bo \ Ao | > 1,

- Dla parametru kontrolnego r = r, oba punkty orbity o okresie 2 podlegaja bifurkacji.
Obraz jest podobny jak przy podwojeniu okresu dlar =3
tyle ze role M petni teraz N
a role N? - odwzorowanie czterokrotnie ztozone N*.
Przyktad: Program logistic
Parametry:
= rzad zlozenia 4
= warunek poczatkowy dowolny z basenu atrakcji (0,1)
= parametr kontrolny najpierw r = 3.41 trajektoria zbiega do 2 punktow statych.
Nastepnie zmieni¢ parametr kontrolny nar = 3.5;
Punkty stale traca stabilnoSc.
Trajektoria zbiega do 4 innych stabilnych punktow statych.
Nastepnie zmieni€ rzad zlozenia na 1 (skorzystaC z klawisza ,,zmien rzad ztozenia” a nie poprzez
klawisz ,,parametry”).
Trajektoria jest orbita o okresie 4 skladajaca si¢ z ww. punktow statych.
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- dalsze powiekszanie parametru kontronego r prowadzi do ponownej bifurkacji podwajania okresu
przy r =r,.

- przy dalszym wzroscie parametru powstaje nieskonczona kaskada bifurkacji podwajania:
w kazdym obszarze parametru kontrolnego rp; <r<rq
) stabilne sg orbity o okresie 2™,
Cwiczenie: Sprobuj znalez¢ wartoSci parametru kontrolnego odpowiadajace nast¢pnym punktom
podwojenia okresu. Podpowiedz: dobre wartoSci parametru kontrolnego to:
r = 3.54, 3.56, 3.565, 3.569.
Zidentyfikuj orbity jakim te punkty odpowiadaja odpowiadaja.

- Feigenbaum pokazat (1978), ze
obszar stabilnosci orbity o okresie 2™ maleje w przyblizeniu w stosunku geometrycznym:

Fm = m-1 —3 4.6692016091...= B stala Feigenbauma

MFm+1 =~ m moo

- istnieje wiec punkt akumulacji r,, = 3.5699456...,
w ktérym liczba bifurkacji podwajania okresu osigga nieskonczonosc
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Orbity superstabilne

Sq to orbity o okresie 2", ktorych wspotczynnik stabilnosci znika.
Dzieje sie tak dla pewnego r = rps.

Wspodlczynnik stabilnosci orbity okresowej okreslony jest przez iloczyn pochodnych odwzorowania w
punktach nalezacych do tej orbity.

Dla orbity o okresie 2™:
A= (%) N (R1) N (Rnn)

gdzie  oznacza punkt na orbicie.

Widzimy, ze punkt krytyczny odwzorowania
tj. punkt w maksimum odwzorowania
lezy na orbicie superstabilnej.
W tym punkcie pochodna znika < znika tez wspotczynnik stabilnosci catej orbity.

Niech d,, bedzie odlegtosciag punktu krytycznego
od najblizszego sposrod pozostatych 2™-1 punktow orbity periodyczne;j.
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Ten najblizszy punkt jest przesuniety o 1/2 okresu od
punktu krytycznego:

m-1 1 1
= 2 )=

Okazuje sie, ze

dm
dm+1

2.5029078750...

a

%

m—oo

Druga stala Fiegenbauma

Przykiad: orbity superstabilne
Program logistic
Parametry:

= rzad zlozenia 1

= parametr kontrolny najpierw r = 3.2364

= warunek poczatkowy dowolny z basenu atrakcji (0,1)
Trajektoria zbiega do orbity o okresie 2:
dobrym przyblizeniem orbita superstabilna.

Natomiast dla np. r = 3.15 orbita nie przechodzi przez x = 0.5 wigc nie jest superstabilna.

x = 0.499885 oraz x = 0.8091. Jest to wiec z
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A co sie dzieje za punktem akumulacjidlar >r,?

- powiekszanie r powyzej r,, powoduje "zderzanie sie"
brzegdw pasm widocznych na wykresie
bifurkacyjnym az dla r = 4 iteracje wypetniaja caty
odcinek [0,1].

- ciemne linie na wykresie bifurkacyjnym sg obrazami
punktu krytycznego (punktow krytycznych)
odwzorowania.

Tworza tzw."szkielet" wykresu bifurkacyjnego.
Analiza ewolucji punktow krytycznych odwzorowania pozwala przewidziec¢ wiele jego wiasnosci
np. punkty zderzania sie pasm chaotycznych.

- bifurkacje tangencjalne (styczne, siodto-wezetl) powoduja powstawanie okien periodycznych.

Okna te sg geste w catym obszarze [r.,4].
Tzn. Jezeli dane jest r, dla ktorego odwzorowanie jest chaotyczne to w matym otoczeniu [r-g,r+ej
mozna znalez¢ okna periodyczne niezaleznie od wielkosci e.

Okno najlepiej widoczne - o okresie 3 —
powstaje na skutek bifurkacji tangencjalnej 3-krotnie ztozonego odwzorowania logistycznego N°

Przyklad:
Program logistic
Parametry:
= rzad zlozenia 3
= parametr kontrolny najpierw r = 3.825
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= warunek poczatkowy 0.5

Trajektoria przechodzi przez kanal intermitencyjny a potem bladzi chaotycznie dopOki nie
wejdzie do nastepnego kanatlu. Uktad znajduje si¢ w stanie chaotycznym zwanym
intermitencja I rodzaju.
= Zmien parametr kontrolny na r = 3.84 postugujac si¢ klawiszem ,,Dodaj wykres po bifurkacji”.
= Nastepnie uzyj ,,Zmien rzad zlozenia” na 1.
W ten sposob zmieniamy tylko rzad ztozenia a nie parametr kontrolny !
Obserwuj trajektori¢ o okresie 3.

Trajektoria ta przechodzi przez wszystkie stabilne punkty state odwzorowania 3-krotnie ztozonego.

W ten sposéb powstaje jednoczesnie
przyciagajaca orbita o okresie 3 (atraktor) oraz niestabilna (odpychajaca) orbita - repeler o okresie 3.

Kryzys: zderzenie chaotycznego rozwiazania stabilnego z niestabilng orbita periodyczna.

Kryzysy powstaja bo w trakcie bifurkacji powstaja tez repelery. Przy zmianie parametru
kontrolnego zmieniaja swoje potozenie 1 dlatego moze dojs¢ do zderzenia z atraktorem.

Przyktad:
Dla r = 4 réwnania logistycznego dochodzi do kryzysu brzegowego w wyniku, ktorego trajektoria
zbiega do - oo.

Do tego tematu wrocimy przy omawianiu przeptywow ciaggtych i uktadow o wigkszej liczby
wymiarow.



Dynamika Uktadéw Nieliniowych 2009 Wyklad 3 13

Twierdzenie Szarkowskiego (porzadek Szarkowskiego): Dany jest ciag:
315171"'1
2%X3,2Xx5,2x7,....,
2°%3,2°x5,2°x17,...,
M .., 2%, 2% 23 2% 2.1

Niech odwzorowanie ciggte okreslone na catej osi rzeczywistej ma orbite o okresie p.

Jezeli p wystepuje w powyzszym ciaggu przed inna liczbg catkowitg |
to dane odwzorowanie ma réwniez Orbite periodyczng o okresie |.
(Nic nie wiadomo o jej stabilnosci !).

Wyzej napisany ciag nosi nazwe ciggu uniwersalnego bo wykazano, ze wystepuje on dla innych
odwzorowan niz logistyczne.

Pojecie to ma sens najprawdopodobniej tylko dla jednowymiarowych odwzorowan unimodlanych. Dla
wiecej niz jednowymiarowych odwzorowan nie tylko nie stwierdzono uporzadkowania trajektorii
periodycznych ale tez zdarzaja sie wspotistniejace atraktory periodyczne o réznych basenach
atrakcji.

Li i Yorke ("Period three implies chaos", Am. Math. Monthly 82, 985, 1975) wykazali, ze gdy sie
pojawia trajektoria periodyczna o okresie 3 to z tego wynika, ze istnicje rowniez nieprzeliczalna
liczba trajektorii, ktore pozostajg nieperiodyczne na zawsze.

Wprowadzili termin "chaos" dla okreslenia takiej sytuacji.
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Jak zobaczymy w swoim czasie bifurkacja podwajania okresu

bifurkacja tangencjalna (styczna)
opisane powyzej maja swoje odpowiedniki dla odwzorowan wiecej niz jednowymiarowych
| dla przeptywoéw (rownania rozniczkowe).

Wyktadnik Lapunowa dla odwzorowania logistycznego:
1

J X(1-x)

Dla r = 4 znalezlismy naturalng gestos¢ niezmiennicza p, ( X )=

N-1
Wyktadnik Lapunowa dany jest przez: 1=|im 1 > In|A'(xa)l

N—o0 N=0
1
co mozna obliczy¢ postugujac sie naturalng miarg niezmiennicza jako: /’t:jpl( X)) (x)]=In2
0

| jest taki sam dla odwzorowania namiotowego A(X) z parametrem a = 1.

Whiosek: Wyktadnik Lapunowa nie zalezy jak widac¢ od wyboru wspotrzednych.
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Wptyw szumu na podwajanie okresu

Szum w deterministycznych uktadach jest zawsze obecny: albo jest on numeryczny albo tez pochodzi z
pomiaru.
Rodzaje szumu w uktadach dynamicznych:
a) szum addytywny X, =Q—-&)f(x,p)+&&
gdzie f jest odwzorowaniem
p jest parametrem kontrolnym,
&n jest dodatnio okreslong zmienng losowa o zadanym rozktadzie (najczescie) rownomiernym
lub normalnym, ale moze by¢ tez np. szumem dychotomicznym)
¢ parametr okreslajacy moc szumu
Czynnik 1- € dodaje si¢ po to aby utrzymac warto$ci X,+; wewnatrz basenu atrakcji odwzorowania
tj. aby x € (0,1).
b) szum parametryczny x .= f(x,p,+Ap<)
gdzie &, jest zmienng losowa tym razem zawartg w przedziale [-1,1]
Ap okresla zakres zmian parametru kontrolnego p
C) szum pomiarowy (‘zabrudzenie sygnatu szumem’): szum nie zmienia dynamiki uktadu ale wystepuje
w sygnale 1 znieksztalca go.
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ad a) Syntetycznie bioragc: szum powoduje skrocenie kaskady podwajania okresu - staje Sie ona
skonczona i chaos pojawia si¢ nieco przed r.,. Aby zobaczy¢ nastepne "pietro™ kaskady trzeba
Zzmniejszy¢ szum,

Szum wptywa tez na wyktadnik Lapunowa.
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Chociaz Schuster i inni autorzy podrecznikoéw twierdza, ze szum nie niszczy przejscia do chaosuw r =
I, dla odwzorowan unimodalnych
to trzeba pamigtac¢, ze w niektorych pracach dowodzi si¢, ze Szum numeryczny (zaokraglenia)
moze sztucznie stabilizowac periodyczne rozwigzania rownan rézniczkowych zwyczajnych.



