Zadanie 1. Punkt materialny o masie m porusza si¢ w polu sity ciezko$ci po u
powierzchni bocznej stozka, zwroconego wierzchotkiem w dot. Wiadomo, iz J—

kat miedzy osig symetrii stozka Oz a tworzaca stozka wynosi «. Stozek S ‘g
znajduje si¢ w polu sity ciezkosci dziatajacej pionowo w dot. Znana jest a
warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g. Znalez¢ funkcj¢ Hamiltona i napisaé
rownania (kanoniczne) Hamiltona. Czy funkcja Hamiltona jest stata ruchu?
Czy mozna znalezé wspotrzedng uogdlniong dla ktorej ped uogodlniony o :
zwiazany z tg wspoirzedng jest statg ruchu?

Zadanie 2. Punkt materialny o masie m porusza si¢ po powierzchni kuli o réwnaniu

x*+y>+z>=R*. Na cialo dzialaja jednoczesnie sita cigzkosci 13‘ = (0,0,—mg) oraz sila
harmoniczna 13,, = (— kx,—ky,—kz) gdzie g-warto$¢ przyspieszenia ziemskiego, k-znana dodatnia

stata.

1) Znalez¢ funkcje Hamiltona. Czy funkcja Hamiltona jest statg ruchu?

2) Zapisa¢ rownania Hamiltona. Ktory z pedéw uogolnionych jest statg ruchu?
Zadanie 3. Punkt materialny o masie m porusza si¢ po powierzchni walca o

rownaniu  x°> +y> =R*> pod dziataniem sily proporcjonalnej do jego
odleglosci od poczatku uktadu wspédtrzednych 17“,1 =—kr (k>0) oraz sily
cigzkosci F. =(0,0,-mg).

1) Znalez¢ funkcje Hamiltona. Czy funkcja Hamiltona jest stalg ruchu?

2) Napisa¢ rownania Hamiltona. Ktory z pgdow uogdlnionych jest statg ruchu?
Zadanie 4. Punkt materialny o masie m porusza si¢ w polu sity ciezkosci

F = (0,0,—mg) po gladkiej, drgajacej powierzchni walca. O§ walca jest
skierowana pionowo w gore, za$ promien podstawy walca réwny w chwili
poczatkowe] p, zmienia si¢ z czasem zgodnie ze wzorem:
p(t) =p, + Asin(a)t) (p,, 4,0 = const)
1) Znalez¢ funkcj¢ Hamiltona. Czy funkcja Hamiltona jest stalg ruchu?
2) Napisa¢ rownania Hamiltona. Ktory z pedow uogolnionych jest stalg ruchu?
P, p:
2m(p, + Asin(wt))’  2m
Zadanie 5. W ptaszczyznie poziomej lezy gladka prosta obracajaca si¢ ze statg
predkoscia katowa o warto$ci @ dookota poczatku uktadu wspoétrzednych w
kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara. Odleglos¢ prostej od
poczatku uktadu wspotrzednych wynosi d, przy czym w chwili poczatkowej =0
prosta byta potozona rownolegle do osi Oy. Po prostej porusza si¢ cialo (punkt
materialny) o masie m. Na cialo dziala sita skierowana w kierunku poczatku
uktadu wspoétrzgdnych o warto$ci proporcjonalnej do odleglosci ciata od

Odp. (czesciowa) H =

—%Aza)2 cos’ (wt)+ mgz

poczatku uktadu wspoirzednych ﬁh =—kr (k-znana dodatnia stata). Nie

uwzgledniamy wplywu sily ciezko$ci na ruch ciata. Znalez¢ funkcje Hamiltona
1 napisa¢ rownania Hamiltona dla tego ciata. Czy funkcja Hamiltona jest stalg
ruchu?

Wsk. Jako wspotrzedng uogoélniong mozna przyjac s-wspoirzedng okreslajaca
aktualne potozenie ciata wzgledem punktu Q lezacego na prostej, po ktorej
odbywa si¢ ruch.

Zadanie 6. Prosta przechodzaca przez poczatek ukladu wsporzednych
przecinajagca o$ pionowa (Oz) pod stalym w czasie katem « obraca si¢
dookota tej osi ze statg predkoscia katowa @ = (0,0, a)) Po prostej porusza si¢
bez tarcia punkt materialny o masie m. Na punkt dziata sita ciezkosci
skierowana pionowo w dot F, :(0,0,—mg) gdzie g-warto$¢ przyspieszenia
ziemskiego. Znalez¢ funkcje Hamiltona 1 napisa¢ rownanie ruchu Hamiltona
dla tego ciata. Czy funkcja Hamiltona jest stalag ruchu? Mozna przyjac, iz w
chwili poczatkowej ruchu prosta lezata w ptaszczyznie y=0.




Zadanie 7.

1) Znalez¢ funkcje Hamiltona opisujacg wahadto matematyczne o dtugosci / i
masie m poruszajace si¢ pod wptywem sily cigzko$ci skierowanej pionowo
w dol, jesli punkt zawieszenia wahadta porusza si¢ po prostej pionowej w
taki sposob, iz jego potozenie na osi pionowej zmienia si¢ z czasem zgodnie

ze wzorem: ¢ = %At2 (4-stata). Za wspotrzedng uogolniong przyjac kat ¢

okreslajacy odchylenie nici wahadla od pionu. Znana jest warto$¢

przyspieszenia ziemskiego g.

2) Zapisa¢ rownanie Hamiltona.

ml’ { P, _Asin(go)t}z_ﬂAz
2

Odp. (czgsciowa) H(p,p,.1) = 2 7
m

Zadanie 8.

1) Znalez¢ funkcje Hamiltona opisujacg wahadto matematyczne o dtugosci
/ 1 masie m poruszajace si¢ pod wptywem sity ciezkosci skierowanej
pionowo w dot, jesli punkt zawieszenia wahadta porusza si¢ po prostej
poziomej w taki sposob, iz jego potozenie na osi poziomej zmienia si¢

z czasem zgodnie ze wzorem:

a) &= Asin(Qt)(4,Q-state) b) &= %Azz (4-stata).

Za wspotrzedna uogolniong przyjac kat ¢ okreslajacy odchylenie nici wahadta od p

jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.
2) Zapisa¢ rownanie Hamiltona.
Zadanie 9. Pionowo ustawiona, gladka ptaszczyzna obraca si¢
dookota osi Oz, ktora zawiera si¢ w tej plaszczyznie. Obrot
nastepuje ze stalg predkoscig katowa @ = (0,0,a)). Wiadomo, iz w
chwili =0 o§ Ox lezala na obracajacej si¢ plaszczyznie. Po
plaszczyznie porusza si¢ punkt materialny o masie m, na ktory dziata
F. =(0,0,-mg) oraz sila

sita  cigzkos$ci harmoniczna

F, = (— kx,—ky,—kz) gdzie g-warto$¢ przyspieszenia ziemskiego, k-
znana dodatnia stata.

2) Zapisa¢ rownania Hamiltona.

1) Znalez¢ funkcj¢ Hamiltona. Czy funkcja Hamiltona jest stalg ruchu? /
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Zadanie 10. Elektron o tadunku e<(0 i masie m porusza si¢ w obszarze jednorodnego pola
magnetycznego opisanego potencjalem wektorowym A= [— By,0,0] oraz skalarnym ¢=0 gdzie B-

stata, y-ykowa sktadowa wektora wodzacego elektronu.
1) Znalez¢ wektor indukeji pola magnetycznego B .

2) Znalez¢ funkcje Lagrange’a, pedy uogdlnione oraz funkcje Hamiltona 1 napisa¢ rGwnania
Hamiltona. Czy funkcja Hamiltona jest statg ruchu? Ktore z pgdow uogdlnionych sg statymi

(catkami) ruchu?

3) Pokaza¢, iz w przypadku gdy ruch elektronu jest ograniczony do ptaszczyzny z=0 to funkcje
Hamiltona mozna przedstawic jak dla jednowymiarowego oscylatora harmonicznego:

2
B
H :&+lma)f(y—yk)2 gdzie w, =ﬂ’ ¥, -stata.
2m 2 m

Zadanie 11. Elektron o tadunku e<(0 i masie m porusza si¢ w obszarze jednorodnego pola
magnetycznego opisanego potencjatem wektorowym A= [0,0, By] oraz skalarnym ¢=0 gdzie B-

stala, y-ykowa sktadowa wektora wodzacego elektronu.
1) Znalez¢ wektor indukcji pola magnetycznego B.



2) Znalez¢ funkcje Lagrange’a przyjmujgc za wspotrzedne uogolnione wspotrzedne w uktadzie
kartezjanskim.

3) Znalez¢ pedy uogoélnione oraz funkcje Hamiltona i napisa¢ réwnania Hamiltona. Czy
funkcja Hamiltona jest stala ruchu? Ktoére z pgdow uogolnionych sg statymi (catkami)
ruchu?

4) Pokaza¢, iz w przypadku gdy ruch elektronu jest ograniczony do ptaszczyzny x=0 to funkcje
Hamiltona mozna przedstawi¢ jak dla jednowymiarowego oscylatora harmonicznego:

2
H =&+lmwf(y—yk)2 gdzie o, :@, y, -stata.
2m 2 m

Zadanie 12. Czastka, na ruch ktérej nie natozono zadnych wigzow jest opisywana funkcja
pi+p,+p.
2m
P.» Py, P. sa pgdami uogélnionymi kanonicznie sprz¢zonymi ze wspolrzgdnymi uogélnionymi

Hamiltona o postaci: H (x, DDy D. ) = — Fx gdzie: F-stala, m-masa czastki,

x,y,z odpowiednio bedacymi sktadowymi wektora wodzacego czastki w uktadzie kartezjanskim.

a)  Okresli¢ nawias Poissona (LX,H ) gdzie L. -rzut momentu pedu czastki na o§ Ox. Czy
wielko$¢ Ly jest statg ruchu?

b) Okresli¢ nawias Poissona (Ly ,H ) gdzie L,-rzut momentu pedu czastki na o$ Ox. Czy wielko$é

Ly jest stalg ruchu?
Zadanie 13. Wykorzystujac ponizsze relacje zapisane z wykorzystaniem nawiaséw Poissona

1 od j =
(¢,.2,)=6,. l(g,4,)=0, (p,.p,)=0, 5_,,1={ s ”},j,n=1,2,3;(1=x,2=y,3=z)

0 gdy j#n
gdzie g, oraz p, oznaczaja sprz¢zone kanonicznie ze soba wspolrzedne i pedy uogolnione,
pokaza¢, ze przy potraktowaniu sktadowych wektora wodzacego czastki za wspotrzedne

uogodlnione a odpowiednich sktadowych wektora pedu tej czastki za pedy uogolnione, zachodza
ponizsze relacje zapisane przy wykorzystaniu nawiaséw Poissona:

a) (x,Ly):z b) (px,Lz):—py
gdzie L, oznacza y-kowg skladowa wektora momentu pedu tej czastki w uktadzie kartezjaniskim,

za$ L oznacza z-owa skladowa wektora momentu pedu tej czastki w uktadzie kartezjanskim.

Zadanie 14. Wykorzystujac definicje nawiasu Poissona pokazaé, ze prawdziwe sg ponizsze relacje

zapisane dla nawiaséw Poissona:

a) (4B,C)=A(B,C)+(4,C)B b) 5(43):[5{3){453]
ot ot ot

Zadanie 15.

1) Dla jakich warto$ci statej o ponizej okreslone przeksztatcenie wspotrzednej g —> Q 1 pedu

p — P jest przeksztalceniem kanonicznym?

a) O=aq+p P=2q+3p

b) Q= p“sin(g) P = p®cos(rq)

2) Znalez¢ funkcje tworzaca W(q, Q) oraz S(g,P) dla tego przeksztatcenia.
Odp. (czg¢sciowa dla przypadku a) S(q, P) = % Pq —%qz - % P?

2
(czg$ciowa dla przypadku b) W (g, Q) = — % ctg(2q)
2
Zadanie 16. Funkcja Hamiltona uktadu ma posta¢: H (q, p) = 5— + %ma)zq2 -Fq
m

gdzie g-wspotrzedna uogolniona, p-ped uogolniony
1) Zapisa¢ ta funkcje w nowych zmiennych Q,P powigzanych ze zmiennymi
q, p przeksztatceniem kanonicznym, ktoérego funkcja tworzaca W (g, Q) ma postac:

W(g.0) =;mw[q— F } c1g0

maw

2) Zapisa¢ rownania Hamiltona w nowych zmiennych 1 je rozwigzac.
3) Korzystajac z przeksztatcen kanonicznych znalez¢ zaleznosci g(¢), p(t) .



F2
2mo

g== /EsinQ+ F2 =+ /ﬁsin(a)HQo)Jr F2 P =2maP cos Q = +,/2maP, cos(wt +Q,)
maw mao ma maw

gdzie O, 1 P, oznaczajg state zalezne od warunkow poczatkowych ruchu.

Zadanie 17. Znalez¢ przy pomocy roéwnania Hamiltona-Jacobiego ruch ciata w jednorodnym polu
sily ciezkosci o potencjale: V' (z) = mgz .

Zadanie 18. Mamy ni¢ o diugosci /, ktérej jeden koniec jest zaczepiony w poczatku ukladu
wspotrzednych O a drugi jej koniec lezy w punkcie P potozonym na osi Ox, przy czym dla
dowolnego punktu nici y >0. Pokazaé, iz pole migdzy nicia o osiag Ox ma maksymalng
powierzchnie wowczas gdy ni¢ ta lezy wzdhuz wycinka okrggu przechodzacego przez punkty O i P
o $rodku lezacym na osi Ox.

Wsk.

1) Pokazaé, iz powierzchnig szukanego pola mozna wyrazi¢ jako funkcjonat 1 [y] 0 postaci:

lj
I[y]= J.F(y, Yds gdzie F(y,y") =+’ |1 —(y')2 | y=y() y = % s-odlegtos¢ mierzona
0

wzdtuz nici od poczqtku uktadu wspotrzednych do dowolnego punktu na nici o wspotrzednych

2
(x,y). Wykorzystaé to iz (dx)’ +(dy)’ = (ds)’ — dx = +ds, |1 - (ﬂ] .

Odp. (czgsciowa): Nowa funkcja Hamiltona: H(Q,P)= H(P)= P -

2

ds
Pokazaé, iz warunkiem koniecznym osiggania przez ten funkcjonat minimum dla wybranej
OF (3. )) | _OF()) _
oy oy
2) Pokazac, iz poniewaz funkcja F(y,y') nie zalezy explicite od s, to poszukiwanie rozwigzania
OF(y,y") | _OF(y,»")
oy oy

postaci funkcji y(x) jest spelnienie przez tq funkcje rownania di
s

rownania.: — =0 mozna zastgpic poszuklwamem rozwigzania rownania

ds
N 6F(y,yy )

. dy
—Fly,y')=-b gdziey =—, b-stata.
& (y,y ) b gaziey s



