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Zadanie 1. Dwa punkty materialne o tej samej masie rownej m

gladkim precie o dlugosci 3a. Punkty te polaczone sa migdzy o
sobg 1 koncami preta za pomocg 3 sprezyn speiniajacych prawo

’ . . . . m
moga porusza¢ si¢ po nieruchomym, umieszczonym poziomo A /T
Y
1

Hooke’a. Wiadomo, iz wspolczynnik sprezystosci kazdej ze a a a
sprezyn jest rowny k, za$ dlugo$¢ kazdej ze sprezyn w stanie
gdy sprezyna nie jest napr¢zona jest rowna a .

Przyjmujemy za wspohrzgdne uogdlnione wychylenie punktéw materialnych z potozenia
rownowagi ¢, =x, —a, ¢, =x,—2a (poczatek ukladu wspotrzednych umieszczono w lewym

koncu preta).
1) Znalez¢ energi¢ potencjalng ukladu jako funkcje wspotrzgdnych uogoélnionych g¢,,q,.
Pokazac¢ iz energia ta przyjmuje wartos¢ minimalng gdy ¢, =¢, =0 oraz to iz mozna j3
przedstawi¢ wzorem:

1
4 :E(Kllqlz +K g5 +K,q,9, +K21Q2Q1)+00n5t

gdzieK, ,K,,,K,,,K,,-state , K, = K,,.
Znalez¢ wartoSci statych X,,,K,,,K,,,K,,,const .
2) Pokazac 1z energie kinetyczng  ukladu mozna  przedstawic wzorem

T :E(Mn%z +M22‘]22 +M,4q.4, +M21Qz%) gdzie M, ,M,,,M,,M,,-state, M, =M,,.

Znalez¢ wartoSci statych M|, M ,,,M ,,M,, (niektére z nich moga by¢ rowne zeru).
3) Wyznaczy¢ czgstos$ci kotowe drgan i1 ogdlng zalezno$¢ od czasu wspotrzednych ¢,,q, w
trakcie ruchu.
4) Znalez¢ wspotrzedne normalne u; oraz u> 1 wyrazi¢ funkcj¢ Lagrange’a za pomoca
wspotrzednych normalnych u; oraz u> oraz ich pochodnych po czasie.
Zadanie 2. Dwa punkty materialne o tej samej masie rownej

m moga porusza¢ si¢ po nieruchomym, umieszczonym o
poziomo gladkim precie o diugosci 3a. Punkty te potagczone Ay .

s3 miedzy sobg i1 koncami preta za pomocg 3 sprezyn ! X
spetniajacych prawo Hooke’a. Wspotczynnik sprezystosci a a a
sprezyny taczacej punkty materialne ze sobg jest roéwny 3k,

podczas gdy wspotczynnik sprezystosci sprezyn taczacych

punkty materialne z koncami preta jest rowny k. Dlugosé

kazdej ze sprezyn w stanie gdy sprezyna nie jest napr¢zona

jestréwna a .

1) Przyjmujac za wspotrzedne uogolnione wychylenie punktow materialnych z polozenia
rownowagi ¢, =x,—a, ¢,=x,—2a znalez¢ funkcj¢ Lagrange'a (poczatek uktadu
wspolrzednych umieszczono w lewym koncu preta).

2) Wyznaczy¢ czgstosci kolowe drgan 1 ogdlng zaleznos$¢ od czasu wspotrzednych ¢,,q,

Odp. (czesciowa) o, = \/% w, = 1/7%

Zadanie 3. Rozwazy¢ uklad zlozony z 2 punktéw materialnych o
jednakowych masach rownych m polaczonych ze sobg oraz z jednej strony
ze §ciang przy pomocy sprezyn o stalej sprezystosci k. Punkty materialne
moga porusza¢ si¢ tylko w kierunku prostopadlym do $ciany. W stanie m m
rébwnowagi pokazanym na rysunku dlugosci wszystkich sprezyn sg
jednakowe 1 na punkty materialne nie dziala zadna sita. Wydluzenie lub
skrécenie dowolnej sprezyny wywoluje powstanie sity sprezystosci
spetniajacej prawo Hooke’a.

Wyznaczy¢ czestosci kotowe drgan ukladu oraz znalez¢ ogodlne
rozwigzanie opisujace zalezno$¢ od czasu potozen drgajacych punktow w

trakcie ich ruchu.
Odp. (czesciowa) w, = ' k - ' k

m 2 m




Zadanie 4. Cialo o masie M jest dolaczone do sprezyny o
wspolczynniku sprezystosci &, ktorej drugi koniec jest sztywno y
umocowany. Moze ono poruszac si¢ bez tarcia po poziomej prostej. Do
ciala tego jest przyczepione wahadlo matematyczne o masie m i1
dlugos$ci I Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.
Wyznaczy¢ czgstosci kotowe matych drgan uktadu.

Wsk. Jako wspotrzgdne uogdlnione g;,g> mozna przyja¢ x-owa
sktadowa wektora wodzacego ciata o masie M oraz kat ¢ jaki Polozenie rwnowagi korica sprezyny

tworzy ni¢ wahadla z pionem. m
Energie potencjalng ukladu trzeba stosujac odpowiednie przyblizenia zapisa¢é w postaci

S

1 : : . .
V= 5 K,,q,q, +const gdzie f —liczba stopni swobody, ¢q,,q, -wspotrzedne uogolnione, Ky
k,l=1

stale takie iz Ky=Ku,. Energi¢ kinetyczng ukladu trzeba w przyblizeniu zapisaé w postaci

/
r= ; D M,q,q, gdzie My stale takie iz Mi=Miy.

k=1

Zadanie 5. Dwa wahadla matematyczne o jednakowych masach
réwnych m i jednakowych dtugosciach rownych / potaczono sprezyna a a,
o statej sprezystosci k. Zaktadamy iz wtedy gdy oba wahadta zwisaja K
pionowo to spr¢zyna nie jest $ci$nigta ani rozciggnigta. W trakcie
ruchu wahadet sita sprezystosci speilnia zawsze prawo Hooke’a.
Ponadto wychylenia wahadel od pionu s3 niewielkie w trakcie ruchu.
Znana jest wartos$¢ przyspieszenia ziemskiego g.

Znalez¢ czgstosci kotowe matych drgan rozwazanego uktadu oraz okresli¢ posta¢ zalezno$ci od
czasu wspoOlrzgdnych uogélnionych «,(f)oraz «,(¢) okreslajacych wychylenie wahadet od
potozenia rownowagi w przyblizeniu matych drgan.

Wsk. Wzor na energie potencjalng zapisa¢ wzorem przyblizonym pomijajac wyrazy proporcjonalne
do a"a;, gdy m+n>2. Uwzgledni¢ wklady do energii potencjalnej zwiazane z sila sprgzystosci

AAANN

oraz cig¢zkosci. Pokaza¢ i1z wkitad do energii potencjalnej zwigzanej z sitg sprezystosci rowny

2
V= g[\/ (x2 - X, )2 + (y2 - )2 —d ) (d-dlugos$¢ sprezyny gdy oba wahadta zwisaia pionowo do

2
dotu) mozna przyblizy¢ wzorem yp = ﬂ(az —a,)

2
Odp. (czgsciowa o, = \/% , w, = /§+%
m

Zadanie 6. Dwa ciata bedace punktami materialnymi o jednakowych

masach rownych m moga porusza¢ si¢ po okregu kota o promieniu R.

Kazde z ciat jest potagczone z drugim cialem na okrggu przy pomocy

dwach sprezynek o statej sprezystosci k lezacych wzdtuz okrggu po ktorym

poruszaja si¢ te ciala. W stanie rownowagi ciata znajdujg si¢ w stalej i

jednakowej odlegtosci od swoich sgsiadow.

1) Znalez¢ funkcje Lagrange’a przy zatozeniu matych wychylen cial od potozenia rownowagi.

2) Znalez¢ czgstos¢ (czestosci) matych drgan uktadu.

3) Znalez¢ zwiazek miedzy przyjetymi wspotrzednymi uogolnionymi a wspotrzednymi normalnymi
oraz zapisa¢ funkcje Lagrange’a przy wykorzystaniu wspolrzednych normalnych. Dla
znalezionej postaci funkcji Lagrange’a zapisa¢ rownania Lagrange’a II rodzaju i znalez¢ ich
ogblne rozwigzanie.

4) Okresli¢ ogdlng posta¢ zaleznosci od czasu wyjsciowych wspoétrzednych uogolnionych przy
zatozeniu matych wychylen ciat od polozenia rownowagi w trakcie ich ruchu. Przedyskutowaé
otrzymane rozwigzanie.

Wsk. Wielko$¢ wychylenia ciala z polozenia réwnowagi przyblizy¢ przez dtugo$§¢ wycinka okregu

po ktérym ciato si¢ porusza. Zmiana dlugosci sprezyny powoduje powstanie sit sprezystosci o

wartos$ci proporcjonalnej do zmiany dtugos$ci sprezyny. Za wspotrzedne uogdlnione mozna przyjaé

katy ¢ oraz ¢, pokazane na rysunku. Odp. (czgSciowa do punktu2) @, =0, @, =2 \/?
m




