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Zadanie 1. Prosta przechodzaca przez poczatek ukladu wspotrzednych

przecinajaca o$ pionowa (Oz) pod statym w czasie katem o («a e [0,%)) z

obraca si¢ dookota tej osi ze stala predkoscia katowa @ = (0,0, aJ) Po m R
prostej porusza si¢ bez tarcia ciato (punkt materialny) o masie m. Na ciato >
dziata sita harmoniczna F, = —k7 = (— kx,—ky,—kz) gdzie k-dodatnia stata s\ « ’

1) Wyznaczy¢ ruch tego ciala przy pomocy rownania Lagrange’a drugiego

rodzaju. Zatozy¢ iz £>a)2 sin’(a). Zaniedbaé wptyw sity ciezkosci na
m

ruch ciata. Przyja¢, ze w chwili poczatkowej cialo spoczywato w uktadzie

odniesienia zwigzanym z obracajgcg si¢ prostg, za$ jego odleglos¢ od

poczatku  uktadu  wspotrzednych  wynosita  s,, przy czym:

x(t =0)=s,sin(a), y(t=0)=0.

2) Znalez¢ uogdlniong energi¢. Czy jest ona statg ruchu?

Wsk. Jako wspotrzedng uogolniong mozna przyjgé s-wspotrzedng okreslajgcq aktualne potozenie
ciata wzgledem poczqtku uktadu wspotrzednych .

Zadanie 2. Prosta przechodzaca przez poczatek uktadu wspotrzednych

przecinajaca o$ pionowa (Oz) pod stalym w czasie katem a (a e (O,%})
obraca si¢ dookota tej osi ze stalg predkoscig katowa a3=(0,0,a)). Po

prostej porusza si¢ bez tarcia ciato (punkt materialny) o masie m . Na ciato
dziata sita harmoniczna F, = —k7 = (- kx,—ky,~kz) gdzie k-znana dodatnia

stala oraz sita ciezkosci 130 =mg = (0,0,—mg) zwrocona pionowo w dot.
Przyja¢, ze w chwili poczatkowej ciato spoczywalo w uktadzie odniesienia
zwigzanym z obracajgcg si¢ prosta, zas jego odlegtos¢ od poczatku uktadu
wspotrzednych wynosita s, , przy czym: x(z = 0)=s, sin(a), y(t=0)=0.

1) Wyznaczy¢ ruch tego ciata przy pomocy réwnania Lagrange’a drugiego rodzéju. Rozwazy¢
przypadki gdy L3 <®*sin’ (a),i > @” sin’ (oz),i = @’ sin’ (). Znana jest warto$¢ przyspieszenia
m m m

ziemskiego g.
2) Znalez¢ uogolniong energi¢ G. Czy jest ona catka ruchu ?

Wsk. Jako wspotrzedng uogolniong mozna przyjgé s-wspotrzedng okreslajgcq aktualne potozenie
ciata wzgledem poczgtku uktadu wspotrzednych . R
Zadanie 3. Pionowo ustawiona, gladka ptaszczyzna obraca si¢ dookota )Z

osi Oz, ktora zawiera si¢ w tej ptaszczyznie. Obrét nastepuje ze stalg h \
predkoscia katowa (?)2(0,0, aJ) Po ptaszczyznie porusza si¢ punkt

materialny o masie m, na ktéry dziata sita cigzkoS$ci E :(0,0,—mg)
(gdzie g- warto$¢ przyspieszenia ziemskiego) oraz sita harmoniczna

F, = (- kx,~ky,~kz) (gdzie k-znana dodatnia stata). 1/1'\;
1) Znalez¢ ruch punktu przy pomocy rownan Lagrange’a II rodzaju.

Wiadomo, iz w chwili /=0 o$ Ox lezata na obracajacej si¢ // \

ptaszczyznie.




Ponadto wiadomo, ze x(t=0)=x,, z(t=0)=z, oraz #(t=0)=%, i z(t=0)=z,. Rozwazy¢
przypadki gdy k. a)z,ﬁ > a)z,& =w’.
m m m

2) Znalez¢ uogodlniong energi¢ G. Czy jest on catka ruchu?
Odp. (czeSciowa do punktu 2) G = %pz + %z’z — %pza)2 +mgz + %kp2 + %kz2
Zadanie 4. W ptlaszczyznie pionowej lezy prosta obracajaca si¢
ze stalg predko$cig katowg o wartoSci @ dookota poczatku R
uktadu wspotrzednych w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu /
wskazowek zegara. Odleglos¢ prostej od poczatku ukladu \
wspoétrzednych wynosi d, przy czym w chwili poczatkowej =0 .
prosta byta potozona rownolegle do osi Oy.
Po prostej porusza si¢ ciato (punkt materialny) o masie m. Na cialo dziala sita ciezkosci skierowana

pionowo w dot 136 = (O,—mg). Nie uwzgledniamy sity tarcia. Wiadomo, ze w chwili poczatkowej
cialo spoczywalo w ukladzie zwigzanym z prosta, a jego wspotrzedne w ukladzie kartezjanskim
byly rowne x(t=0)=d, y(t=0)=s,. Znalez¢ ruch ciala przy pomocy réwnania Lagrange’a
drugiego rodzaju. Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.

Wsk. Za wspotrzedna uogo6lniong mozna przyjac wielkos¢ s okreslajaca potozenie ciata wzgledem
punktu Q lezacego na przecigciu analizowanej prostej z prosta do niej prostopadta przechodzaca
przez poczatek uktadu wspotrzednych. Rozwigzanie szczegodlne liniowego rownania rozniczkowego
niejednorodnego ma postac funkcji trygonometryczne;j

Odp. 5(t)= (so - Z;goz )cosh(a)t)wL %cos(a)t)

Zadanie 5. Zapisa¢ rownanie Lagrange’a Il rodzaju oraz wyznaczy¢ ruch punktu materialnego w
polu sily cigzkosci F= (O,—mg) po gladkiej odwroconej cykloidzie. Rownanie parametryczne
krzywej, po ktorej porusza si¢ punkt materialny:

x((o) = R(gp + sin((o)) y(gp) = R(l - cos((o)) R=const —-r<p<r
Znana jest wartos$¢ przyspieszenia ziemskiego g.

Wsk. Jako wspohrzedng uogdlniong mozna przyjaé parametr ¢ . Przed rozwigzaniem rownania
Lagrange’a Il rodzaju dokona¢ zamiany zmiennej ¢ na zmienng u okreslong jako

u=4R sin(%) (—4R<u <4R). Modut u jest rowny dlugosci tuku cykloidy pomigdzy punktami

okreslonymi przez ¢, = 0 oraz ¢, =@. Mozna takze przyja¢ u jako wspolrzedna uogdlniong i

wyrazi¢ znaleziong funkcje Lagrange’a L(gp,¢) jako funkcje tej nowej wspotrzednej uogolnionej i

jej pochodnej po czasie czyli znalez¢ L(u,u) po czym zapisa¢ roOwnanie Lagrange’a II rodzaju

przyjmujac jako wspolrzedng uogdlniong wspotrzedna u.

Zadanie 6. Punkt materialny o masie m porusza si¢ po gladkiej krzywej opisanej roOwnaniami

parametrycznymi: x(p)=bcos(p), ()= bsin(p), z(p)=ap w ktorych a,b to dodatnie state. Na

punkt dziata sita F=(-kx,—~ky,~kz—mg) gdzie k-stala dodatnia, g-warto$¢ przyspieszenia

ziemskiego.

1) Wyznaczy¢, przy pomocy réwnania Lagrange’a II rodzaju, ruch punktu materialnego przy
nastgpujacych warunkach poczatkowych ruchu: z(t = 0) =0, z'(t = 0) =0.

2) Znalez¢ uogo6lniong energi¢ G. Czy jest on catka ruchu?

Odp. (czgsciowa do punktu 2)

G= %(a2 +b2)qb2 -l-mga(p+%kaz(p2 + const



Zadanie 7. Punkt materialny o masie m porusza si¢ w polu sity cigzkosci F =(0,0,—mg) po
gladkiej, rozszerzajacej si¢ powierzchni bocznej walca. O$ walca jest skierowana pionowo w gore,
za§ promien podstawy walca p rowny w chwili poczatkowej R, rozszerza si¢ tak, iz
p(t)zRO + At. gdzie Ry i A to dodatnie statle. Wiadomo ponadto, ze w chwili poczatkowej
Zt=0)=z,, 2(t=0)=0, x(t=0)=R,, y(t=0)=y,.
1) Napisa¢ réwnania Lagrange’a drugiego rodzaju opisujace ruch punktu materialnego. W oparciu
o te rownania znalez¢ catk¢ ruchu i wyznaczy¢ ruch punktu materialnego.
2) Znalez¢ uogolniong energi¢. Czy jest ona statg ruchu?
Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.
Zadanie 8. Na gladkiej poziomej plaszczyznie znajduje sie¢ punkt
materialny o masie m;. Do punktu przymocowano wiotka i1 nierozciagliwa
ni¢ o dlugosci / 1 pomijalnie matej masie, ktora przechodzi przez maty otwoér
w plaszczyznie 1 dzwiga na drugim koncu pionowo zwisajacy punkt
materialny o masie m>. Wiadomo iz w chwili poczatkowej punkt materialny
o masie m; znajdowat si¢ w odlegltosci p, od otworu i poruszatl si¢ po

poziome] ptaszczyznie z predkoscia skierowang prostopadle do nici o
wartosci V' = p,®, Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.
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1) Znalez¢ funkcje Lagrange’a i zapisa¢ rownania Lagrange’a Il rodzaju opisujgce ruch uktadu
ztozonego z obu punktow.

2) W oparciu o jedno z tych réwnan znalez¢ catke ruchu 1 z jej pomocg wyznaczy¢ p w trakcie
ruchu jako funkcje p gdzie p oznacza odleglo$¢ ciata o masie m; od otworu w ptaszczyznie.

3) Jaka musi by¢ wartos¢ wo aby o nie ulegato zmianie w trakcie ruchu?

4) Wyznaczy¢ pedy uogdlnione zwigzane ze wspotrzednymi uogolnionymi oraz uogdlniong

energi¢. Ktore z powyzszych wielkosci sa catkami ruchu?
m, m, Py @,

Odp. (do punktu 2) p =— g+
m +m, (’771 +m, )/7
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Zadanie 9.

1) Znalez¢ rownanie Lagrange’a drugiego rodzaju opisujace ruch .
okresowy wahadta matematycznego o dtugosci / i masie m pod P
wptywem sity ciezkosci skierowanej pionowo w dot, jesli |
punkt zawieszenia wahadla porusza si¢ po prostej poziomej w
taki sposob, iz jego polozenie na osi poziomej zmienia si¢ z
czasem zgodnie ze wzorem:

a) &= Asin(Q¢)( 4,Q -state) b) &= %Aﬁ (4-stata)

Za wspotrzedng uogodlniong przyja¢ kat ¢ okreslajacy odchylenie nici wahadla od pionu.
Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.

2) Wiadomo, ze w chwili /=0 punkt o masie m umieszczony na koncu nici spoczywat w punkcie o
wspotrzednych x(zr = 0) =0, y(¢t = 0) = -1 (/-dtugo$¢ nici wahadla). Wyznaczy¢ ruch wahadta
matematycznego rozwigzujac znalezione réwnanie zakladajac i1z w trakcie ruchu kat
wychylenia wahadla od pionu ¢ jest na tyle maty, ze mozna przyjac iz sin(gp) =Q, cos(gp) ~1.

*3) Znalez¢ postugujac sie¢ metodami numerycznymi ruch uktadu dla okreslonych powyzej
warunkow poczatkowych ruchu bez stosowania przyblizen dla réznych warto$ci statych 4 1 Q2
Przyja¢ iz I=1m. Przedyskutowa¢, kiedy znalezione $ciste rozwigzania ruchu sg w przyblizeniu
zgodne z rozwigzaniami przyblizonymi uzyskanymi przy zalozeniu iz kat okreslajacy
odchylenie nici od pionu pozostaje maly w trakcie ruchu.



Wsk. (do punktu 2 gdy &= Asin(Qt). Rozwigzanie szczegdlne rownania rdzniczkowego
niejednorodnego ma posta¢ funkcji trygonometryczne;j

Odp. ( do punktu 2 gdy & = %Atz) o(t) = liz[cos(a)t)— 1]
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Zadanie 10.

1) Znalez¢ réwnanie Lagrange’a drugiego rodzaju opisujace ruch okresowy
wahadla matematycznego o dtugosci / i masie m pod wptywem sity ciezkosci & | l
skierowanej pionowo w dol, jesli punkt zawieszenia wahadta porusza si¢ po
prostej pionowej w taki sposob, iz jego potozenie na osi pionowej zmienia si¢ 0

) 1 . .
z czasem zgodnie ze wzorem: & :EAI2 (4-stala). Znana jest warto$¢ >/¢’ \

przyspieszenia ziemskiego g. Za wspotrzedna uogolniong przyjaé kat ¢
okreslajacy odchylenie nici wahadta od pionu.

2) Wiadomo, ze w chwili =0 ciato znajdujace si¢ na koficu nici wahadta spoczywato przy czym
kat odchylenia nici od pionu byl réwny ¢(t = 0) = ¢,. Wyznaczy¢ ruch wahadta matematycznego
rozwigzujac znalezione rownanie zaktadajac, iz w trakcie ruchu kat wychylenia wahadta od pionu
@ jest na tyle maty, ze mozna zalozy¢, ze sin(gp) R, cos(gp) ~1.

Odp. ¢(t)=¢, cos(a)t) gdzie w = 1/g WZL 4

Zadanie 11. Napisa¢ rownania Lagrange’a drugiego rodzaju dla punktu materialnego o masie m
poruszajacego si¢ bez tarcia po powierzchni kuli o promieniu R pod wptywem sity cigzkosci.
F = (0,0,—mg) gdzie g to warto$¢ przyspieszenia ziemskiego. Znalez¢ catki ruchu.

Zadanie 12. Dany jest uklad trzech sztywnych pretow o
dhugosci / 1 masie m kazdy, polaczonych w sposéb podany na
rysunku. Uktad znajduje si¢ w polu sily ciezkosci. Wyznaczy¢
robwnanie Lagrange’a II rodzaju opisujace ruch uktadu. o o l
Zaktadamy iz w trakcie ruchu pret taczacy dwa prety zachowuje
potozenie poziome (a wigc porusza si¢ tylko ruchem
postepowym). y
Wsk. Energia kinetyczna ukladu jest rowna sumie energii kinetycznej poziomego preta w ruchu
postepowym 1 pozostatych pretdéw w ruchu obrotowym.

Energia kinetyczna bryly sztywnej w ruchu obrotowym wokot osi obrotu jest rowna T = %1(02

gdzie / -moment bezwtadnosci bryly wzgledem osi obrotu.
Moment bezwtadno$ci preta o masie m i o dtugo$ci / wokét osi przechodzacej przez srodek preta i

prostopadlej do preta jest rowny [, = %ml *. Moment bezwtadnosci bryty o masie m wzgledem

dowolnej osi jest rowny I = I, +md”, gdzie Iy moment bezwladnosci tej bryly wzgledem osi
rownolegtej do rozwazanej osi, przechodzacej przez jej srodek masy i odleglej od niej o d.

Energia potencjalna bryly w polu sity cigzkosci jest rOwna energii potencjalnej punktu materialnego
0 masie rownej masie bryly znajdujgcego si¢ w srodku masy bryty.

Za wspoirzgdng uogdlniong przyjac kata pokazany na rysunku.

Odp. a+2§sin(a)=o



