II
Zadanie 1. Punkt materialny o masie m porusza si¢ w przestrzeni trojwymiarowej po powierzchni o
réwnaniu
a) z=bx’
b) z=cx?
gdzie b,c to znane stale. Na punkt materialny dziata sita cigzkosci skierowana pionowo w dot
F = (0,0,—mg) (skladowe sity cigzko$ci sa rtowne F, = F =0,F, =-mg).
1) Napisa¢ rownania Lagrange’a pierwszego rodzaju opisujace ruch tego punktu materialnego.
2) Znalez¢ site reakcji dzialajaca na punkt materialny w chwili czasu ¢=¢, wiedzac, iz
x(t=t,)=x,,zas$ 2(t=1t,)=x,.
Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.
Wsk. do punktu 2: Wykorzystac oprocz rownan Lagrange’a pierwszego rodzaju dodatkowo

rownanie powstale po dwukrotnym zrozniczkowaniu po czasie rownania wiezow.

*Zadanie 2. Punkt porusza si¢ po gladkiej elipsoidzie o rOwnaniu:
2 2 2

bez dziatania zadnych sit (za wyjatkiem sit reakcji). Wykazac, przy pomocy réwnan Lagrange’a
pierwszego rodzaju, ze warto$¢ jego predkosci jest stata.
Wsk. Wykorzysta¢ oprocz rownan Lagrange’a pierwszego rodzaju dodatkowo rownanie powstate
po zrdzniczkowaniu po czasie rownania (*).
Zadanie 3. Punkt materialny o masie m zsuwa sie pod wptywem sily ciezkosci F = (0,0,—mg) po
gtadkiej spirali opisanej rOwnaniami:
x = acos(kz) y = asin(kz)
gdzie a,k to znane state, a>0. Wyznaczy¢ ruch punktu materialnego przy pomocy

a) réwnan Lagrange’a pierwszego rodzaju

b) zasady d’Alemberta.
Wiadomo, ze z(t = 0) =z, oraz z'(t = 0) = Z,. Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.
Znalez¢ zalezno$¢ od czasu sily reakcji dzialajacej na punkt materialny.
Zadanie 4. Wyznaczy¢ przy pomocy rownan Lagrange’a pierwszego rodzaju oraz zasady
d’Alemberta ruch punktu materialnego o masie m poruszajacego si¢ bez tarcia po prostej lezacej na
przecigciu plaszczyzn o réwnaniach z=2y oraz z=x. Na punkt dziata sita cigzkosci

ﬁc = (0,0,—mg) (g-znana warto$¢ przyspieszenia ziemskiego) skierowana pionowo w dot. Przyjac,
ze w chwili poczatkowe;: z(t = 0) =0,2(t=0)=0. Okresli¢ site reakcji dzialajaca na punkt
materialny ze strony wiezow.

Odp. x=z= g%[cos(a)t)— 1], y= %%[cos(a)t)— 1] gdzie o= \/% JF, = [_ gmg,_jmg,;ng

Zadanie 5. Wyznaczy¢ przy pomocy zasady d’Alemberta oraz rownan Lagrange’a pierwszego
rodzaju ruch punktu materialnego o masie m poruszajacego si¢ bez tarcia po plaszczyznie o
réwnaniu: z =3y . Na punkt dziata sila cigzkos$ci FC = (0,0,—mg) skierowana pionowo w dot

Przyjaé, ze w chwili poczatkowej: z(t = 0)=z,,2(t =0)=z,,x(t =0) = x,,%(t = 0) = *,.

Okresli¢ rowniez site reakcji ptaszczyzny dziatajacej na poruszajacy si¢ punkt. Znana jest wartos¢

przyspieszenia ziemskiego g.

Odp. x(t)=x,+ x,t; y(t) =Sy 2—°t - igtz; z(t) =z, + Z,t —igtz; F, = (0 —img imgj
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Zadanie 6. Wyznaczy¢ przy pomocy zasady d’Alemberta oraz réwnan Lagrange’a pierwszego
rodzaju ruch punktu materialnego o masie m poruszajacego si¢ bez tarcia po plaszczyznie o
roOwnaniu:

a) z=3y b) y=4z

Na punkt dziata sita ciezkosci 17“6 = (0,0,—mg) skierowana pionowo w dot oraz sita harmoniczna
F W= (— kx,—ky,—kz) (k-znana stata dodatnia). Przyja¢, ze w chwili poczatkowe;j:
Z(t=0)=2z,,2(t=0)=z2,,x(t =0)=x,,%(t = 0) = %
dziatajacej na poruszajacy si¢ punkt. Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.
Zadanie 7. Punkt materialny o masie m porusza si¢ po powierzchni walca o rownaniu

x> +y* = R* pod dziataniem sily proporcjonalnej do jego odlegtosci od poczatku uktadu

Okresli¢ rowniez sile reakcji plaszczyzny

0"

wspotrzednych F =—kif (k>0) oraz sity ciezkosci F = (0,0,—mg). Wiadomo przy tym, ze
x(t=0)=R, z(t=0)=0o0raz y(t=0)=y,, z2(t=0)=z,.

1) Sformutowac réwnania Lagrange’a pierwszego rodzaju dla analizowanego zagadnienia we
wspotrzednych kartezjanskich i pokaza¢ w oparciu o te roéwnania, iz w trakcie ruchu sg
stuszne ponizsze rownania:
xy—yx=0 (*)
mz+kz+mg=0. (**)

2) Wprowadzajac w miejsce wspotrzednych x i1 y nowa zmienng ¢ zwigzang ze
wspotrzednymi kartezjanskimi rownaniami:

x =Rcos(p) y=Rsin(p)

pokaza¢, iz rownanie (*) mozna zapisa¢ w postaci

p=0. (%)
Zauwazy¢, iz rownanie wiezéw nie wprowadza ograniczen na dozwolone wartos$ci, jakie
moze przyja¢ zmienna ¢ .

3) Rozwigza¢ rownania ruchu (**) i (***) przy podanych w zadaniu warunkach poczatkowych.

4) Znalez¢ w ukladzie kartezjanskim skladowe sity reakcji wiezow dzialajacej na punkt w
trakcie jego ruchu. %,

Zadanie 8. Pionowo ustawiona plaszczyzna obraca si¢ dookota \), \
osi Oz, ktora zawiera si¢ w tej ptaszczyznie. Obrdt nastepuje ze
statg predkoscig katowg @ = (0,0, a)) Po plaszczyznie porusza
si¢ punkt materialny o masie m, na ktory w uktadzie inercjalnym

dziata sita ciezkosci F, =(0,0,-mg) oraz sita harmoniczna Q

F = (— kx,—ky,—kz) (g-znana  warto$¢  przyspieszenia 0

ziemskiego, k-znana dodatnia stala). Znane s3a warunki e

poczatkowe ruchu: x(r=0)=x, >0, y(t=0)=0, z(t=0)=0 / \

oraz x(t =0)=0,2(t = 0)=z,. X \

1) Wyznaczy¢ ruch tego punktu korzystajac z zasady d’ Alemberta. Rozwazy¢ przypadki gdy

a)£<a)2 b)E::wu2 c)izmz

m m m
2) Wykorzystujac formalizm prowadzacy do réwnan Lagrange’a pierwszego rodzaju pokazac iz
sktadowa z-owa sity reakcji jest rowna zeru Fr.=0, oraz zachodzi ponizsza relacja wigzaca ze sobg
skladowe x-owa Fg. 1 y-owg Fpy sily reakeji £, sin(a)t) =-F, cos(a)t).
3) Okresli¢ sile reakcji wigzow dzialajaca na ten punkt. Rozwazy¢ przypadki gdy

k 2 k 2 k _ 2
a) —<w* b) —>w* ¢)—=w

m T m
Wsk. Rownanie wigzow we wspotrzednych kartezjanskich mozZna zapisa¢ w postaci:
ycos(a)t)— xsin(a)t) = 0. Przy rozwigzywaniu rozniczkowego rownania ruchu zaleznego od drugich

pochodnych po czasie zmiennych x i y wprowadzi¢ nowg zmienng p (na wartosci ktorej rownanie



wiezow nie wprowadza ograniczen) zwiqzang ze wspotrzednymi kartezjanskimi rownaniami:
x = pcos(wt) y= psin(wt).
Odp. (do punktu 3)

1) Gdyo® > L3 to F,, =-2mx,ywosinh(y)sin(at) F, = 2mx, ywsinh(y)cos(wt), F, =0 gdzie
m

3) Gdy o’ =£ to Fy, =Fp, =F,. =0

Zadanie 9. Znalez¢, wykorzystujac zasade d’Alemberta,
przyspieszenia, z jakimi beda poruszac si¢ klocki o masach my,
m> oraz ms pokazane na ponizszym rysunku. Klocek o masie
m; jest polaczony z niewazkim bloczkiem o promieniu R; ling
o dhugosci /; przerzucong przez niewazki bloczek o promieniu
R;. Bloczek o promieniu R; jest nieruchomy, za$ bloczek o
promieniu R, moze poruszac si¢ tylko w kierunku pionowym.
Przez bloczek o promieniu R przerzucono ling o dtugosci /> na
koncach ktérej umieszczono dwa klocki o masach réwnych m:
oraz m3. Na kazdy z klockow dziata sita ciezkosci skierowana
pionowo w dot. Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego
g. Tarcie niewazkich i nierozciagliwych lin o bloczki pomina¢.
Zadanie 10. Znalez¢ przyspieszenia, z jakim poruszac si¢ beda
klocki o masach m;, m» oraz ms3 pokazane na rysunku. Klocek o
masie m; znajduje si¢ na koncu liny o dlugosci /; przerzucone;j
przez niewazkie bloczki A i1 B o promieniach R4 1 Rp A
odpowiednio, ktérej drugi koniec przymocowano do sufitu. Do A\
bloczka B przymocowano przy pomocy czerwonego preta o
pomijalnie matej masie i dtugosci d> niewazki bloczek C o B _
promieniu Rc. Przez ten bloczek przerzucono ling o dlugosci /2, d, l &
na koncu ktorej zwisaja klocki o masach m> 1 m3 odpowiednio. q
Tarcie lin o nieobracajace si¢ i niewazkie bloczki poming¢.
Bloczki B 1 C moga porusza¢ si¢ tylko w kierunku pionowym, my 1
za$ bloczek A nie porusza si¢ bedac sztywno przymocowany do ]
sufitu przy pomocy preta zielonego o pomijalnie matej masie 1 my
dlugosci d;. Na kazdy z klockow dziala sita cigzkosSci
skierowana pionowo w dot.

Zadanie rozwigza¢ wykorzystujac zasad¢ d’Alemberta.
Znana jest wartos$¢ przyspieszenia ziemskiego g.

. . . . . L. mm, +m,my —2mm,
Odp. (czesciowa) przyspieszenie ciala o masie ma: a, =

m,m, + mm; + m,m,



Zadanie 11. Przez uktad nieobracajacych si¢ i niewazkich bloczkéw przerzucono ling o pomijalnie

matej masie (rysunki ponizej).

(@ (b)

my

m
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z

%

ANAA
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m;

m, my

Lina ta z obu stron (rysunek a) lub z jednej strony (rysunki (b) i (¢)) umocowana jest sztywno do
sufitu. W przypadku sytuacji ukazanych na rysunkach (b) i (¢) na drugim koncu liny umieszczono
klocek o masie m;. Pozostale klocki przymocowano sztywno do bloczkéw przy pomocy
czerwonych pretow o pomijalnie matych masach. Bloczki dotaczone przy pomocy zielonych pretow
o pomijalnie matej masie do sufitu sa nieruchome, za§ pozostale bloczki wiszace na linie moga
poruszac¢ si¢ tylko w kierunku pionowym. Znalez¢ przyspieszenia, z jakim porusza¢ si¢ beda klocki
o masach m;, m> oraz m3 pokazane na rysunkach (a) i (c) oraz klocki o masach m;, m> na rysunku
(b). Tarcie liny o bloczki poming¢. Na kazdy z klockow dziata sita ciezkosci skierowana pionowo w
dot. Zadanie rozwigza¢ wykorzystujac zasade d’Alemberta. Znana jest warto$¢ przyspieszenia

ziemskiego g.
Odp. (czesciowa)
L mymy =2mymy +mimy o mymy +mymy —2mmy

a) al_ g;az— g;a3:

mm, +mm, +m,m, mm, +mm; +m,m,

4m, —2m,

—2mm, +mym; +mm, _

_ _Amm, —4m,m; +4mm; _

b) 4=—"-—"-—"7¢ c) a
4m, +m,

Zadanie 12. Dwa punkty materialne o masach m; 1 m> znajdujg si¢

na ptaszczyznie o rOwnaniu z=0 i s3 polgczone sztywnym pretem o

pomijalnie matej masie 1 dtugosci d. Punkt o masie m; musi

pozosta¢ na prostej o rownaniu x =0, za$ punkt o masie m> na

prostej o réwnaniu y = x (rysunek obok). Na punkty dziata sita

cigzkosci skierowana pionowo w dot. Znalez¢ potozenie
rébwnowagi punktow wykorzystujac zasad¢ prac wirtualnych
(zasad¢ Lagrange’a).

Zadanie 13. Dwa ciata o masach m; i m> poruszaja si¢ po gladkich
prostych opisanych roéwnaniami y=-x oraz y=x odpowiednio
(rysunek obok) pod wplywem sity ciezko$ci skierowanej pionowo
w dot oraz sity odpychajacej dziatajacej w kierunku réwnoleglym
do prostej taczacej oba ciala, o wartosci wprost proporcjonalnej do
odlegtosci r tych ciat od siebie (‘Ez‘:‘FZI‘:kr ). Wypadkowe sity

(bez sit reakcji wigzow) dziatajace na ciata o masach m; 1 m> sg
wiec rowne odpowiednio:

dm,m, +4m;m, + m,m,

mm, +mm; + m,m,

y=X

F

m,

et

Fi :]::Iz +Fc1 =(—k(x2 _xl)a_k(yz _yl)_mlg) sz = szl +ﬁ::2 = (k(xz _xl)’k(yZ _yl)_ng)

(k-dodatnia stata, g-warto$¢ przyspieszenia ziemskiego).

1) Sformutowac zasade d’ Alemberta dla opisanego uktadu oraz znalez¢ rownania ruchu.

m,

P\

y=X

2) Znalez¢ potozenie rownowagi tych cial. Zadanie rozwiaza¢ wykorzystujac zasade prac

wirtualnych (wynikajaca z zasady d’ Alemberta).

3) Znalez¢ ruch obu cial uwzgledniajac warunki poczatkowe ruchu pierwszego ciata
x,(t=0)=1x,,, x,(f =0) =0 oraz drugiego ciata x, (¢ =0) = x,,, x,(t=0)=0

- mg _ . _mg

Odp. (do punktu 2). =—y = =7y, =
Ip. (do p ). X, Vi 2%k X, =) 2"




