Zagadnienia do rozwazenia przed egzaminem z mechaniki klasycznej dla studentow
kierunku fizyka techniczna (dowody wystepuja w pytaniach 1,6,7,13,15,17,20b, 22b,23)
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Wyprowadzi¢ rownanie mogace stuzy¢ do wyznaczenia ruchu wzglednego dwoch ciat
oddziatujacych silg centralng. Pokazaé, iz rbwnanie to ma taka posta¢ jak réwnanie
ruchu hipotetycznego ciala o masie zredukowanej poruszajacego si¢ pod wpltywem
sily centralnej. Powigza¢ energie kinetyczng uktadu ciat oraz moment pegdu tego
uktadu okreslony wzgledem $rodka masy z energia kinetyczng i momentem pedu ciata
o masie zredukowanej. Zaktadajac, iz sita dziatajagca miedzy obydwoma ciatami jest
sita potencjalng poda¢ jakie wielkosci sa catkami ruchu dla tego uktadu.

Okresli¢ mozliwe tory ruchu wzglednego dla uktadu ztozonego z dwdch punktow
materialnych oddzialujacych sita centralng, ktorej warto§¢ jest odwrotnie
proporcjonalna do kwadratu odleglosci tych ciat od siebie, w zaleznos$ci od catkowitej
energii uktadu w ruchu wzglednym. Zatozy¢ iz moment pedu uktadu okreslony
wzgledem $rodka masy uktadu jest rozny od zera, a energia potencjalna uktadu dazy
do zera gdy ciala te znajduja si¢ w nieskonczonej odlegtosci od siebie. Powigzac
wystepowanie okreslonego toru z energig uktadu ciat w ruchu wzglednym.

Rozwazy¢ uklad zlozony z dwoch punktéw materialnych oddzialujacych sitg
centralng, ktorej warto$¢ jest odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odlegtosci tych
cial od siebie. Jakie wielkosci sg catkami ruchu dla tego uktadu?

Jakie wigzy nazywamy holonomicznymi dwustronnymi? Kiedy wigzy te sag
reonomiczne a kiedy skleronomiczne? Sformulowac¢ zasad¢ d’Alemberta dla uktadu
punktow materialnych na ktore natozono wigzy holonomiczne dwustronne. Wyjasnié
sens symboli wystepujacych w zasadzie d’Alemberta. Jaki jest zwigzek przesunigcia
wirtualnego z przesunigciem rzeczywistym punktu obrazu ukladu w przestrzeni
konfiguracyjnej w przypadku wystgpowania wigzow holonomicznych dwustronnych
skleronomicznych? Czy relacja taka zachodzi takze wtedy gdy wigzy sa reonomiczne?
Jakie zalozenia dotyczace sit reakcji przyjmuje si¢ przy formulowaniu zasady
d’Alemberta? W przypadku jakich wiezéw sity reakcji wiezow nie wykonujg pracy
podczas ruchu uktadu?

Sformutowa¢ rownania Lagrange'a I rodzaju i pokazaé, iz s3 one rownowazne
zasadzie d’Alemberta czyli zasad¢ d'Alemberta mozna wyprowadzi¢ z réwnan
Lagrange'a I rodzaju a rownania Lagrange'a I rodzaju mozna wyprowadzi¢ z zasady
d'Alemberta.

Sformutowa¢ zasade d’Alemberta oraz pokaza¢ iz z zasady tej wynikajg rownania
Lagrange’a Il rodzaju zawierajace wspotrzedne i sity uogdlnione.

Sformutowa¢ zasad¢ prac wirtualnych (zasade Lagrange’a) sluzaca do okreslenia
potozenia réwnowagi ukladu punktow materialnych. Czym rozni si¢ ona od zasady
d’Alemberta?

Zakladajac iz wszystkie sity dzialajace w uktadzie sg potencjalne jak mozna okresli¢
potozenie roéwnowagi ukladu na drodze analizy potencjatu zaleznego od
wspotrzednych uogoélnionych wprowadzonych do opisu tego uktadu? Jak mozna
sprawdzi¢ czy potozenie rownowagi jest polozeniem trwalym (stabilnym) na drodze
analizy tego potencjatu? Co mozna powiedzie¢ o sitach uogoélnionych w potozeniu
rownowagi?

Czym sa wspotrzedne uogdlnione? Jakie muszg posiada¢ one wiasnosci by mozna je
byto wykorzysta¢ do opisu ruchu uktadu mechanicznego na ruch ktérego natozono
wiezy? Czy rownania wiezOw (zapisane we wspotrzednych kartezjanskich) po
wstawieniu do nich relacji wigzacych wspotrzedne kartezjanskie ze wspotrzednymi
uogdlnionymi wprowadzaja ograniczenia na wartosci jakie moga przyjmowaé
wspotrzedne uogolnione? Jaka ilos¢ wspodhrzednych uogdlnionych jest potrzebna do
opisu w przestrzeni trojwymiarowej ruchu uktadu zloZzonego z n punktow
materialnych, na ruch ktérego natozono p wigzéw holonomicznych dwustronnych?
Jak mozemy powigza¢ sily uogolnione ze sktadowymi w uktadzie kartezjanskim sit
dziatajacych na ciala wchodzace w sktad ukiladu? W jakiej ogdlnej postaci
zawierajacej sily uogolnione mozna zapisa¢ rownania Lagrange’a II rodzaju?

Dla jakich uktadéw mozna okresli¢ funkcje Lagrange’a? Jak mozna jg wyznaczyC?
Jaki jest zwigzek wielkos$ci V(q,t) oraz U(q,q,t)wykorzystywanych do okre$lenia tej
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funkcji z sitami uogo6lnionymi? Czym sg wielkosci V(q,t) oraz U(q,q,t)? Jaka postac
przyjmuja roéwnania Lagrange’a Il rodzaju w przypadku ukladoéw dla ktéorych mozna
wprowadzi¢ funkcje Lagrange’a?

Jakie wspotrzedne nazywamy wspotrzednymi cyklicznymi? Jakie wielko$ci zwigzane
z tymi wspohrzednymi sg catkami ruchu?

Jak definiujemy ped uogolniony zwigzany ze wspolrzgdna uogdlniong? Kiedy ped
uogolniony jest catkg ruchu? Czy ped uogolniony moze by¢ sktadowa momentu pedu
ciata w pewnym krzywoliniowym ukladzie wspotrzgdnych? Czy ped uogélniony moze
by¢ rowny zeru gdy ciato spoczywa? Poda¢ odpowiednie przyktady.

Pokaza¢, iz wowczas gdy zwiazki migdzy wspotrzednymi kartezjanskimi punktow
materialnych a wspoétrzednymi uogolnionymi nie zawieraja czasu, a wszystkie sily
dziatajace w uktadzie sg potencjalne (potencjat moze zaleze¢ tylko od wspotrzednych
uogolnionych 1 czasu) to uogolniona energia G (rowna co do wartosci funkcji
Hamiltona H) jest rowna sumie energii kinetycznej i potencjatlu uktadu punktow
materialnych. Kiedy uogdlniona energia jest statg ruchu?

Omowi¢ mate drgania uktadu mechanicznego wokot potozenia rownowagi. W
szczegblnosci okreslic:

a) Wokot jakiego potozenia réwnowagi uktad moze wykonywaé mate drgania?
Co mozna powiedzie¢ o zachowaniu potencjalu wokot takiego potozenia
réwnowagi?

b) W jakiej postaci nalezy zapisa¢ wzory opisujagce w sposob przyblizony energie
kinetyczng 1 potencjalng uktadu mechanicznego wykonujacego mate drgania
wokol potozenia rownowagi? Zapisa¢ te wzory w postaci macierzowej. Jakie
warto$ci muszg przyjmowacé wspoOhrzgdne uvogélnione wykorzystane do
sformutowania tych wzoréw w potozeniu rownowagi?

c) Jak mozna okresli¢c czgstotliwo$¢ matych drgan analizowanego uktadu
mechanicznego? Jaka ogdlng posta¢ ma zalezno$¢ od czasu wspotrzednych
uogodlnionych w trakcie matych drgan uktadu?

d) Jakie wspotrzedne nazywamy wspoirzednymi normalnymi? Jaka posta¢ ma
funkcja Lagrange’a przy przyje¢ciu za wspotrzedne uogolnione wspotrzednych
normalnych? Jakim zmianom podlegaja macierze wprowadzone w puncie b)
po dokonaniu transformacji wspotrzgdnych uogélnionych do wspdirzgdnych
normalnych?

Sformutowaé zasad¢ wariacyjng Hamiltona. Co oznaczaja symbole wprowadzone do
zapisu tej zasady przy pomocy wzoru matematycznego? Pokaza¢ rownowaznos$¢
zasady wariacyjnej Hamiltona z rownaniami Lagrange’a Il rodzaju. Czy spehienie tej
zasady stanowi takze warunek dostateczny by dziatanie Hamiltona przyjmowato
warto$¢ minimalng dla ruchu rzeczywistego?

a) Jak definiujemy funkcje Hamiltona? Od jakich zmiennych moze zaleze¢ funkcja
Hamiltona? Kiedy funkcja Hamiltona jest rowna co do warto$ci sumie energii
kinetycznej i potencjatu uktadu? Kiedy funkcja Hamiltona jest statg ruchu?

b) Zapisa¢ w ogdlnej postaci réwnania Hamiltona. Ile jest tych rownan w przypadku
uktadu o f stopniach swobody? Czym réznig si¢ one od rownan Lagrange’a II
rodzaju? Zwroci¢ uwage na rzad rdéwnan oraz ich liczbe.

¢) Sformulowa¢ twierdzenie Poissona-Jacobiego dotyczace znajdywania calek ruchu
oraz poda¢ przyktad jego zastosowania.

Okresli¢ posta¢ funkcji Lagrange’a 1 Hamiltona dla czastki o tadunku g poruszajgce;j
si¢. w polu elektromagnetycznym opisanym potencjatem skalasmym ¢ oraz

wektorowym A danym w ukladzie kartezjanskim wzorem A= (AX,Ay,AZ)

(potencjaly te sg zalezne od skladowych kartezjanskich wektora wodzacego czastki).
Zatozy¢, iz na czastke nie natozono wigzéw, a wspdlrzednymi uogolnionymi
przyjetymi do opisu ruchu czastki sa wspolrzedne kartezjanskie. Okresli¢ pedy
uogolnione zwigzane z tymi wspotrzednymi. Czy pedy uogolnione sg rowne zeru gdy
czastka spoczywa?

Omowi¢ pojecie przestrzeni fazowej w szczegolnosci rozwazyC¢ nastepujgce
zagadnienia
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a) Jaki wymiar ma przestrzen fazowa dla ukladu o f stopniach swobody? Jakie
wielkos$ci okreslaja potozenie uktadu w przestrzeni fazowej w ustalonej chwili
czasu?

b) Jakie unikalne wlasciwosci posiada przestrzen fazowa, ktére odrdzniaja ja od
przestrzeni konfiguracyjnej? Czy trajektorie opisujace ruch punktu materialnego w
przestrzeni fazowej moga si¢ przecina¢? Czy trajektorie opisujace ruch punktu
materialnego w przestrzeni konfiguracyjnej mogg si¢ przecina¢? Odpowiedz
uzasadni¢.

¢) Sformutowac¢ twierdzenie Liouville’a.

Naszkicowac trajektorie w przestrzeni fazowej dla wahadla matematycznego. Jak

posta¢ trajektorii zalezy od energii calkowitej wahadta? Przyja¢ iz energia
potencjalna jest réwna zeru gdy ni¢ wahadta zwisa pionowo do dotu.

a) Zdefiniowa¢ nawias Poissona dwoéch funkcji zaleznych od wspoétrzednych
uogolnionych gq,......... .4 > pedow uogolnionych p,......... ,D; Oraz czasu.

Czemu réwne s3 nawiasy Poissona wspoirzednych i1 pedéw uogolnionych
stuzacych do opisu polozenia analizowanego uktadu mechanicznego w
przestrzeni fazowej?

b) Wykorzystujac rownania Hamiltona wyproOwadzi¢ wzér wigzacy pochodng
zupelng po czasie funkcji F (g, p,t) zaleznej od wspdirzednych uogdlnionych,
pedoéw uogdlnionych i czasu z nawiasem Poissona. Kiedy funkcja F' jest stalg
ruchu? W szczegdlnosci okresli¢ kiedy funkcja Hamiltona jest stalg ruchu?

a) Jakie przeksztatcenia wspotrzednych i pedéw z nimi kanonicznie sprzgzonych
nazywamy przeksztalceniami kanonicznymi? Co mozna powiedzie¢ o postaci
rownan Hamiltona zapisanych po dokonaniu przeksztatcenia kanonicznego? W
jaki sposdb mozna sprawdzi¢ iz dane przeksztatcenie jest kanoniczne?

b) Czym jest funkcja S spetniajgca ponizsze rownanie Hamiltona-Jacobiego

H(q,p :a—S,t)+a—S:O
oq ot
Jakie przeksztalcenie kanoniczne ona opisuje? Jaka posta¢ ma funkcja
Hamiltona 1 réwnania Hamiltona w nowych zmiennych po tym
przeksztatceniu?

a) Sformulowa¢ twierdzenie Noether w wersji uproszczonej (bez uwzglednienia
wariacji czasu rozwazajac funkcjonat w postaci dzialania Hamiltona).
b) Rozwazy¢ uktad ztozony z punktéw materialnych, na ktéry nie nalozono wiezéw
oraz transformacje tego uktadu polegajaca na
I) translacji uktadu w przestrzeni wzdtuz osi Ox o dowolnie wybrang
odleglos¢.
IT) obrocie uktadu wokot osi Oz o dowolnie wybrany kat
Jezeli w wyniku takiej transformacji (niezaleznie od wyboru odleglosci i kata)
dziatanie Hamiltona nie ulega zmianie to jaka wielko$¢ jest na mocy twierdzenia
Noether catka ruchu dla tego uktadu? Rozwazy¢ przypadki I) i II). W przypadku
translacji udowodni¢ odpowiedz bezposrednio odwotujac si¢ do twierdzenia Noether.
Rozwazy¢ ciagla grupe transformacji wspolrzednych uogdlnionych ¢, — g, + dq,
(I=1,...f;) opisujacych pewien uklad mechaniczny o f stopniach swobody (dg,-
wariacja wspoOlrzednej ¢, bez wariacji czasu). Pokazaé, iz w przypadku gdy
niezmiennikiem  rozwazanych  transformacji  jest  dzialanie =~ Hamiltona

ty
Lagrange’a L (niezaleznie od wyboru granic calkowania #y,#;) to istnieje calka (stata)
L oL
ruchu okreslona wzorem —0q, (udowodni¢ uproszczona wersje twierdzenia
=1 04,

Noether)



Zadania, bardzo zblizone do zadan ktore moga pojawic¢ si¢ na egzaminie:

- r
Zadanie 1. Ciato o masie m porusza si¢ pod wptywem wypadkowej sity F = f(r)—,
r

bedacej silg centralng. Ponadto sifa ta jest odwrotnie proporcjonalna do kwadratu odlegtosci

ciata od poczatku uktadu wspotrzgdnych, tzn. f (r) = —%( gdzie a-stata). W oparciu o
r

~ | Yy

réwnania ruchu pokaza¢, iz wektor Runge-Lentz’a zdefiniowany wzorem: M =7 x L -«

(gdzie L -moment pedu ciata) jest staty w trakcie ruchu ciata
Zadanie 2. Cialo o masie m porusza si¢ pod wptywem sily centralnej opisanej wzorem:

. al :
F= i (7 -wektor wodzacy ciata, « -stala)

Znalez¢ w biegunowym uktadzie wspoétrzednych wprowadzonym w plaszczyznie ruchu

roOwnanie toru, po jakim porusza si¢ to ciato. Wiadomo, iz catkowita energia ciata wynosi £ i
jest wigksza od zera, za§ moment pe¢du ciala okreSlony wzgledem poczatku uktadu

wspotrzednych ma warto$¢ L=0. Zatozy¢ iz 02—21 < 1. Ponadto wiadomo iz odleglo$¢ ciata od

poczatku uktadu wspotrzednych » osigga warto$¢ minimalng dla ¢ = 0.

Wsk. W ruchu pod wplywem sity centralne;j:

-~ 2 2
wypadkowa sita F = f(r)= gdzie f(r)= _L_{d_z (l] + l} ,
r mr-|dep \r) r

2 2
energia kinetyczna 7 = L i(lj + Lz (L= ‘Z‘ )
2m|| dep\r r

Zadanie 3. Punkt materialny o masie m zsuwa si¢ pod wptywem sily cigzkosci

F = (0,0,—mg) po spirali opisanej rOwnaniami:

x(z) = acos(kz) y(z) = asin(kz)

gdzie a,k to dodatnie state.

Wyznaczy¢ ruch punktu materialnego przy pomocy

a) zasady d’Alemberta.

b) rownan Lagrange’a I rodzaju

Znane s3 warunki poczatkowe ruchu z(t =0)=z,oraz z(t=0)=2z,. Znana jest wartos¢
przyspieszenia ziemskiego g.

Zadanie 4. Znalez¢ przyspieszenie, z jakim poruszac si¢
bedzie klocek o masie m;=m pokazany na ponizszym ~ AN
rysunku. Klocki o masach m;=m i m3=3m sa potaczone 0
niewazka 1 nierozciggliwg nicig przerzucong przez uktad

niewazkich i nieobracajacych si¢ bloczkow pokazanych na l 3
rysunku. Do $rodka jednego z bloczkéw, ktory moze
porusza¢ si¢ w kierunku pionowym, dolaczony jest
klocek o masie m>=2m. Pozostale bloczki sg catkowicie m=m [ R
nieruchome. Tarcie liny o bloczki pomingé. Na kazdy z
klockow dziata sita ciezkos$ci skierowana pionowo w dot. I—_—I .
Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g. ? ’
Zadanie rozwigza¢ wykorzystujac zasade d’Alemberta.

my=2m




Zadanie 5. Punkt materialny o masie m porusza si¢ po powierzchni bocznej z
walca o rownaniu x° + y*> = R* (R-promien podstawy walca) pod dziataniem TN
sity proporcjonalnej do jego odleglosci od poczatku uktadu wspotrzednych N
F L =—kr = (— kr,—ky,—kz) (k-znana statla dodatnia) oraz sily cigzkosci 7
F, =(0,0,-mg). Wiadomo przy tym, ze x(t=0)=R, z(t=0)=z, oraz o

j/(t = 0) =Y, z'(t = 0) = Z,. Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.
a) Sformutowac zasade d’Alemberta dla tego uktadu /
b) Zapisa¢ rownania Lagrange’a I rodzaju dla tego uktadu i
¢) Znalez¢ funkcje Lagrange'a opisujgcg ruch punktu materialnego.
d) Napisa¢ rownania Lagrange'a II rodzaju opisujace ruch punktu
materialnego.
e) Rozwigzac¢ te rbwnania i znalez¢ ruch punktu materialnego.

Zadanie 6. Prosta przechodzaca przez poczatek uktadu

wspotrzednych przecinajaca o§ pionowa (Oz) pod statym w czasie z

katem o («a € [0,%}) obraca si¢ dookota tej osi ze stalg predkoscia ~

F,
m N\
katowa @ = (0,0, a)) Po prostej porusza si¢ bez tarcia ciato (punkt )

materialny) o masie m. Na cialo dziala sita harmoniczna
Fh =—kr =(— kx,—ky,—kz) gdzie k-dodatnia stata. Wyznaczy¢ ruch

U

tego ciala przy pomocy roéwnania Lagrange’a drugiego rodzaju. O/, X
Zatozy¢ iz ks w” sin”(a). Zaniedba¢ wplyw sity cigzkosci na ruch
m

ciata. Przyja¢, ze w chwili poczatkowej cialo spoczywato w ukladzie

odniesienia zwigzanym z obracajaca si¢ prosta, zas jego odlegtos¢ od

poczatku uktadu wspotrzgdnych wynosita s,, przy czym:

x(t=0)=s,sin(a), y(t=0)=0.

Zadanie 7. Znalez¢ funkcje Lagrange’a oraz zapisa¢ réwnania Lagrange’a II rodzaju w
przypadku elektronu o tadunku e<0 1 masie m poruszajacego si¢ w stalym jednorodnym polu
magnetycznym opisanym poprzez potencjal skalarny rowny zeru i potencjat wektorowym
okre§lony we wspotrzednych kartezjanskich przez wektor A4 = (—%,%, j(gdzie B-stata,

x,y- wspotrzedne w uktadzie kartezjanskim).

Znalez¢ pedu uogolnione zwigzane ze wspotrzednymi uogdlnionymi oraz uogoélniong energie

G. Ktére z powyzszych wielkosci sg statymi (catkami) ruchu?
Wsk. L=T-U,U=-ev-A, gdzie v -predkos¢.

Zadanie 8. Rozwazy¢ ruch ciala (punktu materialnego),

ktére porusza si¢ po przecigciu powierzchni kuli o

|

1 S

|

promieniu R i Srodku w poczatku uktadu wspotrzednych /{»r S
x> +y*+z°=R*> oraz drgajacej wzdluz os OZ R

ptaszczyzny zgodnie z réwnaniem z= Rsin(a)t) w polu =

sity  ciezkosci. 136 =[0,0,—mg] w przedziale czasu

[0,21). Znane s3 warunki poczatkowe ruchu:
@

x(t=0=R,y(t=0)=y,.

1) Zapisa¢ rownanie Lagrange’a Il rodzaju przyjmujac za wspotrzedna uogdlniong kat o w

uktadzie sferycznym
2) Okresli¢ ped uogodlnionym zwigzanym z ta wspotrzedng

3) Znalez¢ ruch punktu materialnego.



3) Znalez¢ uogdlniong energie G. Czy jest ona catkg ruchu?

Zadanie 9. Dwa punkty materialne o tej samej masie

umieszczonym poziomo gladkim precie o dlugosci 3a. © 1

m
rowne] m mogg porusza¢ si¢ po nieruchomym, AN AN
;T
!

Punkty te polaczone sg miedzy soba i koncami preta za |
pomoca 3 sprezyn spetniajacych prawo Hooke’a.
Wiadomo, iz wspolczynnik sprezystosci kazdej ze

sprezyn jest rowny k, za$ dlugo$¢ kazdej ze sprezyn w

stanie gdy sprezyna nie jest naprezona jest rowna a.

1) Przyjmujac za wspotrzedne uogdlnione wychylenie punktow materialnych z potozenia
rownowagi ¢, =x,—a, ¢, =X, —2a znalez¢ funkcj¢ Lagrange'a (poczatek uktadu
wspolrzednych umieszczono w lewym koncu preta).

2) Wyznaczy¢ czesto$ci kotowe drgan wiasnych uktadu oraz znalez¢ réwnania opisujace
zalezno$¢ od czasu wspotrzednych ¢,,q, w trakcie ruchu punktéw materialnych
(réwnania te mogg zawierac¢ 4 state zalezne od warunkéw poczatkowych ruchu).

Zadanie 10. Znalez¢ funkcje Lagrange’a, pedy wuogélnione zwigzane (sprz¢zone
kanonicznie) ze wspotrzednymi uogdlnionymi oraz funkcje Hamiltona oraz zapisa¢ rownania
Lagrange’a Il rodzaju oraz rOwnania Hamiltona w przypadku czastki o masie m poruszajace;j

si¢ po powierzchni kuli o promieniu R pod wptywem sily cigzkosci E = (0,0,—mg)
Okresli¢ czy funkcja Hamiltona oraz pedy uogolnione kanonicznie sprezone z wybranymi
wspotrzednymi uogdlnionymi sg statymi ruchu.

Zadanie 11. Znalez¢ funkcje Lagrange’a, pedy uogdlnione zwigzane (sprz¢zone kanonicznie)
ze wspotrzednymi uogodlnionymi oraz funkcje Hamiltona oraz zapisa¢ rownania Hamiltona w
przypadku elektronu o tadunku e<0 i masie m poruszajacego si¢ w stalym jednorodnym polu
magnetycznym opisanym poprzez potencjat skalarny rowny zeru i potencjat wektorowy

okreslony we wspotrzednych cylindrycznych przez wektor A4 = BTPé(p (gdzie B-stata, p-

jedna z trzech wspotrzednych w uktadzie cylindrycznym).

Za wspobtrzedne uogdlnione przyjaé wspotrzedne w ukladzie cylindrycznym. Czy funkcja
Hamiltona oraz pe¢dy uogolnione kanonicznie sprezone z wybranymi wspotrzednymi
uogdlnionymi sg statymi ruchu?

Wsk. L=T-U, U=—ev-4A, gdzie predkos¢: v =pe, +pge,+ze., €,,e,e. -wersory

P2 ez

uktadu cylindrycznego




