Zadania projektowe.

Zadanie 1,2,3 do rozwigzania do S maja, zadania 4-12 do rozwiazania do 12 maja, zadania
13-31 do rozwiazania do 26 maja, zadania 32-33 do 3 czerwca.

Zadanie 1. (5 pkt.)

Ciato o masie m porusza si¢ pod wptywem sity centralnej opisanej wzorem F= (— = - —) -

gdzie « -stala dodatnia, [ -stala. Wyznaczy¢ réwnanie toru ciatla przy pomocy metod

analitycznych zaktadajgc iz parametr k = 1 — BL—T > 0 (L -warto$¢ momentu pegdu ciata) zas

energia ciata £<0. Jedng z dwdch statych pojawiajacych si¢ we wzorze okreslajagcym rownanie
toru uzalezni¢ od warto$ci momentu pedu i energii ciata. Okresli¢ zmiang kata ¢ w ukladzie
biegunowym po ktorym cialo wraca do potozenia poczatkowego. Kiedy ruch ciata jest
periodyczny?

* Zadanie 2. (5 pkt.)

Rozwazy¢ ruch ciata o masie m na ktore dziala sita centralna:

>

= at
F=-2C
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gdy stata a>0 (sita przyciagajaca) dla nastepujacych wartosci parametru f=2; 2.2; 1.8.

Znalez¢ w biegunowym uktadzie wspotrzednych wprowadzonym w ptaszczyznie ruchu przy
pomocy metod numerycznych ruch ciata rozwigzujac rownania ruchu

m@ —re?) = mrig =1L,

— 5
Wykresli¢ postaé zaleznosci r(?), ¢(t) oraz r(¢), przedyskutowaé je oraz ewentualnie
przedstawi¢ symulacje ruchu ciata. Obliczenia wykona¢ dla r6znych warto$ci energii ciata £<0
1 momentu pedu ciata L0 1 zbada¢ wptyw zmian energii i momentu pedu na analizowany ruch.
Przyja¢, iz L, = L oraz iz w chwili poczatkowej ruchu /=0 zachodzi r = 0. Warto§¢ r w chwili

poczatkowej ruchu /=0 uzalezni¢ od energii ciata i momentu pgdu ciata korzystajac z wzoru
2

22
wigzacego catkowita energie ciala z wielkosciami », 7 oraz L: E = % + Z:lrz + V(r) gdzie
V(r) oznacza potencjat (energie potencjalng). Okresli¢ zmiane kata ¢ po ktorej uktad znajdzie
si¢ w takiej samej odlegtosci od poczatku uktadu wspotrzednych jak w chwili poczatkowe;.
Mozna przyjaé iz m=Ilkg, a=INm’ lub tez obliczenia wykona¢ w zmiennych
bezwymiarowych, co jest rownowazne przyjeciu iz m=1, a =1 jezeli odleglo$ci mierzymy w

p+1
o

1/2
jednostkach 7y, czas mierzymy w jednostkach( J , predkosci mierzymy w jednostkach



1/2
[ i J , moment pedu mierzymy w jednostkach (amr(f‘ﬂ )mzas' energie w jednostkach

*Zadanie 3. (5 pkt.) Ciato (punkt materialny) o masie m porusza si¢ w polu sity
cigzkosci po powierzchni bocznej stozka, ktorego podstawa lezy na poziomej
powierzchni. Wiadomo, iz kat migdzy podstawg stozka, a tworzaca stozka wynosi
a . Stozek znajduje si¢ w polu sily cigzkosci dziatajacej pionowo w dot. Znana jest
warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.

z

1) Znalez¢ funkcje Lagrange’a i napisa¢ rownania Lagrange’a Il rodzaju. Jako wspotrzedne
uogdlnione przyja¢ dwie z trzech wspotrzgdnych w sferycznym uktadzie wspotrzgdnych
czyli wspotrzedne » oraz ¢. (2 pkt.)

2) Rozwigza¢ przy pomocy metod numerycznych znalezione rownania znajdujac zaleznosé
przyjetych wspotrzednych uogoélnionych od czasu. Wykresli¢ zalezno$ci (%), ¢(t) oraz r(¢)
i je przedyskutowac. Przyjaé, iz @ (t = 0) = 0. Zbada¢ wplyw zmiany energii E i rzutu
momentu pedu ciala na o§ pionowa L. oraz znaku wielkosci 7 w chwili poczatkowej ruchu
na ruch uktadu dla ustalonego r(=0). Wartosci wielkosci 7 (z doktadnos$cig do znaku) oraz
@ w chwili poczatkowej ruchu =0 mozna uzalezni¢ od E 1 L. dla ustalonego r, = r(t = 0)

wykorzystujac wzory wyrazajace catkowitg energie i rzut momentu pedu na o$ pionowa. W

obliczeniach przyja¢, iz m=1kg oraz o = %,% (3 pkt.)

*Zadanie 4 (5 pkt.)

Rozwazy¢ dwa ciala (punkty materialne) o masach m i M odpowiednio potaczone niewazkg i
nierozciggliwa nicig o dlugosci [ przechodzaca przez nieruchomy bloczek o pomijalnie
malym promieniu. Zatozy¢, iz ni¢ moze $lizga¢ si¢ wokot bloczka bez tarcia. Ponadto odcinek
nici faczacy bloczek z cialem o masie M zachowuje zawsze kierunek pionowy za$ odcinek
taczacy bloczek z ciatem o masie m tworzy w czasie ruchu z 0sig pozioma zmienny w czasie
kat 6.

m ~
| 2

1) Znalez¢ funkcje Lagrange’a dla tego uktadu obierajac jako wspotrzedne uogolnione
odlegtos¢ r ciata 0 masie m od bloczka oraz kat 6.



2) Znalez¢ rownania Lagrange’a Il rodzaju opisujace ruch uktadu (2 pkt.).

3) Rozwigzaé otrzymany uktad rownan przy pomocy metod numerycznych zaktadajac iz w
chwili poczatkowej oba ciata pozostawaly w spoczynku, za$ kat € =0. Wykresli¢
zalezno$¢ wielko$ci r oraz € od czasu. Ewentualnie przedstawi¢ symulacje ruchu uktadu.
Zbada¢ wpltyw zmiany stosunku obu mas na ruch ukladu cial. W jakich przypadkach
podczas ruchu ciala zadne z ciat nie osiagnie poczatku uktadu wspotrzednych? (3 pkt.).

*Zadanie 5 (5 pkt.)

Cialo o masie m zamocowano za pomoca niewazkiej sprezyny o stalej sprezystosci k& do
poczatku uktadu wspotrzednych. Diugos¢ sprezyny w stanie w ktorej sprezyna nie jest Sci$nigta
ani rozciggnigta jest rowna /. Cialo to moze porusza¢ si¢ w plaszczyznie pionowej pod
wplywem sity cigzkosci oraz sity spr¢zystosci.

1)Znalez¢ rownania Lagrange’a II rodzaju opisujace ruch ciata umieszczonego na koncu
sprezyny (2 pkt.).

2) Znalez¢ potozenie rownowagi ciata

3) Rozwigza¢ numerycznie otrzymane réwnania dla wybranych warunkéw poczatkowych
ruchu, zakladajac iz w chwili poczatkowej cialo spoczywalo. Zbadaé jak na ruch uktadu

wpltywa zmiana warunkoéw poczatkowych ruchu (w szczegdlnosci zanalizowaé warunki
poczatkowe ruchu bliskie potozeniu rownowagi) (3 pkt.).

*Zadanie 6 (5 pkt.)
Punkt zawieszenia wahadta matematycznego o dtugos$ci / i masie m umieszczono na krawedzi
kota o promieniu R, ktore obraca si¢ ze statg predkoscia katowa o wartosci w w kierunku
zgodnym z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara. W chwili /=0 punkt zawieszenia wahadta
S znajdowat si¢ na tej samej wysokosci co §rodek kota na prawo od niego.



Traktujac kat ¢ pokazany na rysunku jako wspodtrzedng uogdlniong znalezé rownanie
Lagrange’a II rodzaju opisujace ruch wahadta (2 pkt.). Rozwigza¢ numerycznie otrzymane
rownanie przy zalozeniu iz wahadto w chwili poczatkowej jest nieznacznie odchylone od pionu

oraz ¢(t=0)=0 dla nastgepujacych parametrow /=1m, a)=1.2\/% , a)=0.6\/% oraz

o= 0.4\/% i R=0.2/, R=0.5], R=1. Wykresli¢ zalezno$¢ kata ¢ od czasu dla rozwazanych
przypadkéw (3 pkt). Ewentualnie przedstawi¢ symulacje ruchu uktadu.

*Zadanie 7 (5 pkt.)

3,

mg

Punkt zawieszenia niewazkiej sprezyny o statej sprezystosci £ umieszczono na krawedzi kota
o promieniu R, ktore obraca si¢ ze stala predkoscia katowg o wartosci @ w kierunku
przeciwnym do kierunku ruchu wskazéwek zegara. W stanie w ktorym spr¢zyna nie jest
$ci$nieta ani rozciggnigta jej dtugos¢ wynosi /. Na konicu sprezyny umieszczono ciato o masie
m. W chwili =0 punkt zawieszenia wahadta S znajdowat si¢ na tej samej wysokosci co srodek
kota na prawo od niego. Znalez¢ réwnania Lagrange’a II rodzaju opisujace ruch ciata
umieszczonego na koncu sprezyny (2 pkt.). Rozwigza¢ numerycznie otrzymane réwnania dla
wybranych warunkow poczatkowych ruchu dla réznych wartosci m, R, /1 k (3 pkt.).



*Zadanie 8 ( 5 pkt.)
Dwa ciata o jednakowych masach m;=m>=m kazde znajduja si¢ na koncu nierozciagliwej i
niewazkiej nici o dtugosci / przerzuconej przez uktad ztozony z dwdch nieobracajacych si¢
bloczkow. Tarcie nici o bloczki pomijamy. Ciato pierwsze moze poruszac¢ si¢ tylko w kierunku
pionowym a ciato drugie moze poruszac si¢ ptaszczyznie pionowej. Na oba ciala dziata sita
cigzkosci

1) Znalez¢ funkcje Lagrange’a i roOwnania Lagrange’a II rodzaju przyjmujac za
wspolrzedne uogolnione odlegtos¢ ciata 2 od bloczka r oraz kat 0 jaki ni¢ na koncu
ktorej znajduje si¢ to ciato tworzy z kierunkiem pionowym.

2) Rozwigza¢ przy pomocy metod numerycznych te rOwnania zaktadajac iz w chwili
poczatkowej oba ciata spoczywaja, zas kat 6 jest rozny od zera, cho¢ niewielki i
wykresli¢ zaleznos¢ obu wspotrzednych uogédlnionych od czasu. Jak zmiana kata 6
w chwili poczatkowej ruchu wptywa na ruch uktadu, w szczegoélnosci $rednie
przyspieszenie z jakim porusza si¢ ciato 1.

Zadanie 9 (5 pkt.)

Ciato o masie m porusza si¢ po okregu o promieniu R potozonym w plaszczyznie pionowej pod
wplywem sily ciezkos$ci skierowanej pionowo w dot wzdtuz osi Oz. Dodatkowo okrag obraca
si¢ wokot osi Oz z predkoscig katowa w

1) Znalez¢ funkcje Lagrange’a i napisa¢ rownanea Lagrange’a Il rodzaju (1 pkt.).

2) Znalez¢ potozenia rownowagi, w ktérych ciato umieszczone bez predkosci poczatkowe;
bedzie spoczywato w uktadzie zwigzanym z okrggiem. W szczegdlnosci pokazac iz
jednymi z potozeh rownowagi sa punkty dla ktorych € =6, , okreslone rownaniem

cos(9m)= Ri} > wowcezas gdy @ > \/% Jakie inne potozenia ciata sg potozeniami

rownowagi? Okresli¢ dla nich wartos¢ 6, (1 pkt).



3) Okresli¢ w przyblizony sposob zachowanie si¢ ciata umieszonego w poblizu takich
punktéw wprowadzajac do opisu ruchu katy 0=0- 0, o ktorych zalozy¢ znajdujac
rozwigzanie przyblizone rownan ruchu iz sin(§ ) ~0 , cos(§ ) ~ 1. Kiedy cialo nie bedzie
si¢ oddala¢ od punktow okreslonych w punkcie 2? Okresli¢ czgsto$¢ drgan uktadu
wokol potozen rownowagi (w ruchu analizowanym w ukladzie zwigzanym z
obracajgcym si¢ okrggiem) gdy w trakcie drgan ciato pozostaje blisko tych potozen (3
pkt.)

*Zadanie 10 (5 pkt.)

Cialo o masie m porusza si¢ po okregu o promieniu R polozonym w ptaszczyznie pionowej pod
wptywem sily cigzkos$ci skierowanej pionowo w dét wzdtuz osi Oz. Dodatkowo okrag obraca
sie¢ wokot osi Oz z predkoscia katowa w

1) Znalez¢ funkcje Lagrange’a i napisa¢ rownanie Lagrange’a Il rodzaju (1 pkt.).

2) Znalez¢ potozenia rownowagi, w ktorych ciato umieszczone bez predkosci poczatkowej
bedzie spoczywato w uktadzie zwigzanym z okregiem. W szczego6lnosci pokazaé iz
jednymi z polozen rownowagi sg punkty dla ktérych € =6, , okreslone rownaniem

m

cos(Hm): Ri} ~ wowczas gdy > \/% . Jakie inne potozenia ciata sg potozeniami

rownowagi? Okresli¢ dla nich wartos¢ 6, (1 pkt).
3) Rozwigzaé numerycznie rownanie znalezione w punkcie 1) dla r6znych odleglosci ciata
od wyznaczonych potozen rdwnowagi przyjmujac np. iz R=1m. Rozwazy¢ przypadek

gdy w = 0.5 \/% orazw = 1.5 \/%. Dla kazdego z rozwazanych przypadkow wykresli¢

zalezno$¢ od czasu kata 0 pokazanego na rysunku (3 pkt.)

sprezyna

#Zadanie 11 (5 pkt.) 1
g/2

Ciato o masie m porusza si¢ po okregu o promieniu £ >
potozonym w ptaszczyznie pionowej pod wptywem
sily cigzko$ci skierowanej pionowo w dot wzdluz osi 2]
Oz. Dodatkowo ciato to pofaczono z najwyzszym
punkcie na okregu sprezyng, ktorej dtugos¢ w stanie
rownowagi jest rowniez réwna /. z mg




1) Znalez¢ funkcje Lagrange’a i napisa¢ rownania Lagrange’a Il rodzaju przyjmujac jako
wspotrzedng uogdlniong kat € pokazany na rysunku (1 pkt.).

2) Znalez¢ potozenia rownowagi, w ktérych ciato umieszczone bez predkosci poczatkowe;
bedzie spoczywato. W szczego6lnosci pokaza¢ iz jednymi z polozen réwnowagi sg

1
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<%. Jakie inne polozenie ciala odpowiada potozeniu rownowagi. Okresli¢ dla

punkty dla ktérych 8 = 6, , okreslone rownaniem cos(e—'”j = wowczas gdy

mg
ki
niego wartos¢ @, ( 1 pkt.).

3) Okresli¢ w przyblizony sposob zachowanie si¢ ciata pozostajagcego w trakcie ruchu w
poblizu potozen rownowagi, wprowadzajac do opisu ruchu katy 0=0- 6, o ktorych
zatozy¢ znajdujac rozwigzanie przyblizone rownan ruchu iz
sin(§ ) ~0, sin[%] ~ %,COS[%J ~1 . Wokoét jakich punktow i przy jakich zalozeniach
jest mozliwy ruch ciata zachodzacy w taki sposob iz cialo bedzie wykonywa¢ drgania
pozostajac stale w poblizu potozenia rownowagi. W przypadku potozenia réwnowagi

! rozwazy¢ przypadki gdy ne 1

2[1 B mgj K 2
kl

innego od tych dla ktérych cos(%”j =
oraz % > % Okresli¢ czestos¢ drgan ciata wokot potozen réwnowagi gdy w trakcie

drgan cialo pozostaje blisko potozenia rownowagi wykonujac takie drgania (3 pkt.).

*Zadanie 12 (5 pkt.)

Cialo o masie m porusza si¢ po okregu o promieniu /
polozonym w plaszczyznie pionowej pod wptywem
sity cigzkosci skierowanej pionowo w dot wzdtuz osi

sprezyna

Oz. Dodatkowo cialo to pofaczono z najwyzszym
punkcie na okrggu sprezyna, ktorej dlugos¢ w stanie
réwnowagi jest rowniez rowna /. 0

z mg

1) Znalez¢ funkcje Lagrange’a i napisa¢ réwnania Lagrange’a II rodzaju przyjmujac jako
wspoétrzedng uogolniong kat @ pokazany na rysunku (1 pkt.).

2) Znalez¢ potozenia rownowagi, w ktorych ciato umieszczone bez predkosci poczatkowej
bedzie spoczywato. W szczegolnosci pokazaé iz jednymi z potozen réwnowagi sa

punkty dla ktorych 6 = 6, , okreslone rownaniem cos( O j = _ wowczas gdy

2(1 _ mgj
kl



mg
ki
niego wartos¢ 6, (1 pkt.).

<%. Jakie inne potozenie ciala odpowiada potozeniu rownowagi. Okresli¢ dla

3) Rozwigza¢ numerycznie rOwnanie znalezione w punkcie 1) w przypadku gdy cialo w
chwili poczatkowej spoczywato w poblizu potozen rownowagi. Mozna przyjac np. iz
m=1kg, /=1m 1 zbada¢ jak na ruch ciala wptywa zmiana statej k. Rozwazy¢ przypadki
gdy % < % oraz mk_Eg > % Dla kazdego z rozwazanych przypadkow wykresli¢
zalezno$¢ od czasu kata 0 pokazanego na rysunku. Wokot jakich potozen rownowagi
jest mozliwy ruch ciata zachodzacy w taki sposob iz cialo bedzie wykonywa¢ drgania R
pozostajac stale w poblizu potozenia rownowagi? (3 pkt.)

*Zadanie 13 (5 pkt.). Po dwoch gladkich, poziomych okregach o promieniach R kazdy, o
srodkach polozonych na wspolnej osi pionowej w odlegtosci d, poruszaja si¢ dwa ciata (punkty

materialne) o masach m; oraz m> pod wptywem sily przyciagajacej wprost proporcjonalnej do

odleglosci 7 tych ciat od siebie o warto$ci ‘13 ‘ = kr dzialajacej wzdluz prostej przechodzacej

przez polozenia tych dwoch ciat (k-stata dodatnia).
1) Znalez¢ funkcje Lagrange’a przyjmujac za wspotrzedne uogolnione S
brane wspolrzedne okreslajace polozenie kazdego z cial w e )

wy poLrze jace p g . R
cylindrycznym uktadzie z osig Oz prostopadlta do ptaszczyzny — 7% —u | —
okregow.

2) Wyznaczy¢ wspdlng czestos¢ matych drgan obu cial wokot y d
punktow lezacych na okregach w ktorych odlegtos¢ migdzy ciatami
jest minimalna. Opisa¢ zachowanie si¢ punktow materialnych gdy U

w chwili poczatkowej oba ciata spoczywaly i odlegto$¢ migdzy ' L R.;\:
nimi byla bliska minimalnej odlegtosci migdzy nimi (3 pkt.). Sk
3) Zapisa¢ $ciste rownania Lagrange’a II rodzaju. m,

4) Rozwigza¢ otrzymane rownania wykorzystujagc metody numeryczne i wykresli¢ zalezno$ci
wspotrzednych uogdlnionych od czasu. Poréwnaé otrzymane rozwigzania z tymi
wyznaczonymi w sposob przyblizony w punkcie 2 (3 pkt.).

**Zadanie 14 (5 pkt.). Rozwazy¢ wahadlo podwojne fizyczne ztozone z dwodch cienkich
jednorodnych pretow o dtugosci /1 masie m kazdy

()




Koniec pierwszego preta umocowany jest w nieruchomym poczatku uktadu wspotrzednych,
za$ poczatek drugiego preta zamocowany jest do konca pierwszego preta. Caty uklad znajduje
sie w polu sity ciezkos$ci skierowanej pionowo w dot.
1) Znalez¢ funkcje Lagrange’a dla opisywanego fizycznego wahadta podwdjnego (1 pkt.)
2) Zapisa¢ rownania Lagrange’a Il rodzaju (1 pkt.).
3) Rozwigza¢ otrzymane réwnania wykorzystujac metody numeryczne i wykresli¢ zaleznos$ci
katow ¢,,¢, pokazanych na rysunku od czasu. W szczegdlnosci rozwazy¢ przypadek w

ktérym w chwili poczatkowej ruchu oba wahadla spoczywaly w polozeniu bliskim
polozeniu réwnowagi (3 pkt.).
Odp. Energia kinetyczna ukladu moze by¢ przedstawiona jako suma energii kinetycznej
gornego wahadta w ruchu obrotowym wokot punktu zawieszenia, energii kinetycznej dolnego
wahadta w ruchu obrotowym wokot osi przechodzacej przez jego $§rodek masy oraz energii
kinetycznej] w ruchu postepowym drugiego wahadta (poruszajacego si¢ w tym ruchu z
predkoscig z jakim porusza si¢ Srodek masy drugiego wahadta).
Zadanie 15 (5 pkt.). Rozwazy¢ wahadlo podwojne fizyczne ztozone z dwoch cienkich

jednorodnych pretow o dtugosci /1 masie m kazdy .

()

Koniec pierwszego preta umocowany jest w nieruchomym poczatku uktadu wspotrzednych,
za$ poczatek drugiego preta zamocowany jest do konca pierwszego preta. Caty uktad znajduje
si¢ w polu sity ciezkosci skierowanej pionowo w dot.
1) Znalez¢ funkcje Lagrange’a dla opisywanego fizycznego wahadta podwojnego
2) Wyznaczy¢ czesto$ci matych drgan tego uktadu i1 znalez¢ ruch wahadet w przyblizeniu
malych drgan okreslajac zaleznosci katow ¢,, ¢, pokazanych na rysunku od czasu

podczas ruchu. Jak nalezy wybra¢ warunki poczatkowe ruchu by wszystkie wahadta
drgaty z tg samg cze¢stoscia?
Odp. Energia kinetyczna ukladu moze by¢ przedstawiona jako suma energii kinetycznej
gornego wahadta w ruchu obrotowym wokot punktu zawieszenia, energii kinetycznej dolnego
wahadta w ruchu obrotowym wokot osi przechodzacej przez jego $§rodek masy oraz energii
kinetycznej w ruchu postepowym drugiego wahadta (poruszajacego si¢ w tym ruchu z
predkoscig z jakim porusza si¢ Srodek masy drugiego wahadta).



**Zadanie 16 (5 pkt.).

Rozwazy¢ wahadlo potrojne ztozone z trzech cial traktowanych jako punkty materialne
zawieszonych na niewazkich, nierozciggliwych niciach (pretach) o jednakowych dlugosciach.

)
2m

Pierwsza z nici (na koncu ktorej znajduje si¢ ciato o masie 6m) umocowana jest w nieruchomym
poczatku uktadu wspoétrzednych, za§ druga na koncu ktérej znajduje si¢ cialo o masie 2m
zamocowana jest do ciata o masie 6m. Ostatnia ni¢ na koncu ktoérego znajduje si¢ ciato o masie
m zamocowana jest do ciata o masie 2m. Caly ukltad znajduje si¢ w polu sity ciezkosci
skierowanej pionowo w dot.

1) Znalez¢ Funkcje Lagrange’a.

2) Zapisa¢ rownania Lagrange’a Il rodzaju (2 pkt.).

3) Rozwigza¢ otrzymane roéwnania wykorzystujac metody numeryczne i wykresli¢
zaleznoS$ci katow ¢,, @,, @, pokazanych na rysunku od czasu. W szczegolnosci rozwazy¢

przypadek w ktérym w chwili poczatkowej ruchu wszystkie wahadta spoczywaly w
potozeniu bliskim potozenia rownowagi. (3 pkt.)

Zadanie 17 (5 pkt.).

Rozwazy¢ wahadlo potrdjne ztozone z trzech cial traktowanych jako punkty materialne
zawieszonych na niewazkich, nierozciggliwych niciach (pretach) o jednakowych dlugosciach.

(%)
2m




Pierwsza z nici (na koncu ktorej znajduje si¢ ciato o masie 6m) umocowana jest w nieruchomym
poczatku uktadu wspoirzednych, za§ druga na koncu ktérej znajduje si¢ ciato o masie 2m
zamocowana jest do ciala o masie 6m. Ostatnia ni¢ na koncu ktérego znajduje si¢ ciato o masie
m zamocowana jest do ciala o masie 2m. Caly uktad znajduje si¢ w polu sily cigzkosci

skierowanej pionowo w dot.

1) Znalez¢ Funkcje Lagrange’a (1 pkt.)

2) Wyznaczy¢ czgsto$ci matych drgan opisanego wyzej wahadta potrdjnego oraz znalez¢
ruch ukladu w przyblizeniu matych drgan okreslajac zaleznosci katow ¢,,¢,,@,

pokazanych na rysunku od czasu podczas ruchu. Jak nalezy wybra¢ warunki
poczatkowe ruchu by wszystkie wahadta drgaty z tg sama czestoscia (ewentualnie jedno

z wahadet spoczywalo)? (4 pkt.)

Zadanie 18. (5 pkt.)

Rozwazy¢ wahadlo potrojne ztozone =z dwodch wahadet
matematycznych o masie m 1 dlugosci /, dotaczonych do wahadta
matematycznego o masie m i dlugosci /. Caly uktad znajduje si¢ w
polu sily cigzkosci skierowanej pionowo w dot.

1) Znalez¢ funkcje Lagrange’a. (1 pkt.)

2) Znalez¢ czgstoSci matych drgan opisanego wyzej wahadia
potrdjnego 1 wyznaczy¢ ruch wahadet w przyblizeniu matych drgan
okreslajac zaleznosci katow @,,¢,,®; pokazanych na rysunku od czasu

podczas ruchu. Jak nalezy wybra¢ warunki poczatkowe ruchu by
wszystkie wahadta drgaty z ta samg czesto$cia (ewentualnie jedno z
wahadet spoczywato)? (4 pkt.)

**Zadanie 19. (5 pkt.)

Rozwazy¢ wahadlo potrdjne ztozone =z dwoch  wahadet
matematycznych o masie m 1 dtugosci /, dotagczonych do wahadta
matematycznego o masie m 1 dtugosci /. Caly uklad znajduje si¢ w
polu sity cigzkos$ci skierowanej pionowo w dot.

1) Znalez¢ funkcje Lagrange’a.

2) Zapisa¢ rownania Lagrange’a II rodzaju. (1 pkt.)

3) Rozwigza¢ otrzymane roOwnania wykorzystujac metody
numeryczne 1 wykresli¢ zaleznosci katow ¢,,,,p, pokazanych na
rysunku od czasu. W szczegdlnosci rozwazy¢ przypadek w ktorym w

chwili poczatkowej ruchu wszystkie wahadta spoczywaty w potozeniu
bliskim potozenia rownowagi. (4 pkt.)

b
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oy




Zadanie 20 (5 pkt.). Cztery ciata bgdace punktami materialnymi o jednakowych masach
réwnych m umieszczono na okregu kota o promieniu R. Kazde z ciat jest potaczone ze swoimi
sgsiadami na okregu przy pomocy sprezynek o stalej sprezystosci k lezacych wzdhuz okregu po
ktérym poruszaja si¢ te ciata. Trzy ciala moga porusza¢ si¢ po okrggu, za§ ciato 4 jest
nieruchome. W stanie rownowagi ciata znajduja si¢ w stalej i jednakowej odlegtosci od swoich
sasiadow.

1) Znalez¢ funkcje Lagrange’a przy zatozeniu matych wychylen
cial od potozenia rownowagi.

2) Znalez¢ czgstosci matych drgan uktadu (2 pkt.).

3) Znalez¢ zwiazek migdzy przyjetymi wspolrzgdnymi uogdlnionymi a
wspolrzednymi normalnymi oraz zapisa¢ funkcje Lagrange’a przy
wykorzystaniu wspotrzgdnych normalnych. Dla znalezionej postaci
funkcji Lagrange’a zapisa¢ roOwnania Lagrange’a Il rodzaju i znalez¢
ich og6lne rozwigzanie (2 pkt.).

4) Okresli¢ ogbélng posta¢ zaleznosci od czasu wyjsciowych
wspotrzednych uogdlnionych przy zatozeniu matych wychylen ciat
od polozenia réwnowagi w trakcie ich ruchu. Przedyskutowaé
otrzymane rozwigzanie (1 pkt.).

Wsk. Wielko$¢ wychylenia ciata z potozenia rownowagi mozna przyblizy¢ przez dlugosc

odpowiedniego wycinka okrggu po ktérym ciato si¢ porusza. Zmiana dlugosci sprezyny

powoduje powstanie sit sprezystosci dziatajacych na ciata znajdujace si¢ na koncu sprezyny o

warto$ci proporcjonalnej do zmiany dtugosci sprezyny. Za wspotrzedne uogélnione mozna

przyjac katy ¢,, ¢, oraz ¢, pokazane na rysunku.

#Zadanie 21 (5 pkt.). Cztery ciata bgdace punktami materialnymi o jednakowych masach

rownych m moga poruszac si¢ po okregu kota o promieniu R. Kazde z ciat jest polaczone ze

swoimi sgsiadami na okregu przy pomocy sprezynek o statej sprezystosci k'~
okregu po ktérym poruszajg si¢ te ciala. W stanie réwnowagi ciala znajd
jednakowej odlegtosci od swoich sgsiadow.

1) Znalez¢ funkcje Lagrange’a przy zatozeniu matych wychylen
cial od potozenia rownowagi.

2) Znalez¢ czgsto$¢ (czestosci) matych drgan uktadu (2 pkt.).

3) Znalez¢ zwiazek miedzy przyjetymi wspolrzgdnymi uogdlnionymi a
wspolrzednymi normalnymi oraz zapisa¢ funkcje Lagrange’a przy
wykorzystaniu wspotrzgdnych normalnych. Dla znalezionej postaci
funkcji Lagrange’a zapisa¢ roOwnania Lagrange’a Il rodzaju i znalez¢
ich og6lne rozwigzanie (2 pkt.).

4) Okresli¢ ogolng posta¢ zaleznosci od czasu wyjsciowych wspotrzednych
uogblnionych przy zatozeniu malych wychylen cial od potozenia
rownowagi w trakcie ich ruchu. Przedyskutowa¢ otrzymane rozwigzanie
(1 pkt.).

Wsk. Wielko$¢ wychylenia ciata z potozenia rownowagi mozna przyblizy¢ przez dlugosc

odpowiedniego wycinka okrggu po ktérym ciato si¢ porusza. Zmiana dlugosci sprezyny

powoduje powstanie sit sprezystosci dziatajacych na ciata znajdujace si¢ na koncu sprezyny o

warto$ci proporcjonalnej do zmiany dlugosci sprezyny. Za wspotrzedne uogdlnione mozna

przyjac katy ¢,, ¢, oraz ¢, oraz ¢4 pokazane na rysunku.




#Zadanie 22 (5 pkt.). Trzy ciala bedace punktami materialnymi o

jednakowych masach réwnych m moga poruszac si¢ po okrggu kota o K g
promieniu R. Kazde z ciat jest polaczone ze swoimi sgsiadami na /
okregu przy pomocy sprezynek o statej sprezystosci k lezacych wzdtuz [ ﬂ
okregu po ktérym poruszaja si¢ te ciata. W stanie rownowagi ciata k

znajduja si¢ w statej 1 jednakowej odlegtosci od swoich sgsiadow.

1) Znalez¢ funkcje Lagrange’a przy zatozeniu matych wychylen
ciat od potozenia rownowagi.

2) Znalez¢ czestos$¢ (czgstosci) matych drgan uktadu (2 pkt.).

3) Znalez¢ zwigzek migdzy przyjetymi wspotrzednymi uogdlnionymi a wspotrzednymi
normalnymi oraz zapisa¢ funkcje Lagrange’a przy wykorzystaniu wspotrzednych
normalnych. Dla znalezionej postaci funkcji Lagrange’a zapisa¢ rownania Lagrange’a 11
rodzaju i znalez¢ ich ogdlne rozwigzanie (2 pkt.).

4) Okresli¢ ogolng posta¢ zaleznosci od czasu wyjsciowych wspotrzednych uogolnionych przy
zatozeniu matych wychylen ciat od potozenia réwnowagi w trakcie ich ruchu.
Przedyskutowac otrzymane rozwigzanie (1 pkt.).

Wsk. Wielko§¢ wychylenia ciata z polozenia réwnowagi mozna przyblizy¢ przez dlugosé

odpowiedniego wycinka okrggu po ktérym ciato si¢ porusza. Zmiana dlugosci sprezyny

powoduje powstanie sit sprezystosci dziatajacych na ciata znajdujace si¢ na koncu sprezyny o

warto$ci proporcjonalnej do zmiany dlugosci sprezyny. Za wspotrzedne uogdlnione mozna

przyjac katy ¢,, ¢, oraz ¢, pokazane na rysunku.

Zadanie 23 (5 pkt.). Z punktem 1 znajdujgcym si¢ po okrggu o promieniu R

powigzano ciato o masie m. Wektor wodzacy tego punktu tworzy w trakcie /—\
ruchu staly kat rowny 7z/2 z wektorem wodzacym drugiego punktu, o

pomijalnie matej masie. Do tego punktu doczepiono ni¢ o dtugosci / = V2R NI 4R 4

na koncu ktorej zwisa ciato o masie roéwnej rowniez m (rysunek obok). Znana m 1=k
jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g. Za wspdhrzedne uogolnione mg

przyja¢ takie wielkosci ktore moga opisywac jednoznacznie dowolne "
polazenie uktadu zgodne z wiezami i przyjmuja warto$é réwng zeru w , me

potozeniu réwnowagi pokazanym na rysunku.

1) Znalez¢ energi¢ kinetyczng i potencjalng uktadu jako funkcje wspotrzednych uogédlnionych
1ich pochodnych po czasie w przyblizeniu matych drgan (2 pkt.).

2) Wyznaczy¢ czestosci kotowe matych drgan uktadu. Okresli¢ ogolng posta¢ zaleznosci od
czasu wspotrzednych uogolnionych przy zatozeniu malych wychylen ciat od potozenia
rownowagi w trakcie ich ruchu. Przedyskutowac¢ otrzymane rozwigzanie (3 pkt.).

y I a
Zadanie 24 (5 pkt.)
Krzywa o rownaniu y=bx? obraca si¢ wokot pionowej osi I g
Oy ze statg predkoscia katowa o wartos$ci @ . Cialo o masie
m=1kg moze poruszac si¢ bez oporow po tej krzywej. Na
cialo dziata sita cigzkosci skierowana pionowo w dot.

1) Znalez¢ funkcje Lagrange’a przyjmujac jako wspotrzedng uogolniong wspotrzedng x i
zapisa¢ roOwnanie Lagrange’a Il rodzaju

2) Znalez¢ potozenia rownowagi w uktadzie obracajacym si¢ czyli potozenia w ktorym
ciato umieszczone na krzywej, nie poruszajace si¢ wzgledem niej w chwili poczatkowej,
nie bedzie zmienia¢ swego potozenia wzgledem krzywej w pozniejszych chwilach
czasu (2 pkt.).



3) Znalez¢ przy pomocy metod analitycznych czgsto§¢ matych drgan ciala wokot
polozenia odpowiadajacego tak okreslonemu potozeniu réwnowagi dla ktérego x nie
jest rowne 0 (3 pkt.).

Wsk (do punktu 2 i 3). Potozeniu r6wnowagi w uktadzie zwigzanym z prostg odpowiada punkt
o wspohrzednej x = x, w ktorym X =0 gdy dodatkowo x = 0. W celu wyznaczenia czgstosci

matych drgan funkcj¢ Lagrange’a uzalezni¢ od nowej wspotrzednej uogélnionej ¥ = x —x,, a

nast¢pnie znalez¢ przyblizong posta¢ funkcji Lagrange’a pomijajagc wyrazy typu X my" gdy
m+n>2. W kolejnym kroku zapisa¢ dla tej funkcji rownanie Lagrange’a II rodzaju, znalez¢
jego rozwigzanie odpowiadajace drganiom harmonicznym i wyznaczy¢ cze¢sto$¢ drgan.

y I @
*Zadanie. 25 (5 pkt.)
Krzywa o rownaniu y=bx? obraca si¢ wokot pionowej osi J
Oy ze statg predkoscia katowa o wartos$ci @ . Cialo o masie
m=1kg moze porusza¢ si¢ bez oporoéw po tej krzywej. Na
ciato dziala sita cigzkosci skierowana pionowo w dot.

1) Znalez¢ funkcje Lagrange’a przyjmujac jako wspotrzedng uogolniong wspotrzedna x i
zapisa¢ rownanie Lagrange’a Il rodzaju

2) Znalez¢ potozenia rownowagi w uktadzie obracajacym si¢ czyli potozenia w ktorym
ciato umieszczone na krzywej, nie poruszajace si¢ wzgledem niej w chwili poczatkowej,
nie bedzie zmienia¢ swego potozenia wzgledem krzywej w pozniejszych chwilach
czasu (2 pkt.).

3) Znalez¢ przy pomocy metod numerycznych rozwigzanie $cislego réwnania ruchu
okreslonego jako réwnanie Lagrange’a Il rodzaju dla kilku warunkéw poczatkowych
ruchu przyjmujagc m.in. iz ciatlo w chwili poczatkowej spoczywato w ukladzie
zwiazanym z krzywa blisko znalezionych potozen réwnowagi oraz b=1/m>, =1/s. (3

pkt.) 1

*Zadanie. 26 (5 pkt.)

Cialo o masie m=1kg porusza si¢ po nieruchomej krzywej
o rownaniu y=bx’. Na cialo dziata sita ciezko$ci skierowana m
pionowo w dot.

1) Znalez¢ przy pomocy metod analitycznych czesto$¢ matych drgan ciala wokot
polozenia rownowagi czyli potozenia w ktdorym ciato umieszczone na krzywej bez
predkosci poczatkowej nie bedzie zmienia¢ swego potozenia w pdzniejszych chwilach
czasu (2 pkt.).

2) Znalez¢ przy pomocy metod numerycznych rozwigzanie $cistego roOwnania ruchu
okre$lonego jako rownanie Lagrange’a Il rodzaju przyjmujac iz cialo w chwili
poczatkowej spoczywalo blisko znalezionego potozenia réwnowagi. Obliczenia
wykona¢ dla b=1 1 b=8. (3 pkt.)



Zadanie 27 (5 pkt.).

Rozwazy¢ uktad ztozony z 3 punktéw materialnych o masach 4m, 3m i 4m odpowiednio
polaczonych ze sobg oraz nieruchomymi §cianami przy pomocy sprezyn o statej sprezystosci
k. W stanie rownowagi pokazanym na rysunku dlugosci wszystkich sprezyn sg jednakowe 1 na
punkty materialne nie dziata zadna sita. Wydtuzenie lub skrécenie dowolnej sprezyny wywotuje
powstanie sity sprezystosci spetniajacej prawo Hooke’a. Zaktadamy iz punkty materialne moga
poruszac si¢ tylko w kierunku prostopadtym do $ciany.

4m 3m 4m

1) Znalez¢ funkcje Lagrange’a ukladu przyjmujac za wspodtrzgdne uogdlnione wychylenie

punktéw z potozenia rownowagi.

2) Znalez¢ mozliwe czgstosci drgan wiasnych tego ukladu, zapisaé ogolne rozwigzanie
rownan Lagrange'a Il rodzaju oraz przedyskutowac ruch ciat odpowiadajacy drganiom o
znalezionych czestosciach (3 pkt.).

3) Znalez¢ zwiagzek miedzy przyjetymi wspdtrzednymi uogdlnionymi a wspdirzednymi

normalnymi oraz zapisa¢ funkcje Lagrange’a przy wykorzystaniu wspolrzednych
normalnych (2 pkt.).

Zadanie 28 (5 pkt.). Trzy punkty materialne moga poruszaé
si¢ po poziomej prostej. Punkty te polaczone sag miedzy soba

za pomoca 2 sprezyn spelniajagcych prawo Hooke’a. m 2m m
Wiadomo, iz wspotczynnik sprezystosci kazdej ze sprezyn \NAL o AA

. : ; ETTI . . . o) 1 2 3
jest rowny k, za$ dtugos¢ kazdej ze sprezyn w stanie gdy nie

jest ona naprezona jest rowna a. Masa Srodkowego punktu \

a a
materialnego jest rowna 2m, za$ masy pozostalych punktow

sg jednakowe 1 réwne m.
1) Przyjmujac za wspolrzedne uogdlnione wielkosci ¢, =x,, ¢, =x,—a oraz g, =x;,—2a
(xi—sktadowa x-owa wektora wodzacego i-tego ciata) znalez¢ funkcje Lagrange'a.

2) Wyznaczy¢ czestosci kotowe drgan uktadu.

3) Znalez¢ zalezno$¢ miedzy wspotrzednymi uogdlnionymi ¢,,q,,q; a wspotrzednymi
normalnymi u,,u,,u; 1 wyrazi¢ funkcj¢ Lagrange’a za pomoca wspoirzednych
normalnych. Zapisa¢ rownania Lagrange’a Il rodzaju we wspoirzgdnych normalnych i je
rozwigzac.



#Zadanie 29 ( 5 pkt.)

Do ciata o masie M, ktére moze poruszac si¢ bez tarcia po powierzchni gtadkiej rowni
pochylej o kacie nachylenia do poziomu « , doczepiono na lince o dlugos$ci / drugie ciato o
masie m

1) Napisac¢ funkcj¢ Lagrange’a. Za wspotrzedne uogoélnione mozna przyjac¢ kat ¢
pokazany na rysunku oraz wspotrzedna x uktadu kartezjanskiego pokazanego na rysunku.

2) Znalez¢ posta¢ funkcji Lagrange’a zamieniajac wspolrzedng x. na wspotrzedna
. 2

okreslong wzorem 7 = x — w

3) Zapisa¢ rownania Lagrange’a Il rodzaju

4) Pokazac iz rozwigzania tych rownan maja posta¢ drgan zachodzacych wokot

potozenia w ktorym 7 = ¢ = 0 o pewnej czestosci kotowej . Okresli¢ tg czgstosc.

Y

.

X

Zadanie 30 (5 pkt.). Promien $wietlny przebiega pomigdzy dwoma punktami o wspotrzednych
A=(x,,y,)=(0,0) oraz B =(x,,y,)=(1,1) w oérodku, w ktérym wspétczynnik zatamania

zalezy od potozenia zgodnie ze wzorem: n(x)=./fx+1 gdzie f oznacza statag dodatnig.

Znalez¢ postugujac si¢ rachunkiem wariacyjnym rownanie krzywej, wzdtuz ktorej rozchodzi
si¢ $wiatlo. Pokazac, iz kat 6, jaki tworzy poszukiwana krzywa z osig Ox speinia zalezno$¢

n(x)sin @ = const .

Wsk. Pokaza¢ iz czas propagacji $wiatta pomigdzy punktami 4 i B po krzywej o réwnaniu

1°¢ ) [ ! . :
y=y(x) wyznacza wzor: t=— In(x 1+ (y )de gdzie y = % , c-predkos¢ Swiatta w
c X

X4

prézni. Swiatto propaguje po krzywej, dla ktorej czas propagacji jest minimalny. Parametry

krzywej mozna poda¢ specyfikujac rownania, ktore musza spetniac.



Zadanie 31 (5 pkt.). Walec o masie m 1 promieniu R moze toczy¢ si¢ bez poslizgu po poziome;j
plaszczyznie. Srodek masy walca jest odlegly o d od osi obrotu, za§ moment bezwtadnosci
walca wzglgedem osi obrotu O jest rowny /. Wyznaczy¢ czestos¢ kotowa matych drgan walca
wokot potozenia réwnowagi.

Wsk.
1)

2)

o

S-Srodek masy

Energie kinetyczng walca mozna okres$li¢ jako sume¢ energii kinetycznej w ruchu
obrotowym wokot §rodka masy walca S oraz energii kinetycznej w ruchu postgpowym
zachodzacym z predkoscia $rodka masy walca S. Predko$¢ punktu S mozna okresli¢
liczac sume¢ wektorowa predkosci $rodka walca I_/;, oraz predkosci 1750 punktu S
zwigzane] wylacznie z jego ruchem po okregu wokét punktu O zachodzacym z
predkoscig katowa o rowng predkosci katowej walca w ruchu obrotowym ( |I750| =
d|w|). Moment bezwtadno$ci walca wzgledem punktu S jest rowna Iy = I — md? .
Ponadto w = ¢. Energia potencjalna walca w polu sily ciezkos$ci jest taka jak energia
potencjalna ciala o masie réwnego masie walca umieszczonego w $rodku masy walca
S.

Znalez¢ funkcje Lagrange’a przyjmujac kat ¢ za wspotrzedng uogolniong. Nastepnie
znalez¢ przyblizong posta¢ funkcji Lagrange’a dokonujagc w koncowym wzorze
przyblizenia cos(p) = 1 — %2 a nastepnie dodatkowo poming¢ w wyrazeniu
kofcowym wyraz proporcjonalny do ¢?@? jako znacznie mniejszy od wyrazow
proporcjonalnych do @? lub ¢?2. Zapisa¢ dla tej przyblizonej funkcji Lagrange’a
rownanie Lagrange’a II rodzaju i je rozwigza¢ wyznaczajac czegstos¢ kotowa drgan.

#Zadanie 32 (5 pkt.).

Czastka o fadunku ¢ poruszajaca si¢ po ptaszczyznie z=0 znajduje si¢ w polu sity centralnej o

potencjale V =2 oraz w statym w czasie, stabym jednorodnym polu magnetycznym o

r

indukcji B o kierunku prostopadtym do tej plaszczyzny. Pole takie mozna opisaé przez

potencjat skalarny ¢ = 0 oraz potencjat wektorowy A4 = %E XF.

1)

2)

3)

Znalez¢ funkcje Hamiltona opisujaca ta czastke w biegunowym ukladzie
wspotrzednych wprowadzonym w ptaszczyznie ruchu ciata.

Znalez¢ przyblizong posta¢ funkcji Hamiltona w ktorej zaktadajac iz pole magnetyczne
jest stabe zaniedbujemy wyrazy proporcjonalne do kwadratu indukcji pola B*(1 pkt.).
Postugujac si¢ ta postacig funkcji Hamiltona i formalizmem opartym na réwnaniach
Hamiltona-Jacobiego



a) Znalez¢ posta¢ réwnania wigzacego czas z odlegtoscig czastki od poczatku uktadu
wspotrzednych o postaci: t = const + [ g(r)dr, przy czym funkcja g(r) jest
funkcjg zalezng od statych ruchu.

b) Znalez¢ biegunowy uktad odniesienia obracajacy si¢ wokot osi Oz w ktérym jest
mozliwe analityczne okreslenie réwnania toru. Jaka jest czesto$¢ kotowa z jaka
uktad ten si¢ obraca? (4 pkt. )

Zadanie 33 (5 pkt.). Sprawdzi¢ przy wykorzystaniu nawiasOw Poissona, ze przeksztatcenie
dane wzorami:

v (2 sng, ) . =22 (2R 50, -0
y:\/nliiw(\/ﬁcosQﬁ'Qz) p}JZ@(_\/ﬁSian"Pz)

jest przeksztalceniem kanonicznym.
1) Wyznaczyé w nowych zmiennych funkcje Hamiltona H (Ql,Qz,Pl,Pz) oraz roOwnania
Hamiltona dla czastki o fadunku ¢ i masie m poruszajacej si¢ w ptaszczyznie z=0 w polu

magnetycznym opisanym potencjatem wektorowym: A = g(— y,x,O). Przyjac, ze w = 98
m

2) Rozwigza¢ otrzymane rownania i znalez¢ ruch czastki w wyjsciowych zmiennych.
Zinterpretowac sens statych pojawiajacych si¢ w rownaniach opisujacych ruch czastki.
Wsk. Jezeli dane przeksztalcenie jest przeksztalceniem kanonicznym to rowniez

przeksztalcenie odwrotne jest przeksztatceniem kanonicznym.

e Zadania wymagajace obliczenh numerycznych

** trudniejsze zadania wymagajace obliczen numerycznych ( z wykorzystaniem np.
programow rozwigzujacych numerycznie uktady réwnan rézniczkowych

# trudniejsze zadania bez wykorzystania metod numerycznych



