Zadanie 8 (seria I). Cialo o masie m porusza si¢ pod wplywem sily centralnej opisane;j
wzorem:
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F = f(r)— gdzie f(r)= —% (7 -wektor wodzacy ciata, « -stata)
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Wykorzystujac wzOr Bineta f (r) =—— { 5 (—] + —} oraz relacje
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E = ;H; (lﬂ + 12} +V(r) pokazac, ze rOwnanie opisujace tor ruchu ciata o masie m
mi|ag
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w uktadzie biegunowym w przypadku gdy L # 0 ma postac:

r(p) = F gdy a >0 (sita skierowana w kierunku poczatku uktadu
1+ gcos(go—goo)

wspotrzednych ),

r(p) = gdy a <0 (sita skierowana w kierunku przeciwnym)

—1+gcos((0—(00)
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przy czym P =——oraz ¢ = \/ 1+ E E oznacza energig, zas L wartos¢ momentu
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Zapis rownania rézniczkowego wynikajgcego ze wzoru Bineta — L { d (l}rl} = 1(r)
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Rozwigzanie rownania rozniczkowego liniowego o stalych wspolczynnikach niejednorodnego

Rozwigzanie mozna przyja¢ w postaci sumy rozwigzania ogolnego rownania jednorodnego i
rozwigzania szczegdlnego rownania petnego niejednorodnego

1) Poszukiwanie rozwigzania ogolnego rdwnania jednorodnego

d’u +u=0

do’

Rozwigzanie poszukujemy w postaci U, = Cexp(/lgo)
Aty = 0= 2Cexp(Ap)+ Cexp(A9)=0 = A2 +1=0 (réwnanie charakterystyczne)
d—(02+u0grj =V= eXp\A@ )+ L exXpAp )= = +1= rownanie charakterystyczne

Pierwiastki rOwnania A> +1=0to 4 =i oraz 4, =i

Ogolne rozwigzanie rownania jednorodnego
gy = Crexp(L9)+ C, exp(2,0) = C, explip)+ C, exp(~ip)

C, C, state dowolne zespolone (dwie stale bo rGwnanie rézniczkowe rzedu drugiego)



Poszukiwanie postaci rozwigzania bez wykorzystywania liczb zespolonych

U, = C explip)+ C,exp(—ip)= C\[cos(p)+isin(p)]+ C,[cos(¢)—isin(p)]=
= (C1 +C, )cos(go)+ i(C, -C,) sin(q)) =B, cos(gp)+ B, sin(gp)

gdzie B, =C,+C,, B, =i(C,—C,)-stale dowolne bedace liczbami rzeczywistymi gdy 7
rzeczywiste

Rozwigzanie w postaci
Uy =B, cos(g0)+ B, sm(go)
jest rtOwnowazne rozwigzaniu zapisanemu w postaci

Upgy = A cos(¢ — @, ) gdzie 4, g, -state dowolne

Dowod

Uy = ACOs(p— @, ) = A cos(p)cos(p, )+ 4sin(p)sin(g,)

Zgodnos¢ gdy B, = Acos(goo), B, = Asin(goo)



2) Poszukiwanie rozwigzania szczegdlnego rdwnania petnego niejednorodnego

d’u mo
; tU="5
do L

Prawa strona rOwnania nie zalezy od ¢, mozna poszukiwac¢ rozwigzania w postaci statej

u
U, =C:>—§Z +u, = C
do
d’u ma ma
5 +MSZ :—2:>C:—2
do L L

Ogodlne rozwigzanie rownania niejednorodnego przyjmuje postac

mao
Z/tog :;:uogrj +usz :ACOS(¢_¢O)+7 (1)

Uzaleznienie stalej A od energii calkowitej i wartosci momentu pedu bedacych calkami ruchu

Uzaleznienie energii potencjalnej od r
dv(r
fry=-0

r—>00 r—0

J) =0 7aidzie V) >0 g4y c=0.  Przyjmujemy V = % o
r

=V (r) :—jf(r)dr=—j—%dr: _Z .
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Uzaleznienie energii caltkowitej od 4
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E——{i(lﬂ +L2}+V(r)=L—2{{@} +u2}+V(r=l)
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7, V =—ou =

u=Acos(p— @, )+

E =%{[—Asin(¢—¢o)]2 +[ACOS(¢—¢0)+nz—ﬂz}—a[ACOS(w—%FmL—ﬂ =
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=L—{Az[sinz(¢—¢o)+COSZ(¢—¢0)]+M—TQCOS(¢—%)+m - }—a{Acos(co—%Hm—ﬂ
2m L L L

(2)

E nie zalezy od ¢ bo energia ciala nie zalezy od potozenia punktu na torze ruchu

Zaktadajac 1z stala 4 jest dodatnia
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( przyjecie ujemnego znaku A mozna by skompensowac¢ zmieniajac o 7 statg ¢, )
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r(p) =
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m‘a‘ - T = gdy a>0
JE 1+ o cos(gp—g00)+1
1 ! e _
! m‘za‘ 1+2L§cos((p—go0)+m—2a = = gdy a<0
L mao L m‘a‘ 2[2E
2 1+m0(2 COS((D_%)_I
a:‘a‘gdya>0;a:—‘a‘gdya<0, \ ) :
P
gdy a>0
Mozna je zapisa¢ w postaci: r = - [ cos(go}—) @) +1]
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ceoslp—g)-1] 5 T

Jest to ogodlna posta¢ rownania krzywej stozkowej w uktadzie biegunowym, gdzie parametr krzywe;
stozkowej
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P= ,
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mimos$rdd krzywej stozkowe;:
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mao

=1+ F

>0, 3)

Krzywe stozkowe okrag, elipsa, parabola, hiperbola

Gdy a>0 to gdy €>1 to E>0 irdwnaniem toru jest blizej potozona od ogniska gatgz hiperboli
gdy € =1 to E=0 irédwnaniem toru jest parabola
gdy O<e <1 to E<O iréwnaniem toru jest elipsa

gdy w szczegolnosci € =0 to rownaniem toru jest okrag
Gdy a<0 to musi by¢ € >1 czyli E>0 i rdwnaniem toru moze by tylko dalej potozona od ogniska

gataz hiperboli



