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Zadanie 7 (seria III)

Punkt materialny o masie m porusza sic w polu sily ciezkosci F =(0,0,—mg) po gladkiej,
rozszerzajacej si¢ powierzchni walca. O§ walca jest skierowana pionowo w gore, za§ promien
podstawy walca p rowny w chwili poczatkowej R, rozszerza si¢ tak, iz p(t) = R, + At gdzie Ry 1
A to dodatnie stale. Wiadomo ponadto, ze w chwili poczatkowe] z(t:O):ZO, z'( =0)=0,
x(z‘ = 0) =R,, y'(t = 0) = ), - Znana jest wartos$¢ przyspieszenia ziemskiego g.

Napisa¢ rownania Lagrange’a drugiego rodzaju opisujace ruch punktu materialnego. W oparciu o te
roOwnania znalez¢ calke ruchu 1 wyznaczy¢ ruch punktu materialnego.

Z
Znalez¢ uogdlniong energie. Czy jest ona stalg ruchu? /D
Rownanie wiezow —
a) w ukfadzie cylindrycznym f(,O, t) =p—-R,—At=0 ( Y
r,

b) w uktadzie kartezjariskim

flxe,y,8)=+/x* +y> —=(R, + 4t)=0 /(p,p
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Wybor wspétrzednych uogdlnionych

2 stopnie swobody f=2 - dwie wspotrzedne uogdlnione

Moga by¢ nimi dwie z trzech wspohrzednych stuzacych do okre§lenia potozenia ciala w
cylindrycznym uktadzie wspotrzednych: z oraz ¢ (wspotrzedna p nie jest wspoOlrzedng
uogodlniong).

Zwigzek wspotrzednych kartezjanskich z uogélnionymi

x = peos(p) = (R, + 4t)cos(p) vy = psin(p)= (R, + 4t)sin(p)

Wida¢ iz réwnanie wigzOw nie narzuca zadnych ograniczen na warto$ci przyjmowane przez
wspolrzedng ¢ jakiz.

f(x,y,t):\/x2+y2 —(R0+At):O:>R0+At—RO—AtEO

Wyznaczenie energii kinetycznej T I'= %(xz +0+ 22)
. Ox Ox . : .
x = pcos(p)= (R, + At)cos(p)= k=t %go = Acos(p)— (R, + At)sin(p)e

y=psin(p)=(R, + dt)sin(p)=  j= % + S—ycb = Asin(p)+ (R, + At)cos(p)p
0

T= %(A2 cosz(w)— 2A(R, + At)cos(@)sin((p)(b + (R0 + At)2 @’ sinz((p)+ Asin*(p)+24(R, + At)sin(w)cos(w)(/) +(R, + At)2 @’ cos’ ((p)+ z'z)

T =%<A2(cos2((p)+ sinz((p))+ (RO +At)z(p2(sin2(¢)+ cosz(¢))+ z’z) = %(A2 + (Ry + At)?¢* + Z'Z)



Inna metoda wyznaczenia energii kinetycznej 7 = —(vf) + v, + vf)

gdzie skfadowe predkosci w ortogonalnym uktadzie cylindrycznym v, = p, v, = pp, v_ =2z

p=R+At=p=A= v,=4 v =(R,+At)p

m
T(¢,z,t) = = (A% + (Ry + At)?¢? + 22)

Wyznaczenie potencjatu F =—gradV
Fo0
ox
ov Poniewaz z jest wspotrzedng uogdlniong to
F,=0= _E =V =V(z)=mgz wzoru na V nie trzeba dalej przeksztatcaé
oV
F =-mg= .

Wyznaczenie funkcji Lagrange'a

I =T—V=%(A2 + (R, + At} 9 + 22 )-mgz = L(z.¢, 2,1)



Rédwnania Lagrange'a Il rodzaju: 4 6_L —a—L:O I=1 f
dt aql ’ aql Jesesene ’

L(z,0,2,1) = %(A2 +(R, + At) ¢* + 2'2)— mgz
d({oL) oL d 2. 2 - _
1)1, ¢, =@ = E(%]__: 0 = E(m(RO + At) ¢): 0= m(R, + At) ¢ = const (1)
Z réwnania (1) wynika iz wielko$¢ m(R0 + At)2 ¢ nie zalezy od czasu 1 jest catkg (statg) ruchu.
Jest ona rowna pedowi uogélnionemu p, = % zwigzanemu ze wspotrzedng uogdlniong ¢ .
Jest ona catka ruchu bo wspétrzedna @ jest wspdtrzedng cykliczng ( nie wystepuje w funkcji Lagrange’a).
d . .. ..
2)I=2, q,=z= i(a—L)—a—LZOD —(mz)+mg=0=> mzZ+mg=0=>%=-g (2)
dt\ oz ) oz dt
Wyznaczenie ruchu ciala
Rozwigzanie rédwnania (2)
: 1
.Z.:—g: Z:—gt+B:> Z:_Egt +Bt+C
— z(t)z zy——8t

z2(t=0)=z,=C=z, 2(t=0)=0=>B=0



Analiza réwnania (1) m(R, + At) ¢ = const

Oznaczenie p,(f) = m(RO + At)ng -ped uogdlniony zwigzany ze wspotrzedna ¢

m(RO + At)ng = const < p, = const = p,(1) = p,(t=0)= m(R, + At) ¢ = mR; (¢ = 0)

Wyznaczenie z warunkéw poczatkowych ruchu ¢z =0)

x(t=0)=R,

=0))=1 —0)=0+2n7=0
x(t)= (RO + At)cos((o): x(t=0)=R, COS({D(z _ 0)) = COS((D(f )) = p(t=0)=0+2nx

e =0)=5y.0le =0)=0 _
j/(t) =4 sin((p)+ (RO + At)- cos((p)(p = y(t=0)=4 sin((p(t = O))+ R, cos((p(t = 0))¢(r =0)

= Ryp(t=0)=y, :>¢'(f=0)=% Przy okazji pokazano iz p(t=0)=0
0

Azatemn MR, +At) g=mRip(t=0)= (R, + At) =Ry,

Otrzymane rownanie rézniczkowe jest rzedu pierwszego podczas gdy rdwnanie otrzymane

d .
na drodze policzenia pochodnej po czasie w relacji otrzymanej wczesniej E(m(RO +Af)2(0)= 0

bytoby rownaniem rézniczkowym rzedu drugiego



Rozwiazanie rdwnania (RO + At)ng =R,),

1 RO.).}O 1

2 . . - Royo t)h=R v.|—— dt= — .
(R0+At)g0:R0y03 w_(R0+At)2:> olt) OyOI(R0+At)2 A R0+At+

Wyznaczenie statej catkowania C

p(t=0)=0 ;

. C:_O
¢(1=0)=—%+c 5T
A zatem

A R+At A 4

_Royo 1 +C _Royo 1 +& _& 1— Ro — J>0t
Ry+At | R,+ At



Policzenie funkcji G (uogdlnionej energii) i sprawdzenie czy jest catkg ruchu
f

G=(p4)-L=po+p.i-L
=1

L(z.g.2.0) =T -V :%(A2 + (R, + At} 9" +2* )~ mgz
oL ). _OL _
p¢,=6—¢=m(Ro+Af)(p P =

G=p,p+p.z—L=m(R)+At) ¢ +mz’ —%(A2 +(R, + At) ¢’ +z’2)+ mgz

mz

G:%(—A2+(RO+At)2gb2+z'2)+ng=T+V—mA2 £T+V

dG oL . R . R .

= —— =—mA(R, + At)p* = —mA(R, + At)—2L0 — = —mA—2070 _
a o (Ry + At)p* ==mA(R, + )(R0+At)4 "R, + ALY
dG

7¢O:>G¢c0nst:>T+V:G+mA2;éconst
t

Uogdlniona energia nie jest rowna energii catkowite; .

Jest tak bo w relacjach x=(R, + 4t)cos(p)  y=(R, +4t)sin(p) Wystepuje jawnie czas
Uogdlniona energia jak i energia okreslona jako T+V nie sg catkami ruchu.

Energia nie jest catkg ruchu bo sita reakcji wiezéw reonomicznych wykonuje (ujemnga) prace

Gdyby A=0 to wigz skleronomiczny (walec o statym promieniu) i brak czasu w relacjach
x =R, cos(p) y =R, sin(p) -A zatem uogolniona energia G=T+V .
Dodatkowo T+V bytaby catkg ruchu bo sita reakcji nie wykonywataby pracy.



