& OMNIS)

Otwartosc¢. Modernizacja. Nowoczesnose. Integracja. Spotecznose.

Zadanie 7 (seria I). Punkt materialny o masie m porusza si¢ po
ptaszczyznie pod wplywem sily centralnej skierowanej w kierunku y
poczatku uktadu wspotrzednych. Wiadomo iz w trakcie ruchu wektor

<l

wodzacy punktu materialnego 7 tworzy staly w czasie kat o z
wektorem jego predkosci v, zas odleglto$¢ punktu materialnego od

poczatku uktadu wspotrzednych r = |17| oraz miara kata ¢ jaki tworzy

jego wektor wodzacy z osig Ox ro$nie. Ponadto wiadomo, iz w chwili
=0 odlegtos¢ punktu materialnego od poczatku uktadu wspotrzednych

Y

wynosita r(t=0)=r,, przy czym kat jaki wektor wodzacy punktu
materialnego tworzyt z osig Ox byt rowny (o(t = O) = (. Ponadto wartos¢ 0

predkosci punktu materialnego w chwili /=0 byta réwna v(t=0)=vy.

o=const

1) Okresli¢ rownanie toru po ktérym porusza si¢ to ciato.

2) Okresli¢ zaleznos$ci od czasu:
a) kata jaki jego wektor wodzacy tworzyt z osig Ox czyli okresli¢ posta¢ zaleznosci ¢(¢).
b) odlegtosci punktu materialnego od poczatku uktadu wspotrzednych czyli okresli¢ postac
zaleznosci r(t).

3) Pokaza¢ iz wypadkowa sita dziatajaca na cialo jest odwrotnie proporcjonalna do 3 potegi
odlegtosci od centrum sity. Okresli¢ wartos¢ sity w chwili czasu /=0.

4) Okresli¢ warto$¢ energii punktu materialnego przy =zatozeniu iz wartos¢ energii
potencjalnej w nieskoniczonej odlegtosci od centrum sity jest rowna 0.
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W uktadzie biegunowym

V=V, +V,=ve, +V,.6,

gdzie y
V.=F,V,=rQ.

Z faktu 1z a = const oraz
zalagczonego rysunku wynika iz
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cig(a)=

A zatem

‘

v
const = ctg(a) =— (1)
re
Mozna wyeliminowac zalezno$¢ od czasu wykorzystujac relacje
=26 (2)
Z (1)1(2) wynika iz
dr

_dp” _dy

rQ r

ctg(a)



OtrzymaliSmy rOwnanie rozniczkowe:

j—; = rctg(a)

Rozwigzanie metodg rozdzielenia zmiennych

: L : do . :
Mnozymy obustronnie rOwnanie przez —— i otrzymujemy
r

la’r = ctg(a)do
r

Calkujemy obustronnie

J.%dr = J.ctg(a)d(p

In(r)= ctg(a)p + C gdzie C-stata catkowania

Z warunku zadania r(¢ =0) =r, wynika rOwnanie

In(r,)=C czyli

L. exp(ctg(a)go) —=>r=r exp(ctg(a)(ﬁ)

o

in(r) = ciglac)p + nfr ) = h{i]:ag(a)go:»

o

Znalezione rownanie jest rownaniem spirali logarytmicznej



W analizowanym ruchu moment pedu I = 7 x m¥ jest statg ruchu bo mr =F =f(r)£ i

\l

Xmr = i x— f(r)= 0= L = const

\l

L=rxmr+rxmr=

~N

Wyznaczenie zaleznosci ¢(¢t) w oparciu o relacje L, =mr’¢p( L, sktadowa z-owa
momentu pedu, o$ Oz prostopadta do ptaszczyzny w ktdrej odbywa sie ruch, L=|z|=|z )

L. =const=L_(t =0) :‘Z‘ =mz@f) ( znak + bo ¢ rosnie w trakcie ruchu)

L =mrp —, vy, sin(a) = mr; exp(thg(a)go)% =

v, sin(c)

r=r, explctg(a)p) exp(2ctg(a)p)dp = £ r dt =

o

Vo sm ) Vo sm(a)t L

N

Jexplacrs(aholip =" [ ] s e

, 2ctg

. . 1 1
Poniewaz ¢t =0)=0= c- retg(@) = 279@

Vo sin(a)t — exp(2ctg(a)p)—1= 2v, sin(a)

% tg(a)exp(2ctg(a)p)-1]= " g (@)

Q= ltg(oc)ln[vaos(O{)tJrlj



Okreslenie zaleznosci r(t)

= . explete(alo)=r exp[ctg(a)%tg(a)ln(m R 1}} _

o

- exp(ln[\/zvo cos(a)t N IJJ _ ro\/2vo cos(a)t 1
To To

Inny sposdb okreslenia zaleznosci r(t)

ctg(a)z v, v 1*- o _m
‘ﬁw‘ Yo Ty Lzz =
cos(a) m N dr
: = : i = 1y, cos(at) = r — = r,v, cos(a )dt = rdr =
sin(a)  mryv, sin(a) dt

= Irovo cos(a )dt = err = r,v, cos(a )t = %rz +C

1

1 2 2 2v,cosla )t
Poniewaz r(t=0)=r, to C=—§r02 "oV COS(O()I‘ 25( —7, ):>r=ro\/ - ( )

+1

o



. 7 L | d (1) 1
W ruchu pod wptywem sity centralnej F = f(r)— zachodzi f(’”): - S| — |t —
r mr-|do - \r) r
Podany powyzej 1 udowodniony w dodatku wzor Bineta pozwala na okreslenie zaleznosci
f{r) od odlegloéci ciata od centrum sity 7 gdy znamy réwnanie toru 7(¢) i warto§¢ momentu
pedu L

r=r, exp(ctg (05 )(0) = f(r)= erz { dd¢2 (GXP(_ C:g(a)(p)] " %}

c 2
mr N r mr r r mr mr- Sin (a) r

f=—-L, {ctgz(a)[e"p(_ e (“)q”)}l} S {ctgz(a)1+1} L g @)t} — e L

2.2 .2 .2 2.2
m’ry vy sin (a)__mro Vo

3

L =mry, sin(a):> f(r)=- - sin2(a) = »

Wida¢ iz sita centralna 7= s (r)f jest odwrotnie proporcjonalna do 3 potegi odlegtosci od
centrum sity , przy czym ujemny znak f(r) wskazuje na to iz sila ta jest skierowana w

kierunku centrum sity

mv?

Wartos¢ sity w chwili czasu =0 jest rowna F(t=0)=|f(r=r,)|= -
0



Okreslenie energii ciata w tym ruchu
Wyznaczenie energii potencjalnej

__4dr@) _ mrgv; mrlv;
f(’”)——7:>V('”)— —J.f(r)drz—j—r—3dr=—7+c

fr) =0 Zajdzie V{r)—>0 gdy C=0.

Wyznaczenie energii catkowitej bedgcej catkg ruchu na drodze okreslenia jej w chwili t=0

m ,
—v; =0
5 0

2.2
m o, mgvy

m m
E=const=E(t=0)=T\t=0)+Vi=0)=—Vv+V(r=r)=—V ——0 0 — 12 _
(t=0)=T@=0)+V( )20(0)202r02 NG



Dodatek: Dowod wzoru Bineta f(r)Z‘,,,er{d CJ*;} F =f(r)£
r

W ukfadzie biegunowym przyspieszenie 7 = a,é, +a ¢, gdzie a,=i-ro’
a,=2rp+re

—

. e — . 2 =
Z Il zasady dynamiki M7 = f(’”)l = mr = f(’”)ér = " fn= m(r. .r¢ ) 1)
r ma¢:O:>m(2rgo+r(p =0

L . N
Poniewaz L. =mr’¢p=>¢=—35 ,[’=0' to m(”—wz):f(’”):m(r_ 2 3]:f(r)
mr mr
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r:%(p:d_gpmrz N m do

d (lj 1 dr dr , d (1j

= ——2—:> i

do\r rodep  dp do\ r
s_dr_d _giﬁ _d( L od(1)).,_4d _in(lj L I 4 (1)
dt dt\ mde\r d—¢£—md—¢(;jJ¢ dp\ mdo\r))mr’ m’r? 01(02 r
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