Zadanie 7 (seria I). Cialo o masie m porusza si¢ pod wplywem wypadkowej sity
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F = f(r)—, bedacej sila centralng. Ponadto sita ta jest odwrotnie proporcjonalna do
r

kwadratu odleglos$ci ciata od poczatku uktadu wspotrzednych, tzn. f (r) = —%. W oparciu o
r
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roéwnania ruchu pokazaé, iz wektor Runge-Lentz’a zdefiniowany wzorem: M =

~ | Ny

(gdzie L -moment pedu ciala)
a) jest staly w trakcie ruchu ciata
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b) stuszny jest wzor: M = ‘a‘g—p gdzie & =,|1+ E—— , wektor /'
r ma

p

r, Jjest promieniem wodzacym punktu na torze ciala najblizej rysunek dla

potozonym od poczatku uktadu wspotrzednych. E<0

(ze wzoru tego wynika m.in. iz wektor jest Runge-Lentz’a jest
rownolegly do duzej poélosi elipsy o mimosrodzie &, bedacej
torem ruchu ciata w przypadku gdy energia ciata jest ujemna
E<0)

Wsk.

—

: dL
e Skorzysta¢ z zasady zachowania momentu pedu: Z =0.

o Ax (é X 5’): E(Z[ . C’)— 5’(2 . Z;’) dla dowolnych wektoréw Z[,E, C

- Iz -
e Aby udowodni¢ wzor M :‘a‘g—p wygodnie jest obliczy¢ wektor M w punkcie w
r
P
ktorym odlegtos¢ cialta od centrum sily (poczatku uktadu wspotrzednych) jest
najmniejsza.



Ad a)
Obiekt jest stalg ruchu gdy jego pochodna zupetna po czasie jest rowna zeru
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Wektor M ma ten sam kierunek co wektor Fp :
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éz -wersor okreslajgcy zwrot osi Oz prostopadty do ptaszczyzny w ktorej odbywa sie ruch




Energia poruszajgcego si¢ ciata jest stata 1 moze by¢ okreslona w peryhelium:
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OtrzymaliSmy rownanie, z ktorego mozemy wyznaczy¢ r, .
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Rozwigzania rOwnania kwadratowego majg postac:
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Przypadek gdy a >0 (sila przyciagajaca)

mla| 1 P ' 12 _
Iz (lig) :rp_z_m‘a‘(lig)_lie gdzie P:m>0 (zaktadamy iz L #0).

a:‘a‘ :>up:

Gdy € <1 to ruch po elipsie 1 rozwigzanie ze znakiem + odpowiada peryhelium (gdy r osigga
wartos¢ minimalng), rozwigzanie ze znakiem - odpowiada za§ aphelium (gdy r osigga wartos¢
maksymalng).

P
A zatem r,=——

l+¢&
Gdy ¢ >1 to ruch odbywa si¢ hiperboli i wowczas rozwigzanie ze znakiem minus jest ujemne 1 go
odrzucamy gdyz wspotrzedna radialna » nie moze by¢ ujemna. A zatem w tym przypadku mamy
P

vy = —-.
P14+ ¢

Gdy &€ =1 (ruch po paraboli) to rozwigzanie ze znakiem minus odpowiada nieskonczonemu r 1
P

l+¢

takze go odrzucamy. A zatem w tym przypadku rowniez mamy r, =

Wynika z tego iz woéwczas gdy o >0 to
P
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Wyrazenie (**) r =—— otrzyma¢ mozna tez z rOwnania toru ciata dla przypadku sity

P

1+gcos(go—gpo)
wyrazenia na r. Znajomos¢ wzoru okreslajagcego rownanie toru nie jest jednak niezbedna do

okreslenia wartosci r_ .
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przyciagajace] r = wykorzystujac to, iz r, odpowiada minimalnej wartoSci
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Przypadek o <0
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gdzie P=——>0 (zakladamyiz L #0).
mla
Rozwigzanie ze znakiem minus 7, = T zawsze odpowiada ujemnemu 7 1 trzeba go odrzucic.
~1-¢
A zatem trzeba przyjac iz
P
r = EEE
P~ l+e ™)

(hiperbola)

przy czym ruch ciata w tym przypadku moze zachodzi¢ tylko wowczas gdy & >1.
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-1+¢
P

—1+gcos(qo—g00)
wyrazenia na r. Znajomos¢ wzoru okreslajacego roOwnanie toru nie jest jednak niezbedna do
okreslenia wartosci 7, .

Wyrazenie (***) r, = otrzyma¢ mozna tez z rOwnania toru ciata dla przypadku sity

odpychajacej r = wykorzystujac to, iz r, odpowiada minimalnej wartosci
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