Zadanie 6 (seria I). Cialo o masie m porusza si¢ pod wpltywem sily centralnej opisane]
wzorem:

al

F = i (7 -wektor wodzacy ciala, « -stata)

Znalez¢ w biegunowym uktadzie wspotrzednych wprowadzonym w ptaszczyznie ruchu
roOwnanie toru, po jakim porusza si¢ to ciato. Wiadomo, iz catkowita energia ciala wynosi £ 1
jest wigksza od zera, za§ moment pedu ciata okreslony wzgledem poczatku uktadu

wspotrzednych ma warto$¢ L=0. Zatozy¢ iz 02—’? < 1. Ponadto wiadomo iz odlegtos¢ ciata od

poczatku uktadu wspotrzednych r osigga wartos¢ minimalng dla ¢ = 0.
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Przy rozwigzywaniu rownania rozniczkowego wprowadzi¢ podstawienie u = —.
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Zapis rownania rézniczkowego wynikajgcego ze wzoru Bineta — L : { d : (lj +l} = 1(r)
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Rozwigzania rownania poszukujemy w postaci U= Cexp(/1¢)

d’u :
o +x%u=0= PCexp(lp)+x’Cexp(Ap)=0 = 2> + k2 = () (rownanie charakterystyczne)
@
Pierwiastki réwnania 1> +x° =0 A =iK A, =—iK
Ogolne rozwigzanie rownania rézniczkowego

u = C, exp(4¢)+ C, exp(A,0)= C, explixp)+ C, exp(-ixp)

C, C, state dowolne zespolone (dwie stale bo rdGwnanie rézniczkowe rzedu drugiego)



Poszukiwanie postaci rozwigzania bez wykorzystywania liczb zespolonych

u = C, explixp)+C, exp(—ixp)= C[cos(xp)+isin(xp)|+ C,|cos(xp)~isin(xyp)|=
= (C1 +C, )cos(lcgo)+ i(C1 -G, )sin(lcgo) =A cos(lcgp)+ B sin(zcgp)

gdzie A=C,+C,,B=i(C,-C,) state dowolne bedace liczbami rzeczywistymi, gdyz r rzeczywiste
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Jezeli r osigga minimum dla ¢=0 to nalezy przyjaciz B=0 czyli 7 =
A cos(lcgo)

_dr Axsin(xp)-Bxcos(kp)  dr
d = i —(p=0)=0 gdyB=
S do [A cos(/cgo)+Bsin(Kg0)]2 . do (¢ O) 0 edveo

Uzaleznienie stalej A od energii calkowitej i wartosci momentu pedu bedacych calkami ruchu

Okreslenie potencjatu

dVv(r)

f(r)=- :V(r):—jf(r)dr=—f—%dr= —%w

J) =0 zaidzie V) 20 o4y c=0.
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Przyjmujemy V=-_7



Uzaleznienie energii caltkowitej od 4
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E = by [Sin2(K§D)+C082(K‘§D)]— 5 [Sin2(’<§0)+cosz(’f¢)]:
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Energia bedaca stalg ruchu nie zalezy od zmiennej ¢ okreslajacej potozenie ciata na torze ruchu,
dlatego mozna okresli¢ tez E liczac ja w ustalonym punkcie na torze np. dla ¢=0
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Rozwigzanie to ma sens tylko gdy E>0
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ZrelacjiE=T+V =—7"+-—5+V=—7"+V, gdzie potencjat efektywny V, =——+V
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wynika iz w trakcie ruchu musi zachodzi¢c E-V, (r)20=V, (r)<E
Warunek powyzszy jest spetniony w rozwazanym przyktadzie gdy
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Warunek ten gdy «’ :l—mL—f’>0 moze byc¢ spetniony tylko dla E>0 i wynika z niego wowczas
iz 2.2
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W zasadzie wartos¢ statej A mozna by tez okresli¢ ze wzoru Ezzr +V,=—r"+ P~
mr

okreslajgc wartos¢ tej energii dla ¢=0 kiedy r=% zas ¥=0 (bo r osigga wartos¢
minimalng) . Postepujgc w ten sposdb otrzymujemy
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Odlegtos¢ ciata od poczatku uktadu wspoétrzednych dazy do o gdy

T
cos(lcgo) =0=¢p=%p, =t—
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W przypadku gdy sifa jest odpychajgca a<0 to «>1 | Py < E

T

W przypadku gdy sita jest przyciggajacato o>0 to x<1li ¢, > E

W przypadku gdy «=1/2 to @, =7

W przypadku gdy «=1/4 to @, = 27 czyli przed oddaleniem sie do nieskoriczonosci
ciato okrazy poczatek uktadu wspoétrzednych

W przypadku gdy k—0 to  Po > ®  czyli przed oddaleniem sie do nieskoriczonosci
ciato okrazy poczatek uktadu wspoétrzednych nieskonczenie wiele razy
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W celu analizy zaleznosci czasowych w ruchu ciata ruchu ciata mozna wykorzysta¢ rownania
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Przy rozwigzywaniu réwnania rézniczkowego rzedu drugiego m(r_nfﬁ}_f(")@r R

mozna wprowadzajac nowg zmienng u# =7 zamieni¢ go na uktad rownan rézniczkowych
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rzedu 2 u=r U=—- +f(r) przy czym ut=0)= J—“\/;(E_Vef(’”(t = O)))
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Gdy znane jest rownanie toru to do wyznaczenia ruchu wystarczy rozwigzac jedno rownanie
z zaznaczonych , gdy nie jest ono znane trzeba rozwigza¢ dwa rownania



