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* Zadanie 4 (seria Ill). y
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1) Znalez¢ rownanie Lagrange’a drugiego rodzaju opisujace ruch
okresowy wahadta matematycznego o dtugosci / i masie m pod
wptywem sity ciezkosci skierowanej pionowo w dol, jesli punkt
zawieszenia wahadla porusza si¢ po prostej poziomej w taki sposob, f ®m
iz jego potozenie na osi poziomej zmienia si¢ z czasem zgodnie ze E

wzorem:) & = Asin(Ql‘ )( A,Q -stale)

Za wspotrzedna uogolniong przyjac kat ¢ okreslajacy odchylenie nici wahadla od pionu . Znana jest
warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.

2) Wiadomo, ze w chwili =0 punkt o masie m umieszczony na koncu nici spoczywat w
punkcie o wspotrzednych x(r = 0) =0, y(r = 0) = - (/-dlugos¢ nici wahadta). Wyznaczy¢

s s

ruch wahadta matematycznego rozwigzujac znalezione rownanie zaktadajac, iz w trakcie
ruchu kat wychylenia wahadta od pionu ¢ jest na tyle maty, Ze mozna zatozy¢, ze

sin(p) ~ @, cos(p)~1.

3)-Znalez¢ postugujac si¢ metodami numerycznymi ruch uktadu dla okreslonych powyzej
warunkow poczatkowych ruchu bez stosowania przyblizen dla réznych warto$ci statych 4 1
. Przyja¢ iz I=1m. Przedyskutowa¢, kiedy znalezione $ciste rozwigzania ruchu sg w
przyblizeniu zgodne z rozwigzaniami przyblizonymi uzyskanymi przy zatozeniu iz kat
okreslajacy odchylenie nici od pionu pozostaje maty w trakcie ruchu.

Wspédtrzedna uogdlniona ktére mozna przyjac do opisu ruchu uktadu jest kat @ jaki ni¢ na ktérym wisi
ciato o masie m tworzy z osia pionowa.

Zwiazek miedzy wspotrzednymi x,y okreslajacymi w uktadzie kartezjanskim potozenie punktu
materialnego o masie m z wspétrzedna uogdlniona ma postac:

s s

x = Asin(Q¢t)+Ising (1a)
y=-lcose (1b)

Otwartos$é. Modernizacja. Nowoczesno$e. Integracja. Spotecznosc.

Z powyzszych relacji wynikaja zwiazki:

X = AQcos(Qt)+ [ cos(p)p (2a)

y = Isin(p)gp (2b)
. . . , . _ mi(., .2

Energia kinetyczna uktadu jest réwna: T' = ?(x +y )

Uwzgledniajac relacje (2a) oraz (2b) tatwo mozna pokazac iz

T= %(AZQ2 cos” (Q1)+2A4Q1 cos(Qt) cos()p + 17§ ) (3)
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Energia potencjalna uktadu jest rowna
V = mgy = —mgl cos(p) (4)

Funkcja Lagrange’a jest rowna:
L=T-V = %(A%)z cos’ (Qt)+24Q1 cos(Qt) cos(p)p + 17> )+ mgl cos(p)
Poniewaz

% = mAQI cos(Qt) cos(p)+ml*¢
®

d (G_LJ = —mAQ*sin(Qr) cos(p) — mAQI cos(Qt) sin(g ) + ml*

dt\ d¢
oL ) i .
F = —mAQI cos(Qt) sm(q))go —mgl sm(q))
4
to rbwnanie Lagrange’a Il rodzaju przyjmuje postac:
d (oL

ALOL) 0L _ oy _paQ sin(Qt) cos(p) + miI*G + melsin(p) = 0
dt\ 8¢ ) op

g 2

o+ 7 sin((p) = AQ sin(€2¢) cos(¢) (5)

W przypadku gdy odchylenie nici od pionu w trakcie ruchu ciata pozostaje mate to wowczas mozna
wprowadzi¢ przyblizenia:

sin(p) ~ ¢, cos(p) ~ 1
Po wykonaniu tych przyblizer rownanie (5) przyjmuje postac

2

o+ a)2¢ = AQ sin(Q2¢) (6)

gdzie o = \/%

Rozwigzanie ogdlne réwnania jednorodnego ¢ + @”¢ = 0 mozna zapisaé w postaci:

®,e =C cos(wt )+ C, sin(at).

Gdy m# £ rozwiazanie szczegdlne rownania petnego poszukujemy w postaci:

o, =D, cos(Qt)+ D, sin(Qt) (7)

Po wstawieniu wzoru (7) do réwnania (6) otrzymujemy, iz:
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2

— D,Q7 cos(Qt)— D, Q7 sin(Qt) + D,w” cos(Qt)+ D, w” sin(Qt) = AQ sin(Q) (8)

Powyzsze rownanie musi by¢ spetnione dla dowolnego czasu t z czego wynika po przyréwnaniu do
siebie wyrazdw stojacych przy cos(Qt) oraz sin(Qt) po obu stronach réwnania (8) iz:

0’4
D =0,D, = :

Ostatecznie otrzymujemy rozwiazanie ogdlne réwnania (6) w postaci:

2

: Q .
P=¢,, Q. = C, cos(a)t)+ C, sm(a)t)+ 5 5 Asm(Qt) (9)
lia) Q )

Z warunku poczatkowego x( = 0)= 0 iréwnania (1a) wynika, iz: go( = O) =0.
Poniewaz z réwnania (9) wynika iz go(t = O)= C, towynikastad izstata C, = 0.
Z warunku poczatkowego (¢ = 0) = 0 oraz réwnania (2a) wynika iz

_AQ
/
Z drugiej strony z réwnania (9) wynika iz

3

Q
¢ = —C,wsin(wt)+ C,wcos(wt )+ WA cos(Qr) (11)
@ —Q

azatem

3

Pt =0)= sz+mA (12)

Z poréwnania relacji (10) i (12) wynika, ze:

Cos A ___ Qo 4, Q| A0
w0 —a?) ;e lo o’ - Q> llo? —Q?)

Uwzgledniajac to otrzymujemy, iz:

o(t) = 40" sin(Qt)—Qsin(a)t) (13)
(0*-Q?) Q

Gdy @ = 2 rozwigzanie szczegdlne rownania petnego poszukujemy w postaci:

@,, = D1t cos(£X) + D, t sin(Qt) (14)

Po wstawieniu wzoru (14) do réwnania (6) uwzgledniajac to iz @ = €2 otrzymujemy, iz:
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8 —D, t (P cos() — D, tF sin(2t) — 2D, Q2sin(2) + 2D, Q2cos(2) + Dyt cos(2) +
CC) Dyt sin(x) = gsin(ﬂt) (15)
N
8 Powyzsze rownanie musi by¢ spetnione dla dowolnego czasu t z czego wynika po przyréwnaniu do
Ko, siebie wyrazéw stojacych przy cos(Qt) oraz sin(Qt) po obu stronach réwnania (8) iz:
Q
o D,=-22Dp,=0
('lj 21
g Ostatecznie otrzymujemy rozwigzanie ogdlne rownania (6) w postaci:
(©
@) =@, + ¢, =Ccos(x) + C;sin(Lx) — ﬂcos(.()t) (16)
) g Sz 21
E Z warunku poczatkowego x( = 0): 0 iréwnania (1a) wynika, iz: q)( = O) =0.
8 Poniewaz z rownania (9) wynika iz (p(t =0)=C, towynikastadizstata C, = 0.
@)
% Z warunku poczatkowego x( = 0): 0 orazréwnania (2a) wynika iz
)
N AQ
Q [
O Z drugiej strony z rownania (16) wynika iz
Z 2
@© p=—C,Q2sin() + C,Q2cos(2) + %sin(ﬂt) —%COS(QC) (18)
O’
,S a zatem
. AQ
= Pt =0) = - ( (19)
)
_8 Z poréwnania relacji (17) i (19) wynika, ze:
z Cz = _i
\Q 21
8 Uwzgledniajac to otrzymujemy, iz:
=
g Q= —%sin(!)t) — %cos(ﬂt) (20)
6 Na ponizszych rysunkach zaznaczono zalezno$¢ kata ¢ od czasu

a) otrzymane w oparciu o wzor (13) (lub 20 gdy @ = €2 ) bedacy wzorem przyblizonym (krzywa
niebieska)

b) otrzymane w oparciu o Sciste rozwiagzanie rownania ruchu (5) ( krzywa zotta)
Na rysunkach na ktorych nie widac¢ krzywej niebieskiej krzywa ta pokrywa sie z krzywa z6tta
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I)dlal=1Imi A=0.01m dlaréznych Q
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Ztozenie drgan o czesto$ci Qi o .Drgania o czesto$ci @ zachodza z wieksza amplituda
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Rozwiazanie przyblizone prowadzi do nieograniczonego wzrostu kata ¢ i nie moze opisywad
zachowania uktadu
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g) Q=10w (zmiana skali)
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Widac znaczne roznice miedzy rozwiazaniem Scistym a przyblizonym. Kat ¢ osiaga znaczace wartosci
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Rozwiazanie przyblizone prowadzi do nieograniczonego wzrostu kata ¢ i nie moze opisywad

zachowania uktad

e) O=llo

10

T T
—

05

u

s |

10

Widac znaczace réznice miedzy rozwiazaniem Scistym a przyblizonym
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Dygresja Rozwiazanie silnie zalezy od warunkéw poczatkowych ruchu.
Przy zatozeniu iz ¢(t = 0) = 0 w przyblizeniu matych drgan w przypadku

034

@z—a9)1 i ostatecznie @(t) =

1) gdy @® #Q° otrzymujemy Cow +
2
l(w2-n2)

2) gdyw = Q otrzymujemy C, = %. i ostatecznie ¢ = %sin(.()t) — %cos(.@t)

. Aw
=0 czyll CZ = _l(wzw——.(zz)
[sin(ﬂt) — %sin(wt)]

) Rozwigzanie numeryczne otrzymane dla I=1m, A=0.01m
a) Q=0.1w,

0.00010

s s

Otwartosc¢. Modernizacja. Nowoczesnosc. Integracja. Spotecznosc.
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Ztozenie drgan o czestosci Qi @ .Drgania o czestosci Q zachodza z wiekszg amplituda
b) Q=0.5m

et T T T O

0.002 -

ANANININININANIN

wor | VUV UV

s -

Politechnika Warszawska

Fundusze Europejskie Rzeczpospolita Dofinansowane przez
dla Rozwoju Spotecznego - Polska Unig Europejska

12/18



-

s s

o | |

s -

O
‘)
O
=
N
O
Q
@)
0.
(O]
i
@)
(O
A
(@)
(0]
i
£
@)
V)]
@)
=
V)]
O]
N
O
@)
<
[®)
Z
©
(%}
(©
N
@
(=
0]
0O
©
P
O
V2]
Q
)
—
©
=
el
O

Rozwigzanie przyblizone prowadzi do nieograniczonego wzrostu kata ¢ i nie moze opisywac
zachowania uktadu
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Ztozenie drgan o czestosci Qi @ .Drgania o czesto$ci @ zachodza z wiekszg amplituda

I) Rozwiazanie numeryczne otrzymane dla I=1m, A=0.1m

a) Q=0.1,
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Ztozenie drgan o czestosci Qi @ .Drgania o czestosci Q zachodza z wiekszg amplituda
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Widac iz zastosowane przyblizenie w tym przypadku nie jest uzasadnione
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Rozwigzanie przyblizone prowadzi do nieograniczonego wzrostu kata ¢ i nie moze opisywac
zachowania uktadu
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Widac iz zastosowane przyblizenie w tym przypadku nie jest uzasadnione
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