Zadanie 3 (seria II). Punkt materialny o masie m zsuwa si¢ pod wplywem sity ci¢zkosci

F = (0,0,—mg) po gtadkiej spirali opisanej rOwnaniami:
x = acos(kz) y = asin(kz)
gdzie a,k to znane stale, a>0. Wyznaczy¢ ruch punktu materialnego przy pomocy
a) rownan Lagrange’a pierwszego rodzaju.
b) zasady d’Alemberta
Wiadomo, ze z(t = O) =z, Oraz z’(t = O) = Z,. Znana jest wartoS$¢ przyspieszenia ziemskiego g.

Znalez¢ zaleznos¢ od czasu sity reakcji dzialajacej na punkt materialny.



Rownania Lagrange’a | rodzaju w trakcie ruchu pojedynczego punktu materialnego

=F + F + z Argradfy

odzie fk (;7,1): 0 -k=1............ ,p - rownania p wiezow

F = (F,F,F,) sitawypadkowa bez uwzglednienia sit reakcji wiezdw,
of af af .
= (Frx, FRy;FRZ) ( et i a—j,ziﬂ Ak a—;,ZLl Ak a—zk) -sita reakcji wiezéw,
A, 0znaczajg nieoznaczone mnozniki Lagrange'a.
W przestrzeni trojwymiarowej p=1 -ruch po powierzchni, p=2 -ruch po krzywe;
Po rozpisaniu na sktadowe
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Rozwigzanie zadania przy pomocy rownan Lagrange’a | rodzaju
Sita wypadkowa F = [0,0,—mg].
R oOwnania WiQZ(')W (p:2): (wiezy skleronomiczne)

fi(x,2) = x —acos(kz) = 0 fo(,2) = y—asin(kz) = 0

Rownania Lagrange’a | rodzaju

m)'c'zFx+pZ:2/1 gk: mx=0+4+0-4, =4 (*)
mi=F a2 a0 my =040+ A = 4, (%
ni=F+ 3 4% = s = —mg + ak sin(kz)A, — ak cos(kz)A, (%%

Eliminacja nieoznaczonych mnoznikéw Lagrange’a A,i A, w rownaniu (***) przy
pomocy rownan (*) i (**) daje

mi = —mg + mak sin(kz )X — mak cos(kz)

Otrzymalismy 1 rownanie ruchu bo uktad ma 1 stopiea swobody (ruch jednego punktu
materialnego po krzywej)

RAownanie powyzsze trzeba rozwigzaé przy uwzglednieniu rownan wiezow



Z rOwnania wi¢zow

x=a COS(kZ) — X = @Z. = —aksin(kz)z = i= ox Z+ Ox % = —ak® cos(kz)z* — ak sin(kz )z
Oz Oz 0z
y=asin(kz) = ;= Z—yz' — akcos(kz)z = j= gy i Zy, ¢ =—ak’ sin(kz)z* + ak cos(kz)#
Z 2z 2

mxak sin(kz) — myak cos(kz) —mg —mz =0 =
—ma’k’ sin(kz) cos(kz)z® —ma’k’ sin” (kz)'z' +ma’k’ sin(kz) cos(kz)z® —ma’k” cos® (kz)z —mg —mz =0

—ma’k’ [sinz(kz)+ cosz(kz)]f —-mg-mz=0= — m(azk2 + 1)2 —mg=0=Z27 _(ﬁ)

. g s___ 8 __ g 2 —
Z= (a2k2+1):> a’k® +1 A= 2 2(a2k2+1)t HArES X—acos(kz)
Z(z‘:O):ZO\ Z.(t:O):Z.O\ y =asin(kz)
/ B=z, A=z,
z(r=0)=B Ht=0)=4 —
z=— & t2+z'0t+zo

2(a’k? +1)



Wyznaczenie sktadowych sity reakcji w uktadzie kartezjanskim

Pokazano iz fi(x,2) = x—acos(kz)=0 f,(v,2) = y—asin(kz) = 0
mx=A4, (¥
mjp=21, (**

mz = aksin(kz)A, —akcos(kz)A, —mg (¥

¥ =—ak’ cos(kz)z* —aksin(kz)z  § = —ak” sin(kz)z* + ak cos(kz)z

— p:2
F,=>» A gradf, = — _ g 2, .
R kZ:;, k k z 2(a2k2+1)t +z,0+ 2z,
_ o afk _ .. 2 22 : =
F,. = Zﬁk = =mx=—-mak cos(kz)z —mak sm(kz)z , g ,
=1 Ox gdZie Z:_(azkz +1)t+ZO
p=2
Fop=> 4 % =A, =my= “mak” sin(kz)z* + mak cos(kz)z zZ=- (a > k% " )
k=1 V
p=2 a . / 2712
Fpo=) 4 Yo _ ak sin(kz)A, — ak cos(kz)A, =mz +mg — ~_™8 | me = mg — k
= a4 a*k +1



Zasada d’Alemberta w przypadku pojedynczego punktu materialnego 0 masie m
(F—m?)'ﬁ =0=(F. — mi)ox + (Fy —mp)y +(F, —mz)% = 0=

gdzie F = (F F . ) sita wypadkowa bez uwzglednienia sit reakcji wiezow,
o = (5x, oy, 52) dowolny wektor przesuniecia wirtualnego zgodnego z wiezami

spetniajgcy ponizsze waé nKi

0 0
gradf, -oF =0=> — 5X+ fk 5y+ fk =0 Kksl...p
odzie

fk (77, t) =0 k=1........ ,p - rownania p wiezow

W przestrzeni trojwymiarowej p=1 -ruch po powierzchni, p=2 -ruch po krzywej



Wyznaczenie ruchu ciata przy pomocy zasady d’Alemberta

Analizujemy ruch po krzywej w przestrzeni trojwymiarowej
Rownania wiezow (p=2):
fi(x,z2)=x—a COS(kZ) =0 Jo(»,z)=y—asm(kz) =0 (wiezy skleronomiczne)

Warunki na wektor przesuniecia wirtualnego or

k=1= L5:L5:% 6 0= G +aksin(kz) = 0 = & = —ak sin(kz)J
X y 0z

k=2= %5x+%@+%5z:o: S — ak cos(kz)% = 0 = &= ak cos(kz)&

Zapis gtdwnego rownania zasady d’Alemberta

(F, —mi)se+(F, - my)y + (F. —mz)z =0=  —mx&x —mpdy +(~ mg —mz)oz = 0=

= (miak sin(kz) — myak cos(kz) —mg —mz )% = 0

oz dowolne = |mxak sin(kz)—myak cos(kz)—mg —mz =0

Otrzymalismy to samo rdwnanie co w metodzie opartej o rownania Lagrange’a I rodzaju ,
ktore w celu znalezienia ruchu ciata trzeba rozwigzac przy uwzglednieniu réwnan wiezéw w
ten sam sposob co poprzednig metoda.



