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Otwartosc¢. Modernizacja. Nowoczesnose. Integracja. Spotecznose.

Zadanie 3 (seria II).

Pionowo ustawiona ptaszczyzna obraca si¢ dookota osi Oz,
ktora zawiera si¢ w tej ptaszczyznie. Obrdt nastgpuje ze stalg
predkoscia katowsa c?):(0,0, a)) Po plaszczyznie porusza sig
punkt materialny o masie m, na ktory w ukladzie inercjalnym
dziata sita cigzkosci F, =(0,0,-mg) oraz sita harmoniczna

F W= (— kx,—ky,—kz) (g-znana  warto§¢  przyspieszenia
ziemskiego, k-znana dodatnia stala). Znane sa warunki
poczatkowe ruchu: x(t=0)=x, >0, y(t=0)=0, z(t=0)=0
oraz x(t =0)=0,2(r=0)=z,.
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a) Wyznaczy¢ ruch tego punktu korzystajac z zasady d’Alemberta gdy L3 <o’.
m

b) Wykorzystujac formalizm prowadzacy do rownan Lagrange’a I rodzaju pokazac iz sktadowa z-
owa sity reakcji jest rowna zeru Fr.=0, oraz zachodzi ponizsza relacja wigzaca ze soba sktadowe x-

owa Fix 1 y-owg Fiy sity reakcji F, sin(a)t) = —F, cos(ar).

c) Okresli¢ site reakcji wigzow dzialajaca na ten punkt gdy L3 <w’.
m
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Zasada dAlemberta w przypadku pojedynczego punktu materialnego 0 masie m
(F=mi )7 =0= (F, —m)S+(F, —my)oy + (F, —mz)& = 0=

gdzie I= (Fx’Fy’FL) sita wypadkowa bez uwzglednienia sit reakcji wiezow,
&F = (&, 8),%) dowolny wektor przesuniecia wirtualnego spetniajacy ponizsze warunki

gradf, -or =0= %5x+%5y+%5z=0 k=L p
Ox oy Oz ’

gdzie

fk (’7, t) =0 k=1............ ,p - réwnania p wiezow



a) Wyznaczenie ruchu ciata przy pomocy zasady d’Alemberta

Analizujemy ruch pojedynczego punktu materialnego po powierzchni w przestrzeni tréjwymiarowej
Rownania wiezow (p=1):
fi(x,y,t) = ycos(awt)—xsin(wt)=0  Wiaz reonomiczny
Warunek na wektor przesuniecia wirtualnego or

k=1= %&c +%@/ +%5Z —0= —sin(er)d+cos(wt)y =0= cos(ar)y = sin(wt )5
X Z

Sita wypadkowa F = (—kx, —ky,—kz — mg)

Zapis gtéwnego rownania zasady d’Alemberta (Fx - mx)& + (Fy - mj})éy + (Fz —mz)oz=0=

—(kx+m)'c')5x—(ky+mj})@/—(kz+mg+m2)5z =0=>

— (ko + mi ) cos(t ) — (ky + my ) cos(at )8y — (kz + mg + mz )cos(wt )6z = 0 =

= (= (kox + mi ) cos(t ) — (ky + my )sin(t )% — (kz + mg + mz) cos(wrt )0z = 0

Roéwnanie powyzsze musi by¢ spetnione dla dowolnych 6x 1 6z ( takze rownych zeru) gdyz
warunek (*) wprowadzajacy ograniczenia na wektor OF juz wykorzystano eliminujac dy

1)  0,=0=—(mg+kz+mz)cos(wt)z =0

. .k
d. dowolne = —(mg + kz+mz)cos(wt)=0=>mg +kz+mz =0+ —z=—g

2) 8 =02 (=(or+ mit)cos(ar)— (ky + m§?) sin(at ) = 0 "

Dwa réwnania ruchu bo uktad ma 2

J. dowolne :>(kx + m)'c')cos(a)t)Jr (ky + mj})sin(a)t) = (| stopnie swobody (ruch 1 punktu

materialnego po powierzchni)
Réwnania te trzeba rozwigzaé przy uwzglednieniu réwnania wiezéw

£,(x,y,t) = ycos(wt)— xsin(wt) =0




Rozwigzanie rOwnania —h—mg—m&ﬂk32+£¢=—g

m
Jest to rownanie rézniczkowe liniowe rzedu drugiego o statych wspotczynnikach
niejednorodne. Rdwnanie wiezdw nie wprowadza ograniczenia na zmienng z wystepujaca
w analizowanym rownaniu dlatego mozna go rozwigzac niezaleznie od innych réwnan

Pelne rozwigzanie tego rOwnania jest sumg rozwigzania ogolnego rOwnania

jednorodnego
.k
Z+—z=0
m
oraz rozwigzania szczegolnego rownania petnego
.k
Z+—z=-g
m
Réwnanie jednorodne mozna zapisa¢ w postaci
k
.. . 2
F+w°z=0 gdzie 0 =—
m

Rownanie to ma takg postac jak rownanie opisujgce jednowymiarowy oscylator
harmoniczny niettumiony i jego ogélne rozwigzanie ma postac

. k . k
Zog = Acos(wr)+ Bsin(wr)= 4 cos \/%f +Bsin \/%t co mozna tatwo pokazac



. ., . 3 )
Rozwiazanie rOwnania S+ wiz=0

Rozwigzan powyzszego rownania rézniczkowego liniowego o statych
wspdtczynnikach jednorodnego poszukujemy w postaci  z(r) = C exp(Ar)

Po wstawieniu tej postaci do rownania rézniczkowego otrzymujemy rownanie
charakterystyczne :  CA* exp(At)+ @’ Cexp(lt)=0= 1 +@” =0

Jego pierwiastki sg rowne A =iw OrAZ 1, =—iw

Poniewaz A # A, t0 0golne rozwigzanie mozna zapisa¢ w postaci
z(t) = C exp(At)+ C, exp(A,t) = C explion )+ C, exp(—iwt) =
=(C, +C, )cos(at)+i(C, - C, )sin(ct)

Wykorzystano relacje (a-liczba rzeczywista)
expliar) = cos(a)+ isin(a) exp(—ia)= cos(a)—isin(a)
Ostatecznie
z(t) = Acos(wt )+ Bsin(wt)

gdzie 4=C, +C, B= ,'(C1 _ Cz) state rzeczywiste



. . V4 r . .o k
Rozwigzania szczeg6lnego rOwnania petnego Z+—z=-g
m

poszukujemy w rozwazanym przypadku w postaci state] sz = ¢

Po wstawieniu zapostulowanej postaci rozwigzania do petnego rownania

.k
Z+—z=-g
m
otrzymujemy warunek
0+Xcegmc="8
m k

A zatem rozwigzanie ogdlne rdGwnania pelnego ma postac

z(t) =2, + 2. = 4 COS(\/EZ‘J +B Sin(\/ztj _ng
m m k

Stale A 1 B mozemy okresli¢ z warunkoéw poczatkowych ruchu

Poniewaz z2(f =0) =z,,2(t =0) =z, | uwzgledniajac to iz

z'(t):—A\/Esin(ﬁt}-B\/Ecos(\/EtJ mamyA:@ B=z, m
m m m m k ° k

Ruch ciata w kierunku pionowym ma charakter drgan harmonicznych

k
wokot punktu z = —% z czestoscig kotowg @ = \/%



Rozwigzanie rbwnania (kx + mx)cos(at )+ (ky + my )sin(wt) = 0

Réwnanie wiezéw f(x, y,t) = ycos(a)t)—xsin(a)t)z 0 wprowadza zwiagzek miedzy
zmiennymi x iy, ktore trzeba uwzgledni¢ rozwigzujgc réwnanie ruchu . Mozna uzaleznic¢

np. w oparciu o rownanie wiezdw y od xit i w oparciu o ta relacje uzalezni¢ y od x, x, X, ¢
otrzymujac rownanie zalezne tylkood x, x, X, ¢

Otrzymane rdwnanie bardzo skomplikowane , problemy dla chwil czasu gdy cos(a)t): 0

Problem mozna uprosci¢ wprowadzajagc nowg zmienng p , na wielko$¢ ktorej nie wprowadza
roOwnanie wigzOw ograniczen, a ktéra to zmienna wraz ze zmienng z w pelni opisuje potozenie
ciala na plaszczyznie. Wielkos$cig ta moze by¢ x'-owa sktadowa wektora wodzacego ciata w
uktadzie obracajgcym si¢ wokot osi Oz z predkoscig katowg @ = [0,0, a)] o osi Oz
pokrywajacej si¢ z osig Oz 1 osi Ox' stale lezacej w plaszczyznie ruchu. W przypadku gdy
x'=p>0 wspohrzedna ta jest jedng ze wspotrzgdnych w nieruchomym cylindrycznym
uktadzie wspotrzednych, ale w zadaniu dopuszczamy 1z moze ona takze przyjmowac wartosci
ujemne.



Zwigzek wielkoscix 1y ze zmienng p
X = pcos(a)t) y = psin(at)

Rownanie wigzéw nie wprowadza ograniczenia na zmienng p

iy, t)=y cos(a)t) — X sin(a)t) =p sin(a)t)cos(a)t) —p cos(a)t)sin(a)t) =0

Z relacji wigzacych x oraz y z pi t wynika iz Y X'=p
ox . Ox . .
= — p+— =cos(at)p— pwsin(awr)
op ot
.0 0 @
y= —yp LY sin(at )p + pw cos(wt) X
op ot
. 0% ., 0% . ox . . y . . )
X = P+ P+ =—a)sm(a)t)p+cos(a)t)p—a)sm(a)t)p—pa) COS(&)Z‘)Z

op” " op "
= (,b' - pw’ )cos (wt)-2pwsin (wt)

y= a—y,o + a—y,o + % = wcos(wt )p +sin(wt )p + w cos(wt )p — par* sin(wt ) =

op op
= (p — pw )s1n(a)t)+ 2 peocos(at )



¥ = (,'0' — po’ )cos (0t)-2pwsin(wt)  §= (p — pw’ )sin(a)t)+ 2pw cos(a)t)

Po wstawieniu otrzymanych powyzszych relacji do rownania ruchu  (kx+mi)cos(er)+ (ky+ mj)sin(er) =0
otrzymujemy

:kp + m(p — pw’ )](:os2 (ot ) - 2mparsin(ot )cos(wt )+
kp + m(,b' — po’ )]sin2 (oot )+ 2mpa cos(at )sin(wt ) = 0 =

:kp + m(,b — p’ )][COSz(C()t)+ sin’ (a)t)] =0= p— (0)2 ~ %)P =0

. k . ’ . . . 7 A — 2 _
Wprowadzamy oznaczenie 7’ =’ ——>0 iréwnanie przyjmuje posta¢ P ~7 P =0
m

Rozwigzania ogolnego rownania rozniczkowego poszukujemy w postaci

p = CexplAt) :>Cexp(/1f)[/12—72]=0

Rownanie charakterystyczne 1 jego pierwiastki

A=y =0=2A=A=y,A=4 =—y



Ogoblne rozwigzanie
p = C expldit)+C, expl(A,t) = C exp(y )+ C, expl(- )

2 =|C exp()—C, exp(— )]

Wyznaczenie stalych dowolnych z warunkéw poczatkowych ruchu

x(t = O): X,

x(t) = pcos(a)t):> x(t=0)= p(t = 0): C, +C, = C+C, =x,
i(t=0)=0
. . . . . : Cl - C2 - 0
x(t) = pcos(at)— posin(wt)= x(t = 0) = p(t =0)=y(C, - C,)

C,+C, =x,
—
CI—C2 =0 C1=C2:5x0
A zatem

o= %xo [exp(y)+ exp(-y2)] = x, cosh(y)

x = pcos(at) = x, cosh(y)cos(at) y = psin(at)= x, cosh(y)sin(wt)
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Okreslenie zwigzkéw miedzy sktadowymi sity reakeji F,= Z/ik gradf,

-, 9 -, 9
F, =Y 1, =~ F, =Y A 2%
Rx ; k ax Ry ; k ay

b
Il

Mu
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gdzie A, oznaczaja nieoznaczone mnozniki Lagrange'a.
p =1, f,(x,,t) = ycos(at)-xsin(wt) =0 =

= F, =—sin(wt)A,, Fr, = cos(wt)A,, F,, =0

/

Fy, sin(wt )= —F,, cos(wt)

Sktadowa z-owa sity relacji jest rowna zeru, gdyz o$ Oz jest styczna do ptaszczyzny po ktorej
porusza si¢ ciato
Znajomos¢ sktadowej x-owej pozwala na proste okreslenie sktadowej y-owej sity reakcji



Rownania Lagrange’a I rodzaju
. - ~ P
mr=F+F, = F+Z/1kgmdfk =
k=1

! ‘ N/ e, O
mjc':Ferng% my—Fy+kZ;ﬁ,k§ mz—FZ+kZ_;/Ik o
k=1 X B -

p=Lf(x,yt)=y cos(a)t)— xsin(a)t) —(Q Stawypadkowa F = (—kx,—ky,—kz—mg)

mi = —kx —sin(wt )4, )
Czyli otrzymujemy 3 réwnania my = —ky + COS((()ZL)//LI (**)
mz = —kz —mg
Dygresja: Po wyznaczeniu mnoznika A, z réwnania (¥) 4, = —% 1 wstawieniu wyniku do (**)

otrzymujemy ponizsze rOwnanie identyczne z tym otrzymanym przy metody zasady d’Alemberta

(m + kx ) cos(eot ) + (my + ky)sin(wt) = 0



Wyznaczenie sity reakcji

P =X, cosh(yt):> P =X,y sinh(yt):> p=x,y cosh(yt)
= (p— pw?)cos (wt)- 2 posin (wt) =

(- o )x cosh (y)cos (wt)— 2 x,wy sinh (wt)sin (wt)=

( -—- jxo cosh (yt)cos (wt)— 2x,wy sinh (wt)sin (wt)=

= —xo cosh (7 )cos (wt)— 2x,wy sinh (ot )sin (wt)
m

Zréwnania (*) mi = —kx —sin(wt )4,

%

A== sin{r) = [k, — kx, |cosh(y Jetg (ot )+ 2mx,y sinh(wt ) = 2mx,wy sinh(at)
Sita reakciji:

F, =—sin(awt )4, = —2mx,wy sinh(j¢)sin(awr)

Fp, = cos(at ), = 2mx,wy sinh(wt)cos(wt)

F, =0



