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Zadanie 2 (seria I). W ukfadzie cylindrycznym do okre$lenia
polozenia ciata stuzg wspotrzgdne p,p,z ktorych zwigzek ze z

wspotrzednymi kartezjanskimi dany jest wzorami
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x=pcos(p)  y=psinlp) z=z »

1) Znalez¢ zwigzek pomigdzy wersorami é, =€, €, =¢,, €; =¢,

cylindrycznego uktadu Wspoirze;dnych oraz wersorami uktadu
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£ 2) Dla punktu materialnego o masie m znalez¢ rozktad na sktadowe / ki
NS, we wspotrzednych cylindrycznych wektoréw wodzacego 7, -
8 predkosci v = F, przyspieszenia a = ¥ oraz momentu pedu y
% L =7 xm¥ . Zapisa¢ w tym ukladzie operator gradientu. - 9
v/

O 3) Znalez¢ odpowiednie wzory dla uktadu biegunowego X
g wprowadzonego w ptaszczyznie z=0 ktadac z=0 oraz wprowadzajac
O oznaczenie ¥ = p.
Z
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% 1) Okreslenie wspotczynnikdéw Lamé:
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Okreslenie wersoréw uktadu cylindrycznego: 5
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e, =—|—i+ +Z & | =cos(p)i +sin(p); >

p Lp(ap 2 |- coslol -+ sinfo) ,

e, = L(@_x; + a—y] + ﬁlgj = l[— ,osin(go)z7 + pcos(qo)]’] = —sin(qo)f + cos(qo)]’
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:é Wersory te spetniajg relacje: é, j
- e,xe,=e,,e,xe =¢,exe,=¢,, (1) e,
5 T2-@ 5 -
Q0 é-¢ =0, gdziei,j=p,p,z (2) !
Q
(% Widac to na przedstawionych rysunkach ?
¢
®© 2) Okreslenie sktadowych wektora wodzacego 7 =7,€, +1,€, +1.€.
O’ X
® . .
= Poniewaz |r|2 =x’ +y? +z> = p’cos’(p)+ p’sin’(p)+ z° = p* +2°
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J 2L, op 2L, Op 2L, oz
8 Okre$lenie sktadowych wektora predkosci:
)
g v,=L p=p v, =L,p=pp v.=Lz=:z
g Sktadowe te mozna znalez¢ takze inaczej
O — = d — — .« B — =
Z Wiadomo iz v:rza(pep+zez)=pep+pep+z'ez+zez
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o) 3d .. %_%_ig_o . PR
© Wiadomotezze i = j =k =0.Nalezyznalez¢ e e, e,
= . de , B,
) e, =—Lp=|-sinlgp)i +coslgp)jp=¢,4q 3
1o =40 ? [sin(p)f +cos(p)ip=2,0 3)
s
= dé . e . =1 - .
" €, = d—;’(o = [— cos((o)z - sm((o)] ]{p =—€,0 (4)
\0)
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6 Uwzgledniajac (3) i (5) mamy v = pe, + pge, + ze,

Okreslenie funkcji f w celu wyznaczenia sktadowych wektora przyspieszenia
1 Ir. . .

fzz ";27 +v; +vf]=5[p2 +p9° +22]

Okre$lenie sktadowych wektora przyspieszenia:

l{d(afJ 6f} d(. o
a,=—|—| = |-==|==-(p)-pp* = p— po
"L, |dt\op) op| dt
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Y1, er(sj;j %}:%{%[psz]}Z%[pr¢+p2¢]:2p¢+p¢

IPET e
L dt\ oz 0z dt

Mozna obliczenia wykonac takze w inny sposéb

— = d . . . e R e “oms s s .S
a=yv :E(pep + pye, +zez):pep +pe, + pge, + ppe, + pge, + Ze, + ze,

Uwzgledniajac (3), (4) oraz (5)

a=pe,+ pee,+ pge,+ ppe, — Py’ e,+ze = [P PP ]e 2/0(0+P(0)€ +Ze,
A zatem sktadowe wektora przyspieszenia:

a,=p-pg’ a, =2pp+ pp a,=%

Moment pedu mozna przedstawic jako wielko$¢ proporcjonalng do iloczynu wektorowego wektoréow
wodzacego i predkosci. Wykorzystujac wtasnosci (1) i (2) wersoréw w uktadzie krzywoliniowym iloczyn
wektorowy mozna okreslic liczac wyznacznik odpowiedniej macierzy

e, €, €. e, €, ¢
Zz(?xm?)zm(?xﬁ):mrp r, r.|=mp 0 z :m[—pz¢ép+(pz—pz')é¢+p2¢éz]
v, v, v |p opo 2

Operator gradientu w uktadzie cylindrycznym mozna zapisa¢ wzorem

10 > 1a_> 13_) 16_, 3_> 10 > J -
V= leLBqli L ap Q+L R (p+L 2z Bp 9+p0<pe‘p+6 €z

3) Przej$cie do uktadu biegunowego

Do opisu ruchu w ptaszczyZnie z=0 mozna wprowadzi¢ uktad biegunowy, w ktérym do opisu potozenia
ciata wykorzystujemy dwie wspétrzedne r oraz @. Poniewaz wektor wodzacy 7 musi leze¢ na

ptaszczyznie z=0,to nalezy przyja¢ =0, z =0 ,Z =0 oraz r = |17| = p (czyliwspotrzedna p wuktadzie

cylindrycznym jest rowna wielkosci r i tak mozna jg oznacza¢) Wowczas wzory okreslajace wersory
uktadu biegunowego oraz sktadowe wektoréw wodzacego, predkosci i przyspieszenia przyjmuja
postac

é, = cos(p)i +sin(p); e, = —sin(p)i +cos(p)/ r=re,
(sktadowa radialna predkosci: v, =7, sktadowa transwersalna predkosci: v, =r¢ )

a —(r—rgp )e 2r¢+r(0)e (sktadowa radialna przyspieszenia: a, =i —r@>, sktadowa

transwersalna przyspieszenia:  a, =2r¢p+r¢ )
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Wektor momentu pedu L= mrz(ﬂ; jest prostopadty do ptaszczyzny w ktorej odbywa sie ruch

s s

i maw tym wypadku niezerowa tylko sktadowa z-owa.
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Operator gradientu w uktadzie biegunowym mozna zapisa¢ wzorem: V= 5 6rt g %0
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