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Zadanie 2 (seria V). Elektron o tadunku e<( i masie m porusza si¢ w obszarze jednorodnego pola magnetycznego

opisanego potencjatem wektorowym A= [— By,0,0] oraz skalarnym =0 gdzie B-stala, y-kowa sktadowa wektora
wodzacego elektronu.

1) Znalez¢ wektor indukcji pola magnetycznego B .
2) Znalez¢ funkcje Lagrange’a, pedy uogolnione oraz funkcje Hamiltona i1 napisa¢ rownania Hamiltona. Czy
funkcja Hamiltona jest stalg ruchu? Ktore z pedow uogolnionych sg statymi (catkami) ruchu?

3) Pokaza¢ iz w przypadku gdy ruch elektronu jest ograniczony do plaszczyzny z=0 to funkcje Hamiltona
2

s : . : 1 .
mozna przedstawi¢ jak dla jednowymiarowego oscylatora harmonicznego: H = ﬁ—y + Ema)f (y -, )2 gdzie
m

ik
EZI”OLZ: 2 i iz ;@_@ _7(@_Mj+g @_M _BE_[OOB]
x o o oy &) N\ e ox o ) orTOR
-By 0 O .
. 04
Wektor natezenia pola elektrycznego: E =-grado - 5 =0

Czastka porusza si¢ wigc w obszarze statego jednorodnego pola magnetycznego o indukcji o
wartosci B skierowanego wzdhuz osi Oz.
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U=—e?-;1+e¢

Potencjat uogdlniony

=0, d=[4,4,4]|=[-By00i=[t32]=  U=-ei Ad+ep=eBiy

Funkcja Lagrange'a L=T-U =5(x2 +y? +Zz)—eBxy

Poniewaz nie ma narzuconych zadnych wiezéw na czgstk¢ to wspohrzednymi uogdlnionymi
moga by¢ sktadowe wektora wodzacego w dowolnym uktadzie wspotrzednych np. ukladzie

kartezjanskim ¢, = x,q, = y,q, =z

d| oL | oL _0
Dodatek : Rownania Lagrange’a Il rodzaju ;. a _a—
l l
d (oL d(oL) oL

oL _ . LN = i —eBy oL 0 TR TN N . ope
op = m-eBy dt(afcj mEmeny =0 dt(@)&) ox mx—eBy =0

d(oL) oL o
6*L.=my 4oL = my OL _ ey dt(a.J—GZOD mj +eBx = 0
oy dr\ oy oy v Y
oL _ . d (oL oL d[ﬂ)_ﬂzoj .
= Ll Z =0 . mz =0
0z " dl(@z') mz oz di\oz) oz

Mo:na pokazaé iz uzyskane rownania s3 identyczne z rdwnaniami powstatymi z rozpisania na sktadowe

ponizszego rownania wektorowego

— —

i J ok
mit = qix B=>mli +37 + k)=t y 2| =epBi —eiB] +0k
0 0 B



L:T—U:%(x2 + 2+ 2 )-eBiy

Pedy uogdlnione

oL . oL

oL . .
p,.=—=mx—eBy p, my p.=—_=mz

ox Y
Poniewaz A =[-By,0,0] to mozna sprawdzi¢ iz
po=mited,  Py=mpted,  p.=mited,

/
Uogdlniona energia (funkcjaG) G = sz (q,qaf)% —-L
=1
. . . . . . mi(., ) .2 .
G=xp, +yp, +zp, —L=xp, +yp, +zp, —E(x +y +z )+eBxy

G = mx* — xeBy +my* + mz* —%(ﬁ +3° +Z'2)+eB)'cy :%(;‘cz + 37 +z'2):T

Energia ta w rozwazanym przypadku jest rowna energii kinetycznej.



G:%(xz Ty 42

Funkcja Hamiltona H = G(q,q'(q,p,t)t)

p,=mx—eBy = ).C:LeBy

m

. P
p,=my=>  y=—=

— s z=
p.=mi= "

1
H=E[(px+eBy)2+p§+pf]

Uwzgledniajac to iz ;1:[— By,0,0] 1 @=0 to wida¢ iz wzor powyzszy ma postac
1
2m

H = (ﬁ—e;l)z+eqo gdzie ﬁ:lpxapy’pzj

Czy funkcja Hamiltona jest statg ruchu?

a—H:O:>OZ—H:O:>H=const
ot dt



1
H=%[(px+eBy)2+pi+pf]

Réwnania Hamiltona
. 0H . oH p.
QIZZ_H:> ),C:ZH:px+eBy y:_:& Zza_:P
P D m dp, m p., m
Uzyskane relacje sg zgodne z tymi definiujgcymi pedy uogdlnione oH
:__:> ” = —— = - = x+€B z
h==7 py==—-=0 L W (p, +eBy) oz
p.=0= p =mx—eBy=const p.=0= p, =mz=const

Ktére pedy s3 statymi ruchu?
Oczywiscie zachodzi wiec p,=0=>mxi-eBy=0 — relacja zgodna z jednym z réwnan
Lagrange’a Il rodzaju

Ograniczenie ruchu czastki do ptaszczyzny z=0

z=const=0= z=0, p.=mz=0

Funkcja Hamiltona przyjmuje posta¢  H :ZL[(px +eBy) +p§]
m

2

— — 1 1
p, =const=a = H:%[(a+e3y)2+pj]zﬁ(a+e3y)z +ﬁ

2

e?B? / a 2 ps | R , P,
= — Y =—ma(-y, +y) +=—=
2m (eB + ) + 2m 2 Syt ) 2m
. elB (04
gdzie _ ‘ ‘ ) . =——=—— -stafa
W czestoé¢ cyklotronowa Ye =08 |e|B

c

m
Funkcja Hamiltona ma taka samg posta¢ jak funkcja Hamiltona dla jednowymiarowego

oscylatora harmonicznego drgajacego wokot punktu y = y, z czestoscia cyklotronowa



