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Zadanie 2 (seria III)

Zapisa¢ roOwnanie Lagrange’a Il rodzaju oraz wyznaczy¢ ruch punktu materialnego w polu
sity ciezkosci F = (O,—mg) po gladkiej odwroconej cykloidzie. Réwnanie parametryczne
krzywej, po ktérej porusza si¢ punkt materialny:

x(p) = Rlp +sin()) )= R(1-cos(p)) R=const

—nTSQ<7x

Znana jest warto$¢ przyspieszenia ziemskiego g.

Wsk. Jako wspotrzedng uogolniong mozna przyjac parametr ¢ . Przed rozwigzaniem rOwnania
Lagrange’a II rodzaju dokona¢ zamiany zmiennej ¢ na zmienng u okreslong jako

u—4Rs1n( )( 4R<u <4R). Modul u jest réwny dlugosci tuku cykloidy pomiedzy

punktami okreslonymi przez ¢, =0 oraz ¢, = ¢. Mozna takze przyja¢ u jako wspotrzedng
uogolniong 1 wyrazi¢ znaleziong funkcje Lagrange’a L(@,9) jako funkcje tej nowej
wspolrzedne) uogdlnionej 1 jej pochodnej po czasie czyli znalez¢ L(u,u) po czym zapisaé
rownanie Lagrange’a Il rodzaju przyjmujac jako wspotrzedng uogdlniong wspotrzedng u.
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RAwnanie parametryczne wycinka odwroconej cykloidy lezacej na ptaszczyznie o rownaniu: z=0:

NS o) = Rp+sin(p))  (p)=R1—-cos(p)) sz

wycinek odwréconej | x((o = O) — y(go = O) =0 y((p = iﬂ') =2R
cykloidy o R=1 X((D _ 72') _ R7Z' x(gp _ —7[) _ —R7z-

. Jeden stopien swobody =1, jedna wspoétrzedna uogdlniona. Moze by¢ nignp. ¢; =@

( choé inny wybdr wspodtrzednej prowadzi do prostszego do rozwigzania rézniczkowego rdwnania ruchu)

Wyznaczenie energii kinetycznej T = %(xz + )',2)

x(p)=R(p +sin(p)) = i= e R(1+cos(p))p

W0)=R(1-cos(p) = 7=2¢p= Rsin(p)p

P )R o) sint(o)l R 2cosp) cos'p) sin' ()]

T(p,¢)=mR*¢* (1+cos(p))




x(p)= R(p+sin(p)) = @)= R(1-cos(p))=

Wyznaczenie energii potencjalnej V

—

F=—-gradlV
F.=0,F, =-mg ,
:mg:y
A R e

* ox 7 Oy

Energie potencjalng trzeba takze uzalezni¢ od wspotrzednej uogolnionej @

Wp)=R(1-cos(p))=V = mgR(1-cos(p))

Wyznaczenie funkcji Lagrange'a L(gp, (0) =T-V = mRng2 (1 + COS({D))— ng(l — COS((p))

Zapis rownania Lagrange'a Il rodzaju d ( oL ] oL _
dt

—|-——=0 [/=1,.... , f
aCIl aq}
d(oL) oL
S=ba=¢ dz(a(p] dp




L(p,p)=T -V =mR*¢*(1+ cos(¢))— mgR(1—cos(¢))

oL oL

— =—mR”sin(p)p’ — mgRsin(p) — =2mR*[1 +cos(p)lp
op op

d (oL 0 (OoL).. O (OL). ) . ) . 2
4= 2 Lo Z{ Lo 2l costol- 2 sinfoh

L)oo amrli+coslpp- 2 sinlolg” + i sin(p)” + meksin(p) =0

. 2mR’ 1+ cos(@)|p — mR? sin(p)p* + mgRsin(¢p) =0

Przeksztatcenia otrzymanego rownania w celu jego uproszczenia

1+cos(p)= cosz(gj + sinz(%] + cosz(gj —~ sinz(%j =2 cosz(%j sin(p) = 2 Sin(%) COS(%) —
4mR* cos’ (%j(p —2mR’ sin(%j cos(%j(pz +2mgR sin(%j cos ﬂj =0

Dzielimy obydwie strony przez  2mR cos(%) — 2R COS(%}b -R Sin[% o’ +g Sin(%) =0




Q.. AN AN (*)
2Rcos| — |p— Rsin| — +osin| — |=0
(2j¢ (2j¢ 8 (2)

Wprowadzamy nowg zmienng: u =4R sin(gj

. Ou . : : :
=>u= —ugo =2R cos(ﬂjgo U= ou @+ abf @ =—R sin(ﬂj(p2 +2R cos(ﬂjgb
o 2 op  0¢ 2 2

Réwnanie (*) przyjmuje postaé: ii+%u =0= {+w’u=0 gdzie = /4£
R

(réwnanie z punktu widzenia matematyki takie jak dla jednowymiarowego oscylatora harmonicznego z wychyleniem u

oraz czestoscig kotowg drgan o= % )
Prostszy sposob dojscia do rownania ruchu i+ %u =0

Przed zapisaniem réwnania ruchu mozna uzaleznic¢ funkcje Lagrange'a od zmiennej u i jej pochodnej po czasie traktujgc u jako
wspotrzedng uogdlniona L(p, @)= mR*@*(1+ cos(¢)) — mgR(1 - cos(p)) = 2mR*¢” cosztg‘j —2mgR sin’ %
(o o[ u’ . Ou . Q). 2 @ i’
u:4Rsm(—j:>sm (—j: 5 Uu=—aq@=2Rcos| — |[p = @ cos”"| — |=
2 2) 16R op 2 2) 4R’

= L(u,d)z%mdz —Z—iuz

d (oL oL d .\ mg . mg .8
“ | =0 —(mu)+—=2u=0= mij+—=2u=0= u+—=u=0
dt (85: ) ou dt ( ) 4R 4R 4R



Czym jest wielkos¢ u u=4R sin(%j
wycinek ogwrdconej
cykloidy o R=1

Wielkos¢ ‘u(go)( okresla dlugos¢ tuku cykloidy mierzong pomiedzy punktami na cykloidzie

okreslonymi przez ¢, = 0 (najnizej potozony punkt na odwroconej cykloidzie) oraz ¢, =¢. >

Wielko$¢ u podobnie jak ¢ charakteryzuje jednoznacznie potozenie ciata na tuku odwroconej
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cykloidy. Moze ona przyjmowa¢ dowolne wartosci z zakresu <— 4R, 4R).

. 2 0 2
Dowod: < \
¢

Dhugos¢ dS infinitezymalnie matego wycinka cykloidy: 45 = \/ (dx)2 + (dy )2

=0

P

X(p)= Rlp+sin(p)) = dx = L dp= R+ coslp)dp  »(p)=R(1~cos(p)) = dy = S—Zdw = Rsin(p)de

op
@ Q
cos| — |dop|=2Rcos| — ||d
@ (p‘ @‘ d
@y

Px Pk
Zmiennau dla ¢ =, >0 jestrowna S = _[dS =2R ICOS(%}'(P = 4R Sin(jj =ulp=0,)
0 0

ds = | R*(1+cos(p))’ (de) + R sin’(p)dp) =+ 2R*(dp)* (1 +cos(p)) = 2R

. . . . g
Rozwigzanie rGwnaniaruchu u +Eu =0

. _ | & -state zalezne od warunkéw poczatkowych ruchu
u:Acos(a)t+5) gdzie ®=\,z 40 poczatkowy

Ciato wychylone z potozenia réwnowagi ¢ =( do punktu o dowolnym ¢ = ( takim ze ‘(o‘ <z

wykonuje drgania wokét punktu @ =0 o okresie 7 _2r _ 2,,\/@ _ 4;,\/5 ( wahadto izochroniczne)
@ g g



