& OMNISD

Otwartosc¢. Modernizacja. Nowoczesnose. Integracja. Spotecznose.

Zadanie 1 (seria IV). Dwa punkty materialne o tej samej
masie rownej m mogg porusza¢ si¢ po nieruchomym,

umieszczonym poziomo gtadkim precie o dtugosci 3a. Punkty A X A A
te potaczone s3 migdzy soba i koncami preta za pomocg 3 O 1 2

sprezyn  spelniajacych prawo Hooke’a. Wiadomo, iz

wspotezynnik sprezystosci kazdej ze sprezyn jest rowny k, za$ a a a
dlugos¢ kazdej ze sprezyn w stanie gdy sprezyna nie jest

naprezona jest rowna a .
Przyjmujemy za wspolrzgdne uogo6lnione wychylenie punktéw materialnych z potozenia
rownowagi ¢, =x, —a, ¢, =x, —2a (poczatek uktadu wspotrzgdnych umieszczono w lewym
koncu preta).
1) Znalez¢ energi¢ potencjalng ukladu jako funkcje wspoirzednych uogolnionych g¢,,q,.
Pokaza¢ iz energia ta przyjmuje warto$¢ minimalng gdy ¢, =¢, =0 oraz to iz mozna ja
przedstawi¢ wzorem:

1
V :E(Kll%z +K22Q§ +K,9,9, +K21Q2Q1)+ const

gdzieK,,,K,,,K,,,K,,-state , K, =K,,.
Znalez¢ warto$ci statych K,,K,,,K,,,K,,,const (niektore z nich moga by¢ rowne zeru).
2) Pokaza¢ iz  energic  kinetyczng  ukladu  mozna = przedstawi¢ = wzorem

T :E(MIIQIz +M22q22 +M,4,9, +M21‘]2‘]1) gdzie M, ;,M ,,,M,,M,,-state, M, =M,,.

Znalez¢ wartosci statych M, ,,M ,,,M ,,M,, (niektore z nich moga by¢ rowne zeru).

3) Wyznaczy¢ czgsto$ci kolowe drgan i ogodlng zalezno$¢ od czasu wspdtrzednych ¢,,q, w
trakcie ruchu.

4) Znalez¢ wspotrzedne normalne u; oraz u» i wyrazi¢ funkcje Lagrange’a za pomoca
wspotrzednych normalnych u; oraz u; oraz ich pochodnych po czasie.
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Dwa stopnie swobody = 2 wspoétrzedne uogdlnione q,,q,

Wybor wspodtrzednych uogdlnionych musi by¢ tak

przeprowadzony iz w potozeniu réwnowagi q,=q,=0

q,=Xx, —a, q2=x2—2a

1) Energia potencjalna (potencjat)

Energia potencjalna jest sumg energii trzech rozciggnigtych o Al; (i=1,2,3) (lub Scisnigtych

gdy Al <0) sprezyn:

V:%[(All)er(Alz)z+(Al3)2]=§[(xl—a)2+(xz_x1_a)2+(2a_xz)2]

Mozna pokazac iz sity dziatajgce na 1i 2 ciato sg réwne

F. = —Z—V = —k(x, —a)+k(x, —x, —a)= —kAl, + kAl
X

oV
F, =——=k(2a—x,)-k(x, —x, —a)= kAL, — kAl

ox,
Inny spos6b V = Fdx, + C(x,) = 2k | xidx, = k [ xydx, + C(x, ) =ho! —kx, + C(x,)

F ==Y s ka—x,)~k(x, - x, —a)= kx, - dClx,) ~2kx, + kv, +3ka = kx, — dC(x,)
ox, ) dx,

C (x2 ) = _[ (— 3ka+2kx, )dx2 + const = —3kax, + kx; + const

Wzér koncowy na V zgodny
z (*) gdy const=3ka?



Uzaleznienie V od wspétrzednych uogdlnionych  ¢g,,q,

k
g =X —a=>x =q, +a V=5[(X1 —a) +(x, - x, —a)2+(2a—x2)2]:
—

D=5 20> %, =q,+20 =§[(q1)2 +Ha-q,) +(—qz)2]=%[2k%2 ~2kqq, + 2kg; |

Energia ta przyjmuje wartos¢ minimalng rowna zeru gdy ¢, =¢, =0, ktore to potozenie
odpowiada trwalemu (stabilnemu) potozeniu rownowagi.

W ogblnym przypadku matych drgan

1< :
14 :EzKﬂqqu +const gdzie K, =K, ; K -state.

7=l
W rozwazanym zadaniu liczba stopni swobody f=2 i

(3)
1
4 =§<K11q12 "'Kzzqz2 +K,9,9, +K, 9,9, )"'CO”lSt

gdzie K, =K,

» Z przeprowadzonych obliczen wynika iz

1
v =~ loka? ~2kq,, + 2%¢:]

- 1
299, = 4,9, + 4,94, >V = 5 [2k6112 —kq,9, —kq,q, + 2k61§] (4)

Wzér (3) zgodny z (4) gdy K, =K, =2k K,=K, =—k const=0



Ze wspotczynnikow typu K; mozemy tez utworzy¢ macierz kwadratowg bedaca macierza
hermitowskg

o [Ku Kol_[26 -k
| K, K| |-k 2k

. m ., m .,
2) Energia kinetyczna | = X X
. . . . T_m 2, Mo
q=x,—a, ¢,=X,—2a= qd,=X, 4=X%= ) 1+3 2 (1)
/
W przypadku matych drgan T =%ZMM' /4, gdzie M, =M, My stale
ji=1
W rozwazanym zadaniu liczba stopni swobody f=2 i
1 . . . 2
TZE(MM% + Mgy +M,q,49, +M21Q2Q1) )

Wz6r (1) zgodny z (2) gdy przyjmiemy iz
M, =M,, =m M, =M, =0

Ze wspotczynnikow typu M, mozemy utworzy¢ macierz kwadratowa bedaca
macierzg hermitowska

~ M, M, m 0
M = =
M, M, 0 m



l—k 2k 1o m

3) Wyznaczenie czestosci kotowych drgan

Tworzymy macierz kwadratowa

[% a)zM— 2k—ma)2 —k
| -k 2k —ma’

Czestosci drgan spetniajg rownanie

. n A ~ Rk—me? —k
det|K — M |=|& -0 M| =" |=0
—k 2k—mow
Po policzeniu wyznacznika

2k-mo’ =k=>w=0= *

2 P 2 m

2k -me?) -k* =0= lub

3k

2k—ma)2=—k:>a):a)2: -
m



Wyznaczenie zaleznosci wspotrzednych uogdlnionych od czasu

: e . :
Wprowadzamy macierze CcY= {Cl(")} takie 17
2

zalezno$¢ wspotrzednych uogolnionych od czasu mozna zapisa¢ wzorem

ol S . 2 [c®
q :{ } = ZC cos(a),.t+(p,.): Z co cos(a),.t+(pl.)

q, i=1 i=1| Gy
Wyznaczmy te macierze z doktadnoscia do statej korzystajac z rownan

— 2 _ () ]
(& —wat)cw -0 2K EoparZ|? i=1,2 )
—k 2k-ma?||C?| |0]
1) g = ﬁj 2k-mo}  —k |[c]_[o :_k -k [c] _[o
m -k 2k-mo}||CP| [0 |-k k||CP] |0
Wynikaja stad dwa rownowazne sobie réwnania o postaci C!" —kC{" =0= C{" ="
2) a, :\/i: 2k —ma; —k c®| |0 —k —k]|Cc?| [0
 \m _ o2 e | T ol T e ke | T
ko 2k-ma?||c®| |o ko—k|lc® | |o

Wynikajg stad dwa réwnowazne sobie réwnania o postaci —kC» —kC¥ =0= ¢® =_c®

Mozna sprawdzi¢ ze macierze wyznaczone C",C” spetniajg réwnania c®"mc® =c®"yc® =0

gdzie C"=|c” | (gdyz ® #o , winnym przypadku warunki te nalezatoby dodatkowo
uwzglednid)



Ostatecznie Cél) _ Cl(l)

g, = CY cos(mt + @ )+ C? cos(ayt + ¢, ) C? =-C?

q, = C" cos(at +¢,)+C? cos(myt +¢,)= CV cos(at + @, )— C? cos(ayt +p,)

Powyzej zapisane roOwnania okreslajace zalezno$¢ wspotrzednych ¢,,q, od czasu zaleza w

ogolnosci od czterech statych dowolnych C",C*,¢,,, , ktore mozna okresli¢ z warunkow

poczatkowych ruchu.
Ogo6lne rozwigzanie jest superpozycja drgan normalnych o znalezionych czgstosciach

W przypadku drgan o czestosci @, = \/E oba ciata drgaja w tej samej fazie, przy czym
m

amplitudy drgan obu ciat sg jednakowe (w tym modzie drgan spr¢zyna Srodkowa jest
nienaprezona) .

: 13k : : :
W przypadku drgan o czgstosci @, = ,|— oba ciala drgaja w przeciwnych fazach, przy czym
m

amplitudy drgan obu ciat sg jednakowe.



4) Okreslenie wspotrzednych normalnych

Z(l) Z(Z)
Szukamy macierzy y® 1() oraz y* 1(2)
2

Ve
spetniajagcych rownania

I%—a)f]\;[);((” =0 i=1,2 (6)
o (vr ) I gdy i=j 7
2 )T(M)Z(]) =5, :{0 S (7)
gay L7 ] ij=12
gdzie ( (’)) [Z(l) (")] oznacza macierz wierszowa transponowang do macierzy
Z(z) ~ |m 0
kolumnowej y" bol(i=1,2) M= 0 m

Réwnania (6) maja Jedznakowq postac jak réwnania (5) (K—wa)C@ =0
a zatem maja jednakowe rozwigzania ' [2]{ —k}

-k 2k
Cél) — C(l) — Z(l) — Zl(l)
C2(2) = —Cl(z) = /f{ ZI(Z)

M _ 1 1

= @ __0__
~2m X ==X \/%

P _
X



P n'|_ 1 H pom 0| 1_{ . } wo|™ 0
2] N2ml 2 Nam | -1 0 m
Macierze ¥, 7®  powinny ponadto spetniaé  réwnania ( 7@ )T (M );((1) =0,

(z“))((M )Z(Z) =0 ktére w rozwazanym przypadku gdy o, # @, (czyli nie wystepuje
degeneracja) sg spelnione automatycznie gdy spetnione jest rGwnanie (6) , co mozna tatwo
sprawdzi¢ np.

(Y ) = litbn 3010 |0

Wspotrzedne normalne u,,u, mozna wprowadzi€ tak 1z spetniaja one ponizsze rownanie:

q, . u, 21(1) 11(2) Ul _ 111 |t
q, u, Zél) ZéZ) V2m 1 -1} |u,
Z powyzszego rownania macierzowego wynika iz

—Lu u L
%‘m(l"‘ 2) q, m(l 2) (8)

W celu uzyskania relacji odwrotnych do relacji powyzszych mozna wykorzystaé¢ np. rownanie

W el O R 3R
u & |2 2| M, M,||q 2m|l 1] |0 1]|q, _\/E(
E%_%)J

2

skad wynikajg relacje okreslajgce wspoétrzedne normalne p m
u =\/;(ql+q2) u, = E(CI1_Q2)

Mozna je otrzymac tez bezposrednio z relacji (8)



Funkcja Lagrange'a we wspotrzednych normalnych
1 1

. o p
%ZE(%H&)Z 611=E(“1+“2) a)lz\/;
9> = 1 (ul_uz):> 9, = 1 (al_az) wz:%
\2m 2m
: . 1
L=%( 12+%2)—5[2ka—2kq1q2+2kq§]=

S B A YR T Ty PR IV

= i[zuf +2u§]—ﬁ[2kuf + 6kl |= %[uf +a§]—%§uf —%%uf

L :—[L'tf +u§]—la)fuf —la)juj W funkcji Lagrange'a nie wystepujg wyrazy zalezne
2 2 2 od iloczynéw roznych wspotrzednych lub predkosci
normalnych.

Rownania Lagrange'a Il rodzaju we wspotrzednych normalnych:

di(aa_L] _aa_L =0= U + a)lzu1 =(0 Opisujg one dwa niezalezne oscylatory o czestosciach
1\ ou, U,

kotowych drgan o, = \/E oraz @, = 1/%
m m

d (oL _a_L:0:> ii2+a)22u2 =0
dt\ o, ) ou,



