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Otwartosc¢. Modernizacja. Nowoczesnose. Integracja. Spotecznose.

Zadanie 1 (seria I1I)

Prosta  przechodzaca przez poczatek ukladu
wspotrzednych przecinajagca o§ pionowa (Oz) pod

stalym w czasie katem « (ae(o,;[j) obraca si¢

dookota tej osi ze stata predkoscia katowa @ = (0,0, a))
Po prostej porusza si¢ bez tarcia cialo (punkt
materialny) o masie m. Na cialo dziata sila
harmoniczna  F, L, =—kr = (— kx,—ky,—kz) gdzie k-
dodatnia stata

1) Wyznaczy¢ ruch tego ciala przy pomocy rownania
Lagrange’a drugiego rodzaju. Zatozy¢ iz

£>w2 sin®(a). Zaniedba¢ wptyw sily ciezkosci na
m

ruch ciala. Przyja¢, ze w chwili poczatkowej cialo
spoczywato w ukladzie odniesienia zwigzanym z
obracajaca si¢ prostg, za$ jego odlegltos¢ od poczatku
uktadu wspoétrzednych wynosita s5,, przy czym:
x(t=0)=s, sin(a), y( =0)=0.

2) Znalez¢ uogoélniong energi¢. Czy jest ona stalg
ruchu?
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Poszukiwanie rownania wiezéw
Z warunkéw zadania ( w szczegdlnosci takze

tegoiz x(t=0)>0,y(t=0)=0)

gdy z>0

wt

y_ B sin(a)t) _ o _ y wt

= tg(a)t)——cos )= f, = cos(at )y —sin(wt )x =0 N
d 2 2 dy z<0
H (e 1o =fela) - =0 =

Wybdr wspoétrzednej uogodlnione;j
1 stopieri swobody f=1— 1 wspétrzedna uogdlniona g,=s

Moze byc¢ nig wielkos$¢ s ktérej modut rowny jest odlegtosci punktu materialnego od
poczatku uktadu wspodtrzednych.

Zwigzek wspoditrzednej s ze wspodtrzednymi w uktadzie kartezjanskim
zawsze zZ= Scos(a

gdy z,s50 =|d|=ssin(a) x= d| cos(ar) = ssin(a)cos(wr) y= ‘d‘ sin(a)t) =S sin(a)sin(a)t)
gdy z,s<0 = ‘d‘ = —ssin(a) xX= —‘d‘ cos(ot) = ssin(a )cos(ar) y= —‘d‘ sin(@r ) = s sin(er )sin(ct)

Rownania wiezow sa spetnione dla dowolnych wartosci przyjmowanych przez wspoétrzedng s gdyz
£, = cos(at )y —sin(wt )x = cos(et )s sin(a )sin(awt ) — sin(et )s sin(a )cos(ewt) = 0

fo =|ztg(a)—/x* + ¥ =]s|cos(a )g(a)- Js? sinz(a)(cosz(a)t) + sinz(a)t)) = |s|sin(er)—|s|sin(er)= 0




Wyznaczenie energii kinetycznej T

T—z(x +y +z)

Poniewaz
x = ssin(a)cos(wt) = = % ?s = —swsin(a)sin(wt )+ sin(a )cos(awr )s
S
y = ssin(a)sin(wt)= y = % +Z—SS = swsin(a)cos(wt)+sin(a )sin(wt )s
z=scos(a)= 2 =%S‘ = cos(a)s
to

T= %(sza)z sin®()sin?(er)+ 5 sin’ (e )cos? (et ) - 255 @sin® (& )sin(wt )cos(er)

+ 520" sin® (or)cos? (et )+ §7 sin’ (@ )sin® (@t )+ 2sswsin® (e )sin(er ) cos(art )+ §* cos® (@ )) =
T= %[Szaﬂ sin?(ar)(sin® (ef)+ cos” (et ))+ 57 sin® (@ Ycos? (et )+ sin” (et )+ 5 cos? (a )| =
=0 sin’ @)+ 8 sin’ (@) + 6 cos’ (@)= 2 (%07 sin’ () + )

T zalezy tylko od s,s ( moglaby jeszcze zalezeC od ¢ ale nie zalezy)



= oV oV oV
Wyznaczenie potencjatu F =—-gradV < F=-— F =— F =—-"——
Ox a - 0z
ke Mozna przyjgé
Fx :_kx, Fy :_]\7)/, F;:_kZ: VZE(X2+y2+ZZ)+C0nSt:§SZ+COnSt=§SZ const=0
Inny sposéb : sita uogdlniona Q, = E, 3—? +E, Z—Z + Fzg—j = —kxsin(a)cos(wt) — kysin(a)sin(wt) — kzcos(a)=
= —kssin?(a)cos?(wt) — kssin?(a)sin?(wt) — kscos?(a) = —ks
= aV=> ks = aV=>V—1k 2
s = ds > T T s -2

V zalezy tylko od s ( mogtaby jeszcze zaleze¢ od ¢ ale nie zalezy)
Wyznaczenie funkcji Lagrange’a i zapis rOwnan Lagrange'a Il rodzaju

L=T-V =ﬂ(§2 + @’ sinz(oz)sz)—és2

2 2
d{oL) oL d(0L) oL
—| —=|-—=0 [|=1,.....f =Lg =s=>—|—|-—=0
dt(@ql] 84, /=La dt(&s'*j Bs
oL . d(oL .
—jzms:> g(gj:ms Z—i:ma)z sinz(a)s—ks

4 8_L —a—L=O:>mls*'—ma)zsinz(a)s+ks:0:>§+ ﬁ—a)zsinz(oc) s=0
dt\ 0s) Os m

: [ : ko 5 .,
Zgodnie z trescig zadania ;—a) sin’(a)>0=

k . .. )
Wprowadzamy oznaczenie Q° =;—0)2 Slnz(a)> 0=5+Q°s=0



Wyznaczenie ruchu ciata

§+Q°s=0=>
s = Acos(Qt)+ Bsin(Q) § = Q- Asin(Qr)+ Bcos(Qt)]

Wyznaczenie statych A i B z warunkoéw poczatkowych ruchu

x = ssin(a)cos(wt)= x(t =0) = s(t = O)Sin(a)\

s(t=0)=s
x(t=0)=s,sin(a) o sle=0)=s,
sit=0)=s
(=05 ,_,
S( = O) =A
W chwili t=0 ciato spoczywa w uktadzie zwigzanym z obracajaca sie prostg = S‘(t = 0)= 0
s(t=0)=0
= B=0 L : :
( — 0) — BQ W uktadzie nieinercjalnym zwigzanym z prosta
A at Q zachodzg drgania harmoniczne wokaot poczatku uktadu
zatem S = 5o COS t) wspotrzednych z czestoscig obnizong na skutek wptywu
gdzie \/__a) sin? rzutu sity odsrodkowej na kierunek wyznaczony przez

prostg na ruch ciata

x(t)=s, cos(Qt)sin(ar)cos(awt)  y(t)=s, cos(Q)sin(a )sin () z(t) = s, cos(Qt)cos(cr)



Wyznaczenie uogdlnionej energii G i sprawdzenie czy jest statg ruchu

k
L:T—V:%(jz-I-a)zsinz(a)sz)_gsz gdzie T:%(§2+Ct)2$in2(a)sz) VZES
oL .
Ped uogdlniony P, =—-=ms

Uogdlniona energia

G=sp,—L=ms’ —%(Sz +a’ Sinz(a)Sz)-i-%Sz =%('2 —w’ Sinz(a)Sz)-l-%Sz £T+V

Uogodlniona energia nie jest rowna sumie energii kinetycznej i potencjatu w ukfadzie
inercjalnym, cho¢ ma wymiar energii. Wynika to z tego iz relacje wigzgce wspotrzedne
kartezjanskie x,y ze wspotrzedng uogdlniong s sg zalezne jawnie od czasu .

d—Gz—a—L=0:G=c0nst
dt ot

Poniewaz funkcja Lagrange’a nie zalezy jawnie od czasu to uogdlniona energia G jest statg
ruchu.



