& OMNIS)

Otwartosc¢. Modernizacja. Nowoczesnose. Integracja. Spotecznose.

Zadanie 1 (seria I). W uktadach krzywoliniowych ortogonalnych, w ktérych do okreslenia

polozenia stuza wspohzedne ¢:(i =1,2,3), wektory wodzacy 7, predkosci V = C:Z—r =7 i
t

: .. dv . dF

przyspieszenia a=—=1V
dt

opisujacych rozktad tych wektoréw na sktadowe:

3 3 3

7_’:: I”ZEZ ‘_;szi_'i Ei:zaiéi
i=l1

i=1 i=1

=7 mozna przedstawi¢ w nastepujacych postaciach

gdzie €, -Wersory uktadu krzywoliniowego spetniajace relacje

l\ gy i=j| . _ . . . . . . .

, € X€, =€,,6, X€, =€,,6, X6, =€

O gdy i # ] 1 2 3272 3 1>%3 1 2
Ponadto wiadomo 1z wersor ¢, w dowolnym punkcie przestrzeni jest styczny do lini1 wzdtuz

ktorej zmienia si¢ tylko wspohrzedna ¢; 1 wskazuje kierunek przy przesuwaniu si¢ wzdluz
ktorego wartos¢ tej wspotrzednej wzrasta.
1) Pokaza¢ iz dla dowolnych dwoch wektorow o znanym rozktadzie na sktadowe w uktadzie

krzywoliniowym ortogonalnym A = 4,é, + A,€, + A,é, oraz B = B,é, + B,é, + B,é, zachodzi
e € &

A =4+ 4+ a2 AxB=|4, 4, 4
Bl B2 B3

A-B=AB, + A,B, + A,B, ,
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2) Pokaza¢ iz zachodzg nastgpujace relacje:

- R R ~ a —|2
a) é’[zia_r:L axi+ayj+azk b)rl:Lﬂ
L, 0q, 0q;  0q;" 0q, 2L; 0q;
¢ v, =Lg, d) a = 5f i
dt aql aql
gdzie: i, J, k -wersory uktadu kartezjanskiego, x,y,z—sktadowe wektora wodzacego w uktadzie
kartezjanskim, q,-wspotrzedne krzywoliniowe (i=1223), q;, = %,
- 2 2 2
L = o = X + P + oz -wspdlczynniki Lamé (i =1,2,3),
0q, g 0q, 0,

7" =x*(g,,9,.95)+ yz(ql,qz,q3)+Zz(ql,qz,qg),

1
91,9,.95.6,.4,.45) M :5[V12+v22+v32]

3) Pokazaé iz moment pedu ciala o masie m mozna zapisaé w nast¢pujacej postaci z
wykorzystaniem wyznacznika
e e &
L=Lé +Lé +Lé =mr, r, n
Vi o Vs
pozwalajacej na znalezienie rozkladu tego wektora na sktadowe L;L,L3; w uktadzie

krzywoliniowym ortogonalnym
4) Pokazac iz operator gradientu dzialajacy ma funkcje skalarng zalezng od wspotrzednych

0
uogolnionych mozna wyrazi¢ wzorem grad =V = Z 3 20
i=1 qz



Krzywoliniowe uktady wspotrzednych

Polozenie punktu materialnego w przestrzeni mozemy opisywac¢ nie tylko w uktadzie
kartezjanskim lecz takze w uktadach krzywoliniowych (np. cylindrycznym, sferycznym). W
przestrzeni 3 DIM  do okreslenia potozenia punktu w przestrzeni wykorzystujemy 3
wspotrzedne ¢, (i=1,2,3) przy czym wspoOlrzedne kartezjanskie sa funkcjami tych
wspohrzednych x=x(g,.9,,95)  V=41.9,.95) z=2(q,,9,.9;)

W uktadzie cylindrycznym g, = p,q, = @,q, =z

Uktad cylindryczny
NS
‘ P
X=p COS((D) g
y = psin(p) - N
z=z Y
- 4
i/x
W dalszych rozwigzaniach bedziemy czesto stosowac oznaczenia
dq, . i - d*q, .. 24 =
& q; d—A ) 24 q; a4 A

dt dt dt* dt? B



Uktady krzywoliniowe-Wersory, Rozktad wektora na sktadowe
W uktadzie krzywoliniowym dla kazdego punktu

przestrzeni wprowadza si¢ 3 lokalne wersory

—

e, (i=1,2,3).

Wersor é. zwigzany ze wspotrzedng g, jest
wektorem o dlugosci jednostkowej stycznym do linii
przy przesuwaniu si¢ wzdtuz ktorej ulega zmianie

wartos¢ tylko wspotrzednej g / -
@

-

=

q,(x,y,z)=const
e, q;(x.yz)=const %
Zwrot jego najczesciej wybiera si¢ tak, iz wskazuje on kierunek wzdtuz ktorego wartosc tej
wspotrzednej wzrasta. W uktadach ortogonalnych dla kazdego punktu zachodzi relacja
- I gdy i=j
€ € =0, = .
V0 gdy i
W przeciwienstwie do wersorow w ukladzie kartezjanskim 7 7 ¢ , kierunek wersorow w
uktadach krzywoliniowych zalezy od potozenia punktu w przestrzeni 1 ulegaja one zmianie
W czasie przy przemieszczaniu si¢ ciata zwigzanego z tym punktem w przestrzeni.

Wektor wielkosci fizycznej A zaleznej od potozenia ciala mozna przedstawi¢ w postaci
kombinacji 4= Z Ae. gdzie A, —sktadowe wektora 4 w ukladzie krzywoliniowym.

W ukladzie kartezjanskim analogiczna relacja pI‘Z}’]IIlU.Je postac: A=Ai+4,j+ Ak
Poniewaz ¢=#0 to nie zachodzirelacja 4 v

i



1) Iloczyn skalarny wektoréw w uktadzie ortogonalnym
A-B= [Alél + Azéz + A3é3 ] [Blél + Bzéz + B3E3 ] = AIBI (51 '51 )"‘ Ale (51 'éz)+ A1B3 (51 '53 )+

+ A2B1 (éz 'él)"' Asz (éz 'Ez)"' AzBs (éz '53)"' A3B1 (53 'El)+ AsBz (53 'éz)+ AsB3 (53 '53)
= A,B, + A,B, + 4, B,

Dlugos$¢ wektora A ‘2‘ —VA-A-= A+ A2+ A2
[loczyn wektorowy wektorow w uktadzie ortogonalnym prawoskretnym
w ktorym zachodzi & xé, =g, ¢é,%x¢é=¢ e, xe =e,
Ax B =(A48,+ A8, + A,6,)x(Bé + B,é, + B,é,) =
= 4,B,(é, % )+ 4,B,(¢,x¢,)+ 4,B,(é,x &, )+
+4,B,(6,%& )+ 4,B,(é, x &, )+ 4,B,(é, % &, )+
+ A,B,(é,x € )+ 4,B, (6, x &, )+ A,B,(é,x¢é,) =
=AB,-0+ AB,e,— A B,e, +
—A,Be,+A,B,-0+ A4,Be +
+A,Be, — A,B,e, + A4,B,-0 =

€ € &
= (AzB3 o A3Bz )51 + (A3Bl — A1B3 )Ez + (Ale o AZBI )53 = Al Az 3




2a) Zwiazek wersorow ¢é.¢.e, w ukladzie krzywoliniowym
ortogonalnym z wersorami i,j,x ukladzie kartezjanskim:

Infinitezymalnie mata zmiana wektora wodzacego ciata w przestrzeni 3-DIM

2, OF
dr =) —dq.
; oq; !
Zmiana wektora wodzacego ciata zwigzana tylko ze zmiana wspotrzednej g, o dg;
di=aq
aq,
. _orF ~
Wektor dr = a—d% dla dg,>0 ma taki sam kierunek 1 zwrot co wersor €,

zwigzany z tg wspétrzedng
A zatem wersor e, zwigzany ze wspoOlrzedng g, (i=1,2,3) mozna przedstawi¢ przy
pomocy 0golnego wzoru:

r=xi+y+zk =

or
- dar _ aqi _ 1 67‘_
oF| T L0q;
6qi

or ox - ay ~ 0z
= i+ Jj+
dq; 0q; 0q;" 0gq,

k

N
Q
=
~]
+
Q
2 |2
~
D
~ N
l
N~~~

e; = — =
Lo |ar




Sprawdzenie ortogonalnosci wersorow uktadu krzywoliniowego

Relacja ¢,-¢,=0 gdy i#] jest spetniona gdy iloczyn dowolnych

dwoch roznych wierszy macierzy Jacobiego jest rowny zeru .

ox oy Oz

Macierz ta ma nastepujacg postac oq, dq, dq,
ox oy Oz

aqz aqz aqz

Spenienie np. relacji ox dy 0z
0q; 0q; 0q

é, ¢, :LL( %, Y J+ ¢ Ej[ ;¥ J+ ¢ Ej:
L, L,\ dq, 0q, 0q, 0 0

LA ) B ) B B D) G,

—_— —_— l __l. — e — — ]-
L, L,| dq, 0q, 0q, 0q, 0q, 0q, 0q, 0q, 0q, 0q, 0q, 0q,
0z Ox ( v\ 0z Oy (# =\ Oz Oz (> #\] Ox ox Oy Oy 0Oz Oz

+a_a_(k")+a_a_(k'f)+a_a_(k'k)]:a oa, oq o, 2q, 00, "
q, 74, q, 04, q, 4, q, /9, q9, /9, q9, 9,

skutkuje zerowaniem si¢ iloczynu pierwszego 1 drugiego wiersza macierzy Jacobiego.

Pierwiastek z sumy kwadratow elementdéw stojacych w kolejnych kolumnach i-tego
wiersza macierzy Jacobiego jest rOwny i-temu wspolczynnikowi Lame.
Wyznacznik macierzy Jacobiego zwany jakobianem jest stosowany przy zamianie
zmiennych w calce objetosciowe;.



2b) Skladowe wektora wodzacego 7 = iriéi

w ukladzie krzywoliniowym ortogonalnym

o vleF V. o ] 1 6L 1
S LA N P A R A
L oq, 2L, dq, 0q, 2L, 0q, 2L, 0q,
1ol
=71 =
2L, 0Oq.
gdzie

‘?‘2(%9%9%):xz(%a%a%)‘l'yz(%a%a%)—l'Zz(%a%a%)

(22 (2]

o
oq,

i




w

2¢) Skladowe wektora predkosci V=) vé

i=1

w ukladzie krzywoliniowym ortogonalnym

— 3.3 _dF »_ia?.._é)_ bOng A<Q19Q29Q39t) to
vi—v-ei—E-ei‘jﬂaqjqj i dA ZaA dq] 04 ZG_A 04
dt 1 0q dt Ot q]q’ ot
gdy A nie zalezy jawnie od czasu
o4
to = =0
. 1 or or -
= =Lé, =




° ° 3
2d) Skladowe wektora przyspieszenia G = Z o

~_15’” oL dvﬁdvlﬁr 1d~57” . d| or
€& =—< =a =da-é - . . = —|—/—| V" —Ve—| —
L oq, " at ' dt L og L|di oq, dt \ g,

Zwigzki pomocnicze = 7 = d_’_; _ - 5_77 g = ov _ or Tl;ilktl{jeml}l .Zl’niel(line g,
dt = aq] J 5q, aql JaKo nic€zalezne o qi
&N oS OF . d(oFr) & 0% . |ov dfoF
5% Zéq,c’ﬁqj 7 dt[@ j:jz_;@qjéqiqj 7 aq, B dt[@qi]

Wykorzystujac je otrzymujemy:

_Ald( ) S| 1 dop ) opf o\ |
L |dt\ oq, aq. 2L | dt| 04, oq. | L dt oq, ) 0q,

_ o | of . 1 |
a, = |:dt(5qu_6qz:| glee f(QI9Q2aq3,q.l,q'2,q'3):5“—}»‘2:2 Y +v2+v3]

_.2__._._ - - - = - -1_.2(= = 2(— = 2(—- =
M _V'V_[Vlel"'vzez+V3e3]'[vlel+vzez+V3e3]_vl (el'el)+vz(ez'ez)+v3 (63'63)"'

+ 2[Vlvz (El 2 )+ ViVs (El & )+ V3 (éz X2 )] = V12 + V22 + V32



3) Moment pedu

. . e €6 &
F:Z’gﬂl’ ‘_;zzvi_’l’ AXB: 1 A2 3
i=1 i=1
B, B, B,
€ €, &

gdzie L =rv,—nrv, L, =1y, —hv,



3
4) Operator gradientu grad =V =3 gradg
i=1

. 1 0
d =——
gd21e grad, L og

Dowod: Infinitezymalnie maty przyrost dh funkcji 4 zwigzany z przyrostami

dq,,dq,,dq; wspoOtrzednych 91>92>9;

dh = Z—dql

3 3 =
dh = gradh-dF =) [gradh) e, -Z(s—r dq,.j

j=1 i=1

al’ - or

P —wektor rownolegly do wersora ¢ =
q

1
1

3
dh=">"|gradh) e, - z(a%’” dqu

Jj=1 i=1

or |.
8ql

e

i

s

dr-zmiana wektora wodzgcego punktu na
skutek rozwazanego przyrostu
wspotrzednych

or

dh =Y [gradh] (Gq dql]‘ ¢ =iZ3l‘,[gradh]£ .

J.i=l1

1 1

dq.
q;

Z porownania WZorow

oh
g,

or | on
aq,

[grad h], =—/

ox) (o) (ez)
= / 2 &
aqi aqi aqi aqi

L; oq,

f ramkach
1 oh



