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3) Pokazać iż moment pędu ciała o masie m można zapisać w następującej postaci z 
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Położenie punktu materialnego w przestrzeni możemy opisywać nie tylko w układzie
kartezjańskim lecz także w układach krzywoliniowych (np. cylindrycznym, sferycznym). W
przestrzeni 3 DIM do określenia położenia punktu w przestrzeni wykorzystujemy 3
współrzędne qi (i=1,2,3) przy czym współrzędne kartezjańskie sa funkcjami tych
współrzędnych
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Wektor wielkości fizycznej       zależnej od położenia ciała   można przedstawić w postaci 
kombinacji                        gdzie Ai –składowe wektora      w układzie krzywoliniowym.

W układzie kartezjańskim analogiczna relacja przyjmuje postać: 
Ponieważ              to nie zachodzi relacja 

W układzie krzywoliniowym dla każdego punktu
przestrzeni wprowadza się 3 lokalne wersory

(i=1,2,3).
Wersor związany ze współrzędną qi jest
wektorem o długości jednostkowej stycznym do linii
przy przesuwaniu się wzdłuż której ulega zmianie

wartość tylko współrzędnej qi
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A zatem wersor związany ze współrzędną qi (i=1,2,3) można przedstawić przy 
pomocy ogólnego wzoru:

2a) Związek wersorów w układzie krzywoliniowym 
ortogonalnym z wersorami układzie kartezjańskim:

321 ,, eee


kji


,,

Infinitezymalnie mała zmiana wektora wodzącego ciała w przestrzeni 3-DIM 

Zmiana wektora wodzącego ciała związana tylko ze zmiana współrzędnej qi o dqi

Wektor                            dla   dqi>0 ma taki sam kierunek i zwrot co wersor

związany z tą współrzędną 

i
i

dq
q

r
rd








ie


ie


gdzie - współczynnik Lamé

=
1

𝐿௜

𝜕𝑥

𝜕𝑞௜
𝚤 +

𝜕𝑦

𝜕𝑞௜
𝚥 +

𝜕𝑧

𝜕𝑞௜
𝑘 k

q

z
j

q

y
i

q

x

q

r

kzjyixr

iiii
























i
i

dq
q

r
rd










 



3

1j
j

j

dq
q

r
rd




𝐿௜ =
𝜕𝑟

𝜕𝑞௜
=

𝜕𝑥

𝜕𝑞௜

ଶ

+
𝜕𝑦

𝜕𝑞௜

ଶ

+
𝜕𝑧

𝜕𝑞௜

ଶ

𝑒௜ =
ௗ௥⃗

ௗ௥⃗
=

ങೝ

ങ೜೔
ങೝ

ങ೜೔

=
ଵ

௅೔

డ௥⃗

డ௤೔



Sprawdzenie ortogonalności wersorów układu krzywoliniowego

Relacja                                               jest spełniona gdy iloczyn dowolnych 

dwóch różnych wierszy  macierzy Jacobiego jest równy zeru .

Macierz ta ma następującą postać 
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skutkuje zerowaniem się iloczynu pierwszego i drugiego wiersza macierzy Jacobiego.

Pierwiastek z sumy kwadratów elementów stojących w kolejnych kolumnach i-tego 
wiersza  macierzy Jacobiego jest  równy  i-temu współczynnikowi Lamé.
Wyznacznik macierzy Jacobiego zwany jakobianem jest stosowany przy zamianie 
zmiennych w całce objętościowej. 
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2b) Składowe wektora wodzącego

w układzie krzywoliniowym ortogonalnym
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2d) Składowe wektora przyspieszenia 
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3) Moment pędu 
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4) Operator gradientu                             gdzie  
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