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Zad. 1 (seria V)

Punkt materialny o masie m porusza si¢ w polu sily cigzkosci po powierzchni boczne;j
stozka, zwroconego wierzchotkiem w dot. Wiadomo, iz kat miedzy osia symetrii stozka
Oz a tworzacg stozka wynosi

Stozek znajduje si¢ w polu sily cigzkoSci dziatajacej pionowo w dot. Znana jest warto$¢

przyspieszenia ziemskiego g.

Znalez¢ funkcje Hamiltona 1 napisa¢ réwnania kanoniczne Hamiltona. Czy funkcja Hamiltona

jest statg ruchu? Czy mozna znalez¢ wspdtrzgdng uogolniong dla ktérej ped uogdlniony y

zwigzany z ta wspolrzedna jest statg ruchu?
Wybor wspolrzednych uogolnionych %
2 stopnie swobody /=2, 2 wspotrzedne uogolnione. X

Wspotrzednymi tymi moga by¢ np. dwie z trzech wspotrzednych w uktadzie sferycznym

a) wspotrzedna r okreslajgca odlegtosc ciata od wierzchotka stozka

b) kat azymutalny ¢

Kat biegunowy & nie jest wspotrzedng uogolniong 1 ma statg warto$¢ réwng 6 = «r .

Zwiazek wspotrzednych uogdlnionych ze wspotrzednymi kartezjarnskimi
x = pcos(p) = rsin(a)cos(p) v = psin(p) = rsin(a)sin(p) z =rcos(a)
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Réwnanie wigzéw ma postaé:  f =/x” +y* — ztg(a) =0

Nie zalezy ono jawnie od czasu. Nie wprowadza ograniczenia na wartosci przyjmowane przez
wspotrzedne uogolnione ¢ oraz r

f=yx*+y* —zg(a \/r sin” (cos (p)+ sin2((p))—rcos(a)tg(a):rsin(a)—rsin(a)so

Energia kinetyczna:

| sposdb T—2(x +y +z)

x = rsin(e)cos(p)= i = ?# + S—Xgo =sin(a)cos(p )7 — rsin(a)sin(p)p
r »
y = rsin(a)sin(p)= y = (2_y r+ S—y(b = sin(e )sin(p )i + rsin(a ) cos(p )
r ¢
z=rcos(a)=z= %r’ =cosla)r =T= %(fz +7? sinz(a)gbz)
r

m
Il sposob T = 5(\;3 viev?)
gdzie sktadowe predkosci w ortogonalnym uktadzie sferycznym

V. =F vo=rf v =rsin(0)p

r
0=a=const=>60=0= v, =i V=0 V(p:”Sin(Of)(P
T—2(r + 77 sin (a)gbz)



Potencjat (energia potencjalna)

oo 9V | =V =V(z)=mgz

Potencjat zalezy od wspodtrzednej z, ktdrg nie przyjelismy jako wspotrzedng uogdlniong,
w zwigzku czym trzeba jg uzalezni¢ od wspotrzednych uogdlnionych

z= rcos(a) = V=mgz= mgrcos(a)

Funkcja Lagrange’a L=T-V = %(7?2 +7r’ sinz(a)qbz)— mgr cos(a)

Pedy uogoélnione:  , = 8_L (I=1,...,f=2)
aq,
p :a—L:mf p, = oL = mr” sin® (a )
"oF Y 0
f=2
Uogdlniona energia: G= Zq’,p, (q,c})—L

=1
G=rp.+gp,—L= mi’+mr sin®(a ) —%(fz + 17 sin>(a)p? )+ mgrcos(a) =
G =T+V gdyz relacje pomiedzy wspétrzednymi kartezjariskimi i
G= %(2 +r? sinz(a)¢2)+ mgr cos(a)

uogoélnionymi nie zalezg jawnie od czasu i V nie zalezy od predkosci
(zwykly potencjat a nie uog6lniony)



Funkcja Hamiltona H(q,p,t) = G(q,q(q,p,t),!)

p,=mi=> i
m
. y / p
p, =mr’ sin’(a)p = ¢ = mr’ siflz(a)

G= %(ﬁ2 +r? sinz(a)¢2)+ mgr cos(a )=

2
H(rﬁprﬁp(p): G(I’,I;'(p,,),¢(l”,p¢)) :%(%4‘72 sinz(a)m

2 2

_ P Py
2m T 2mr? sin* () +mgr cos(a)

Czy funkcja Hamiltona jest stata ruchu ?

dH oH

Y = 0= H =const

r*sin*(ar)

j+mgrcos(a)



2 2
):pr+ p(/)

H(r,p,, ;
r-pr. 2m  2mr’sin’(a

] + mgrcos(a)

Rownania Hamiltona

;o . oH
L= A Pr = - _
o, = o, (1=1,.../) =2
;= 8_H _b : oH 2
p,=——= 2 —mg cosla
b, m o mr sin2(a) "8 ( )
. OH p oH
¢ = = P ) = =
op, mr’sin’(a) Po og 0

p,=0=>p,= mr’ sin” (a)gb = const

Ped Py jeststataruchuijest on réwny z -owej sktadowej momentu pedu bo

p,=mr’sin’(@)p=mp’p=L



Dodatkowy wniosek

Funkcje Hamiltona mozna wiec zapisa¢ wzorem

2

2
H(r,p,) = Pr | L. +mgrcos(a):

2
2” +Vef(r)

2m  2mr’ sin2(a) m
LZ
i i V. (r)= = + mgr cos\x
gdzie potencjat efektywny () 2 sin® (@) grcos(a)
2 E S
Poniewaz 5 —2>0,za$§ H = E to w trakcie ruchu musi zachodzi¢ relacja = = Ve (1)
m

Gdy L. #0 to limV (r)=oo, ponadto limV(r)=o
: r—0 o F—>00
a zatem w trakcie ruchu gdy L_ # 0 i energia pozostaje skonczona to 0<r,, <r<r,, <o

Wynika stad iz ciato nie moze osiggna¢ wierzchotka stozka.



Whiosek dodatkowy z zadania o
Gdy funkcja Lagrange’a ma postac L=L(q,,9,.9,)
(w przyktadzie ¢,=7oraz ¢, =7.4:=¢) to p, :a—L:(): P, :a—.L:const
q, q,
i funkcja Hamiltona zalezy tylko od 2 zmiennych zaleznych od czasu :
oL
wspotrzednej q, i pedu # 2 (w przyktadzie " oraz p, )
Ped p, (wzadaniup, =p, =L,) jest statg ruchu i mozna go wyznaczy¢ z
warunkow poczgtkowych ruchu.
Powyzsze uproszczenie nie zachodzi dla funkcji Lagrange’a gdyz z tego iz

p, =const nie wynika iz q, = const

: q
W ogdélnosci moze zachodzi¢ 4> :7; # const nawet wtedy gdy p, = const

. . . . 2 . 2 . .
(w przykladzie ¢ # const mimo tego iz P, =Mr Sl &Y= L_=const )

Ogolnie Gdy wsrod f wspohrzednych uogolnionych & wspotrzednych jest
wspotrzednymi cyklicznymi (czyli funkcje Lagrange’a 1 Hamiltona od nich
nie zalezg) to funkcja Hamiltona zalezy tylko od f~k wspotrzednych 1 pedow
zaleznych od czasu (moze tez jawnie zaleze¢ od czasu). Pozostate & pedow
(sprzezonych kanonicznie ze wspotrzednymi cyklicznymi) wystepujacych w
funkcji Hamiltona jest statymi ruchu 1 mozna je wyznaczy¢ z warunkow
poczatkowych ruchu.



