Zadanie 1 (seria I). W ukladach krzywoliniowych ortogonalnych, w ktérych do okreslenia
polozenia shuza wspohrzedne ¢;(i =1,2,3), wektory wodzacy 7, predkosci V :%:? i

rzyspieszenia a = LA d’7
preysp dt dt’

opisujacych rozktad tych wektoréw na sktadowe:

3 3
F=) re ‘7:2";1' azzai_;
i=l i=1 i=1
gdzie €,-wersory uktadu krzywoliniowego spetniajace relacje
1 gdy i=]j
0 gdy i#]j

=7 mozna przedstawi¢ w nastepujacych postaciach

}v € X € = 65,6, X6 =¢€,6;X¢ =6

Ponadto wiadomo iz wersor €, w dowolnym punkcie przestrzeni jest styczny do linii wzdtuz
ktérej zmienia si¢ tylko wspotrzedna ¢; i wskazuje kierunek przy przesuwaniu si¢ wzdtuz
ktérego warto$¢ tej wspotrzednej wzrasta.

1) Pokaza¢ iz zachodzg nastepujace relacje:

F . B, . oF[’
a) éi:ia_r:i a_xl+i‘]+£k b)l’;:LL
L og, L\ 0g, 0q, 0q, 2L, 0q,
0 v, =Lg Q) a-L|4[I|_ T
L |dt\oq, ) 0g,
gdzie: 7, ], k -wersory uktadu kartezjanskiego, x,y,z—sktadowe wektora wodzacego w uktadzie
.. . dg,
kartezjanskim, q,-wspoétrzedne krzywoliniowe i=123), q;, = %,
oF| ((axY () (oY
L= Reuil | R A -wspolczynniki Lamé (i =1,2,3),
aq; aq; aq; aq;

|;:|2 :xz(q17q27Q3)+yZ(QI7QZ7Q3)+ZZ(Q]:Qz:QS)a

L | 1
f(Q1>Q2>Q3>Q1>Q2>Q3)=5|V|2 =5V12+V22+V32]



Pokaza¢ iz moment pedu ciala o masie m mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci z
wykorzystaniem wyznacznika

e, e, e
L=L2é +L,;e, +Le,=mr, r, 1
Vi Vo Vs
pozwalajacej na znalezienie rozkladu tego wektora na sktadowe L;L> L3 w ukladzie
krzywoliniowym ortogonalnym
3) Pokaza¢ iz operator gradientu dzialajacy ma funkcje skalarng zalezng od wspotrzednych
: : .1 0
uogolnionych mozna wyrazi¢ wzorem V = ZL_G—
i=1 i q i
Wsk. (do udowodnienia)
or v d|( or ov
—r:a—T}, L L (do punktu 1d)
dq, 0q, dt aq,
2) dla dowolnych dwoéch wektorow o znanym rozkladzie na skladowe w ukladzie

oq,

krzywoliniowym ortogonalnym A = Ae + A,e, + A;e, oraz B=B@é +B,é, + B,e, zachodzi
él 52 53

A =4+ a2+ 4 AxB=|4, 4, 4
Bl B2 B3

A-B=AB, +AB, + A,B, ,




Krzywoliniowe uktady wspotrzednych

Potozenie punktu materialnego w przestrzeni mozemy opisywa¢ nie tylko w ukladzie
kartezjanskim lecz takze w uktadach krzywoliniowych (np. cylindrycznym, sferycznym). W
przestrzeni 3 DIM  do okreSlenia potozenia punktu w przestrzeni wykorzystujemy 3
wspotrzedne ¢, (i=1,2,3) przy czym wspotrzedne kartezjanskie sa funkcjami tych
wspotrzednych x=x(¢,,9,.9;) Y=¥(4.9,.9:) z=2(q,,9,.4;)

W uktadzie cylindrycznym g, = p,q, = @,q, =z

Uktad cylindryczny
il \
P 2*
X=p COS((p) g
y = psin(p) / .
Zz =12z y
- @
i/X
W dalszych rozwigzaniach bedziemy cz¢sto stosowac oznaczenia
dqi = dz_‘i = dz% _ d2}j =
a7 A ar " i



Uktady krzywoliniowe-Wersory, Rozktad wektora na sktadowe
W uktadzie krzywoliniowym dla kazdego punktu
przestrzeni wprowadza si¢ 3 lokalne wersory
wektorem o idlugoéci jednostkowej stycznym do linii
przy przesuwaniu si¢ wzdtuz ktorej ulega zmianie

El, (=1,2,3).
wartos¢ tylko wspolrzednej ¢; / .
¢

),

blﬁml

Wersor g zwigzany ze wspolrzedng ¢, jest

N

q,(x,y,z)=const

e,  q;(x.yz)=const %

Zwrot jego najczescie] wybiera si¢ tak, 1z wskazuje on kierunek wzdluz ktorego wartos¢ tej
wspotrzednej wzrasta. W uktadach ortogonalnych dla kazdego punktu zachodzi relacja

R
é-é.:é..:{ g ’]}

0 gdy i#j

W przeciwienstwie do wersoroOw w ukltadzie kartezjanskim 7 j t , kierunek wersorow w
uktadach krzywoliniowych zalezy od potozenia punktu w przestrzeni 1 ulegaja one zmianie

W czasie przy przemieszczaniu si¢ punktu w przestrzeni.
Dowolny wektor 4 mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji

A= Z Ae, sktadowe A.—sktadowe wektora i w ukladzie krzywoliniowym.

W ukladzie kartezjanskim analogiczna relacja przyjmuje posta¢: 4=4d +4,j+ 4k
Poniewaz  ¢=0 to nie zachodzi relacja =

—

— °.

l



[loczyn skalarny wektorow w ukladzie ortogonalnym
A-B= [Alél + Azéz + Asés]' [Blél + Bzéz + Bsés ] = AIBI (él | él )"' Ale (51 | éz )"’ A1B3 (51 | 53 )"’
+4,B, (éz € )"’ A,B, (éz €, )"’ A, B, (éz | 53 )+ 4;B, (53 € )"' A,B, (53 6 )"’ A,B, (53 | 53)
= A B +A,B, + 4,B,
Dhugos¢ wektora A ‘21‘ —\A- A= \/ AL+ AT+ A
[loczyn wektorowy wektorow w uktadzie ortogonalnym prawoskretnym

Zalozenie ¢éxé =¢é,  &%&=¢ e, e =e,
Ax B=(Ag, + A,é, + A,é,)x(Bé, + B,é, + B,é,) =
= A, B, (él xe, )+ AB, (él X e, )+ A, B, (él 2 )+
+ A,B,(é,xé )+ A,B,(é,x¢é,)+ A,B,(é, x &, )+
+ 4, B, (e, X él)+ A3Bz(é3 X éz)"‘ A3B3(é3 X 53):
= AB,-0+ A B,e, — A B,e, +
—A,Be,+ A,B,-0+ 4,B,e, +
+ A,Be, — A,B,e, + A,B; -0 =

(ez
(83

= (AzB3 _ A3Bz )él T (A3Bl o AIB3 )éz + (Ale o AzBl )53 = Al Az A3




Zwiazek wersorow

ortogonalnym z wersorami i,k

€,6,,6;

w ukladzie krzywoliniowym

ukladzie kartezjanskim:

Inﬁnitezymalnie mata zmiana wektora wodzacego ciata w przestrzeni 3-DIM

Zmiana wektora wodzacego ciala zwigzana tylko ze zmiana wspotrzednej g; o dg;

or
dr = q .
JZ‘@% ’
dr 8_rdql
0q,

. or
Wektor dr = a—d%
zwigzany z ta wspotrzedna
A zatem wersor ¢,
pomocy 0gdlnego wzoru:

dla dg,>0

877 ax -
= =]+
oq; 0q, g,

or
G - dr_@ql _i@_r:i 8xl7+8y]~,+8zlg
dF| |oF| L og, L\0gq,  0q," dq,
aqz'
oF ax) (o) (o)

v e )y Z

1 L [ + | — 4+ —

gdzie = 75, \/[0611) [0%) [0611-

F=xi +y +zk =

j - wspOtczynnik Lame

ma taki sam kierunek 1 zwrot co wersor

ay -

J T

—

e.

1

zwigzany ze wspotrzedng ¢, (i=1,2,3) mozna przedstawiC przy

oz -

aqz'

—~k



Skladowe wektora wodzacego 7=) re

w ukladzie krzywoliniowym ortogonalnym
‘2

L. o leor V| oF e | 1 8. 13
:]/'.ei:]/'. - ( ):

7, —_—— =—| " + =——\7r-r
| L dq, 2L 0q; 04, 2L, 0q, 2L, oq,
1 o
=1 =
2L, 0q,
gdzie

‘;‘2(%,%’%):xz(qquj%)Jryz(quqzj%)JrZz(%,%,%)

&) )

or

L =|—
oq,

l




3
Skladowe wektora predkosci V= ZVJ-

w ukladzie krzywoliniowym ortogonalnym

s dr iafq, . bogdy A(ql,qz,qg,t) to

i Ve =T G = € 4 dg . 3
dt p=gery dt t 8qJ 8t
gdy A nie zalezy j Jawme od czasu

o4

to 5_0

. 1 or or .

== ——=L¢ =




° . 3
Skladowe wektora przyspieszenia G = Z a.é

w ukladzie krzywoliniowym ortogonalnym

s _Lor . dv . dv 1 a7 ] SoF) o dfoF
i__—jai:a-ei:_.ei: . — — V- | —
L; 0q, dt dt L oq L;|dt 8ql dt\ 0g,

L dF &R o oF Traktujemy zmienne g;
Zwiazki pomocnicze y =7 =_— — — 49, = = jako niezalezne od ¢.
ar 50q; " |99, 9, ’

v v d| or 3. 0F ov df or
Z =2 9, =7 =
86]1 86]186] ; 77 dt\ g, = 0q .0q, Oq, dt\ 0q,

WykorzystuJ ac je otrzymuJ emy:

C_ld( @) S| 1|d o ) oy | 1|d(ar) o R
© L | dt\ dq, oq, 2L | dt| 0q, oq. | L,|dt\oq, ) 0q,

Lyd{od | o . o
" L Lh(aq.i]—aql} gdZIC f(ql,qz,q3,q'1,q'2,q‘3):_v‘z > —v+v; +v3]

M =V-v= [vlel +vye, +V363]' [vlel +vye, +V363]— Vi (61 'el)"'vz (ez 'ez)"'vs (es 'es)"'

+ 2["1"2 (51 e, )"’ ViV; (51 X2 )"' VoVs (éz X2 )] = V12 + sz + V32



Moment pedu

3 : € €6 &
’7:2’37» V:Z"i » AxB=14, A4, 4=
i=1 i=1
B, B, B,
€ € &




. 3
Operator gradientu grad=v=> gradge
i=1

Z1 d,=—
gd C grad, I %

1o

Dowdd: Infinitezymalnie maty przyrost dh funkcji 4 zwigzany z przyrostami

dq,,dq,,dq, wspotrzednych 91-92>95 dh = Z%dql

3
dh = gradh-dr = [gradh] &, -
or =

— —wektor rownolegly do wersora € =

g,
oq i

817 .
€
oq i

qu

3

dh=""|gradh),

J=1

—

e-z

i=1

or

=

or

3
dh=""|gradh), -
q;

J>i=1

dqlJ‘ ¥ —i[gmdh][

dq. J

1

Z porOwnania Wzorow

oh
oq,

or
oq,

B oh
g,

Ox
8%

oz

J{

oq,
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g,
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|

T 1o
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‘y ramkach
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