Zadanie 12a (seria I). Punkt materialny o masie m porusza si¢ pod wplywem sity centralne;:
F=f (r)i (gdzie f(r) pewna nieznana funkcja odleglosci ciala » od poczatku uktadu
r

wspotrzednych) po torze danym w uktadzie biegunowym wzorem:
(p)=—"
e cos(4(p)
gdzie ¢ -kat okreslajacy potozenie ciata w biegunowym uktadzie wspotrzednych.

1) Znalez¢ wartos¢ predkosct v = ‘\7‘ w zaleznosci od 7.

2) Wyznaczy¢ zaleznos¢ go(t)—kqta @ od czasu.

3) Wykazac, ze wartos¢ sity wywotujacej ruch punktu jest odwrotnie proporcjonalna do
trzeciej potegi odlegtosci od centrum sity (poczatku uktadu wspotrzednych) czyli

zachodzi f(r) = <22 |
r

Czy sita ta dziata w kierunku poczatku uktadu wspotrzednych

czy w kierunku przeciwnym?
4) Znalez¢ catkowita energi¢ ciata zakladajac 1z wartoS¢ energii potencjalne; w
nieskonczonej odlegtosci ciata od centrum sity jest rowna 0.
Znane s3 warunki poczatkowe ruchu 7(# =0) =r,, p(t =0)=0, v(t =0) =v,.
Wsk. Wykorzysta¢ fakt, ze moment pedu jest stalty w trakcie ruchu. Zaleznos¢ wartosci
predkosci v od r mozna okreslic wykorzystujac roéwnanie toru r = r((p) oraz Wwzory

2
. —y . L\l d(1 1 ? .
okreslajace energie kinetyczng ciata: 7' =— —(—j +—| oraz T = mv_ Brakujace
2m|| do\ r 2

r
stale mozna wyznaczy¢ z warunkow poczatkowych ruchu. Przy okresleniu sity wykorzystac
wzOr Bineta.



T

cos(4go)

Z tresci zadania wynika 1z 7=

Ruch ciata odbywa sie w zakresie zmian kata ¢ okreslonym wzorem —g <¢ <g dla
, . 7T
ktorego to zakresu cos(49) >0 czyli r>0 przy czym gdy ¢ — J_rg to r 5> w

Gdy =0 to ciato znajduje sie najmniejszej odlegtosci od poczatku uktadu
wspotrzednych O réwnej r=r,
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Ruch pod wplywem sity centralnej => moment pedu catkg ruchu L = const




Wyznaczenie zaleznosci v(r)
W ruchu pod wptywem sity centralnej energia catkowita (bedaca catka ruchu)

E= L—zﬂi (lﬂ + iz} +v(r) (gdzie V(r)potencjat sily centralnej),
2m|| dp\r r

Energie kinetyczna ciata (ktdra juz nie jest statg ruchu):

L
vp)= ‘L‘ \/16s1n (4¢9)+cos*(4¢) = ‘ ‘ \/16[sm (4¢)+cos’ (4¢)J 15cos’(4¢) = ‘L‘ ‘/16 15cos’(40) 5

mr,

L T T
v(r) = | ‘,/16 15r° r=COS(°4¢)=>COS(4¢) "




Uzaleznienie L od |\7(t = O)| = v,

V(t:O):V()? ]/‘(f:()):ro — v(r:ro):vo

L 2
v(r):%1/16—15% = V, =
0
r2
w(r)=v, 16—15’%2 (szybko$¢ roénie ze wzrostem r )

Dodatkowo wyznaczono wartos¢ momentu pedu L = ‘Z‘ =mr,v, .

Otrzymany rezultat wigze si¢ z faktem iz dla chwili czasu t=0 wektor wodzacy 1 predkosci tworzy
ze soba kat a,=n/2 1 zwiazku z tym wartos¢ statego w czasie momentu pedu , ktérg mozna okresli¢
takze dla chwili t=0 ze wzoru L=mr, v sin(a,) jest rOwna L=mr, v,

Wyznaczenie zaleznosci ¢(7)

Do okreslenia zaleznosci mozna wykorzystac relacje:

L. =mr’g

(L, sktadowa z-owa momentu pgdu, o§ Oz prostopadta do ptaszczyzny w ktorej odbywa sie
ruch, L = ‘Z‘ = ‘LZ‘ )

L = i‘L‘ =tmr,y,




n _ I do do V% do _+ Y
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Jtgldp)=+ i C

"o

Poniewaz gp(t = O) =0= (C=(

(p(t) = i arctg(i ﬂ t] == % azrcz‘g[ﬂ t]

Dwa mozliwe znaki odzwierciedlajg fakt, iz nie znamy kierunku, w jakim porusza si¢ ciato po
torze.
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V 4 [ J LJ ’ o L] L] = r
Okreslenie zaleznosci sity centralnejodr F = f(r)—
r

Wykorzystamy wzor Bineta () __ L {dz (lj 1}

+_
> do? r

2 2 - | -
do 7y r mr A r mr?| r r| mrd

pm_ 0 7(r)=- L: {aﬂ (COS(4¢)j+l}: ~ Lzz{—l6cos(4g0)+l}: L* [-16 1] _ 1517

15mv0 ré

flr) =

Widac iz wartos¢ sity centralnej jest odwrotnie proporCJonaIna do trzeuej potegi
odlegtosci od centrum sity, przy czym poniewaz f(r)>0 |, za$ F = f(r)— to sifa centralna
jest sitg odpychajaca skierowang od centrum sity




Okreslenie energii ciata w tym ruchu
Wyznaczenie energii potencjalnej

2.2 2.2
dV(r) V() = jf(r)dr _ _J 15mrg v dr = 15mrg v

r3 212

f(r)=-

F) =0 zaidzie V) = 0 o4y =0,

Wyznaczenie energii catkowitej bedgacej catkg ruchu na
drodze okreslenia jej w chwili t=0
E=const=E(t=0)=T(t=0)+V(t=0)=—vZ+V(r=r)

2
m 15mvj

2
==V +
0 2
Dygresja: Potencjat efektywny Vef(r)—

> = 8mvj > 0

+V(r) mro vo 15m‘r02v§= 8mrévg
212 r2

>0

Postac potencjatu wskazuje na to iz w trakcie ruchu r>r .. dla ustalonej energii E> 0 bo

ef(r) i 7>0

Vdr=ry)=E bo ry=r,;, i w tym punkcie 7 = 0



