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Przeksztatcenia kanoniczne



Transformacje (przeksztatcenia) punktowe

Rozwazamy dowolng transformacje wspétrzednych uogodlnionych, zgodnych z wiezami
q,=9,(Q.1), 1=12,...f, gdde 0=1(0,.0,,...0,)
|8qk/8Ql| # 0 = istnieje transf. odwrotna @, = Ql(q,t)

Réwnania Lagrange’a |l rodzaju sg niezmiennicze wzgledem zamiany wspotrzednych uogolnionych
W nowych zmiennych (Q,P)

W starych zmiennych (q,p,t) d LﬁL_j_ oL _ 0
d (oL ) oL _, o ar\99,) 00, |
i \oq, ) g, gdde L =L(0.0.1)=1(4(0.1).4(0.0.1)¢)

gdzie L=L(q,q',t)

. d aq, ' agl
— — 1 , 1 + =L ,t) [ =1,2,...,
q kZ::l 20, (Q )Qk o (Q ) S

Transformacja punktowa wspotrzednych uogdlnionych okresla sposéb, w jaki transformuja sie predkosci 1 pedy
uogolnione

7 f - f /
p=L _y 0L 04y 5, 90 gy Ly (: p, = P anJ

;= T = - g pk ,
0Q, 1 04, 00, k=1 00, k=1 0q,
Jezeli wspotrzedne 1 pedy poddamy powyzszej transformacji zwanej rozszerzong transformacja punktowg to

rowniez ogolna posta¢ rownan Hamiltona nie ulegnie zmianie czyli

_0H (0,P,t) , _0H(0,P,t) : & - .
- 8PZ Pl_ 8Q1 gdZIG H_IZZIPZQI(Qapst) L(Q,Q(Q,P,f),f)

0,



Przeksztatcenia kanoniczne

Transformacje wspoétrzednych i peddéw

ql_)Ql:Ql(qapat)’ pl_)Pl:Pl(qapat) 1219”"9 f

nazywamy kanoniczng gdy w starych (q,p,t) i nowych (Q,P,f) zmiennych rownania Hamiltona majg takag
samg 0golng postac

. OH : OH
q, = P 0, = P -
g[l-[ , H :H(qap,t) = 8]-17’ H :H(Q,P,t)
P, = - _
: 0q, l 00,

Do przeksztalcen kanonicznych zaliczamy nie tylko rozszerz. przeksztalcenia punktowe (praktyczny sposob sprawdzenia
kanonicznosci przeksztalcenia podany na nastepnym slajdzie)

W ogdlnym przypadku H(q,p,t) oraz H(Q, P.t) polaczone s3 pewnym przeksztatceniem, ktoérego postac zalezy od
funkcji tworzacej przeksztatcenia .

W przypadku gdy przeksztatcenie kanoniczne nie zalezy jawnie od czasu

Q1_)Q1:QI(Q>I9)> pz_)Pzsz(Q>p) =1, f
to mozemy przyja¢ _ H(Q.P.1) = H (¢(Q.P). p(Q.P).1)
Do znalezienia funkcji H(Q,P.t) wykorzystujemy postac transformacji odwrotne;j
09, e
ktora istnieje gdy p...p) |7 P

D(gip,) oP, oP,
0q, 6]7/




Warunek dostateczny kanonicznosci przeksztatcenia (dowéd w dodatku 1)

Przeksztalcenie jest kanoniczne gdy mozna znalez¢ co najmniej jedng sposrod funkcji
spetniajacych relacie F, = w (¢q,0,t).F, = S(q,P,t).F,(Q,p.,t), F,(p,P,t)

_ome.0.) oW (.0.0) 4y _0S(@.Pir) 50 0S(g.Pit)
l aq, l 00, l 09, , l 0P,
R (p.0.) L 9F,(p.0.1) __0F,(p,P,t) _oF,(p,P,1)
7= op, br=- 00, (3) o op, @ OP, )

Transformacje dla ktorej spelniony jest powyzszy warunek nazywamy uniwalencyjng transformacja kanoniczna,
same zas$ funkcje 7, = w (¢,0.,t ) F, = S(¢,P,t)F,(Q.p.,t), F,(p,P,t) zalezne od fstarych zmiennych i f nowych
zmiennych 1 czasu nazywamy funkcjami tworzacymi transformacji kanonicznej

Funkcja tworzaca dla transformacji kanonicznej tozsamosciowej Q / — ql P — p /
S
:Zquk dv hod lacie - p:aS(Q9P9t):P Q_aS(th)_q
- gdyz zachodzg relacje : ! dq, 1> ! oP, E
Funkcja tworzaca dla rozszerzonej transformacji punktowej Q ;= Q / (q , 1 ), z P 5 Q
f f
S(q,P,t)= Z P,0,(q.1)= Z P.0,(q,t) gdyzzachodzarelacje: l
P,
0S(qg,P,t 0 0S(qg,P,t (: P = Z J
p - Bl p 200 JBSWLD)g ( e
0q, 0q, OP,



Funkcja tworzaca dla transformacji kanonicznej danej ponizszymi wzorami

Q,=p, P, = —q,

Powyzsza transformacja nie bedgca rozszerzong transformacjg punktows jest kanoniczna, z funkcjg tworzgca

S
w(q.0)=2 9,9,
=1
oW ow (q,0,t)
hd . . = = ) P — — [ p—
gdyz zachodzg relacje : Py 3q, Q, ! 20, q,

Nie dla wszystkich transformacji kanonicznych mozna znalez¢ wszystkie funkcje tworzace, np. dla transformacji
powyzszej nie mozna znalez¢ funkcji S(q,Pt), a dla rozszerzonej transformacji punktowej (w tym transformacji
tozsamosciowej) funkcji W(q,Q,t).

Wyznaczenie funkcji Hamiltona po przeksztatceniu kanonicznym uniwalencyjnym zaleznym od czasu

fT(Q,P,t):H+% (5)

przy czym we wzorze ostatecznym nalezy otrzymany wynik uzalezni¢ od zmiennych Q,Pt wykorzystujac posta¢ transformacji kanonicznych 1
transformacji do nich odwrotnych

Gdy przeksztatcenie kanoniczne nie zalezy od czasu to mozna znalez¢ funkcje tworzaca F niezalezng od czasu 1 wowczas

H(Q,P,t)=H(q(0,P), p(Q,P),1)




Wiasnosci przeksztatcen kanonicznych

Przeksztatcenia kanoniczne tworzg grupe przeksztatcen w przestrzeni fazowej, tzn.

*Przeksztatcenie tozsamosciowe jest przeksztatceniem kanonicznym

*Superpozycja dwoch przeksztatcen kanonicznych jest przeksztalceniem kanonicznym

*Transformacja odwrotna do przeksztatcenia kanonicznego jest przeksztatceniem kanonicznym
(wniosek dodatkowy, pokazanie kanonicznosci przeksztatcenia odwrotnego do danego dowodzi kanonicznosci
analizowanego przeksztatcenia )

Kazde dwa zespoly zmiennych kanonicznych, opisujagce dwa stany, ktére ukiad przyjmuje podczas swego
ruchu, sg powigzane przeksztatceniem kanonicznym (czyli ruch uktadu w przestrzeni fazowej mozna uwazac¢
za pewne przeksztatcenie kanoniczne)

Nawiasy Poissona sg niezmiennikami uniwalencyjnych przeksztalcen kanonicznych (dowéd dodatek 2)

(F,G)=(F,G)

dzi FaG - _ ’ F =F 5 ) 9G:G 5 )
S ( ) Z dq, Op, Op, GQIJ (q ! t) (q g t)

(F G)’—Zf: 0F 0G 0F 0G F=F(,P,t)=F(q(0.,P,t), p(0.P,t)t)
: B 00, 0P, 0P, 00,) G =G(Q,P,t)=G(q(0,P,t), p(Q,P,t)1)

/ [aF oG OF 8G

[=1



Inny uzyteczny warunek dostateczny kanonicznosci przeksztatcenia (dowéd w dodatku 3)

Transformacja jest kanoniczng transformacjg uniwalencyjng gdy dla wszystkich ,,nowych” wspotrzednych Q, 1 pedow P,
otrzymanych w wyniku rozwazanej transformacji ,,starych’ wspotrzednych ¢, 1 pedow p;,

g, —> 0,=0,(q,p.t), p,—> P, =Plqg,p,t) I=1l.. f

zachodzi (Ql’Qk): (PHPk): 0, (Qka): 51k Ik=12,...,f

(1)

gdzie

/
(F,G)= Z [8F 06 _oF an -nawias Poissona funkcji F=F(q,p,t),G=G(q,p,t)

1\ 0q, Op, Op, 0q,



Przykiady



Przyktad. Sprawdzenie kanonicznosci przeksztalcenia kanonicznego

O =qgcos (u)+ psin (u) P =—-gsin (u)+ pcos (u)
Trzeba pokazac¢ iz (Q”Pj): 51] (Q”Qj)z (Pl.,Pj)Z 0

W przypadku gdy przestrzen fazowa ma 2 wymiary wymaga to obliczenia 3 , a w zasadzie tylko 1 nawiasu Poissona
(wynik pozostalych dwoch oczywisty na mocy definicji nawiasu Poissona)

00 0P 90 6choszu+sin2u:1
oq Op Oop 0q

00 800 90 90 _
d0q Op Op Oq
0P 0P _ 9P 0P _
oqg Op Op 0Oq

(0.P)=

(0.0)=

(P, P)=




Przyktad. Wyznaczenie funkcji tworzacej W(q,O) przeksztatcenia kanonicznego

P= sinQ(u ) - 48 (u)

P =—-¢gsin( u)+ pcos (u): — ¢ sin (u)+ QOctg (u)— gctg (u)cos( u) =

= —6](sin( )+ = Z(M)JJF Octg (u)=——1—+ Qcig (u)
) sin( u)

sin( u

QO =qgcos (u)+ psin (u)=

P =—¢gsin (u)+ pcos (u)=

p= L5 W (a.0)= [ p(4.0)dq + C(0)

g (u)+C(Q)

W(q Q) I(ﬁ—qctg (u)}dq +C(Q)_ — (u)_ q

oW g dc (Q)
P=—-——>=- — dc (Q) _ _

0Q sin (u) dQ - o QOctg (u) =
= C(Q) = —;—chtg (u) + const ’:—;—chtg (u) = W(Q,Q): sian(u)_ qz cig (”)_ QTCtg (”)



Przyktad Zastosowanie transformacji kanonicznej do rozwigzania réwnan ruchu dla oscylatora harmonicznego.

2
. : p 1
Funkcja Hamiltona H (q, p)= EJF ?m wlg? m, co=const

1

Funkcja tworzaca Wi(q,0Q) = o wqctgQ

1 1 2 P sin * .
R Y A N L L A sin 0
00 2 sin © Q m @

PZaai=ma)qcth = t~/2mwP cos Q
q
Mozna sprawdzic iz (q, p )' = .(q, p )Q’ » =1

oq Op Oq Op 2P 2m w 5 1 2 J2m P sin 2
’ = . - : = cos + 2m @wP sin =1

(4. 7).s 00 oP oP 00 \\mo 22maoP ¢ , [2P mo ¢

m @

Jest oczywiste 1z

' 0q 0q 0q 0q 0 %) o %)
(QaQ) (QaQ)Q,P 60 0P 6P 00 (p,p)_(p’p)Q’P_a . . . —

czyli przeksztalcenie Q—»¢q,P—p jak i przeksztalcenie odwrotne g—Q,p—P jest kanoniczne

( co byto wiadomo gdyz byta dana funkcja tworzaca przeksztatcenia kanonicznego)



1

2P . ’
qg == sin Q p=x2mwP cos QO H(q,l?)Zzp—mezma)zqz
m

Funkcja Hamiltona w nowy)chzmy%h
S
ot
L (10, P), p(0.P))= @Pcos* 0 +5in > )= wP

H(Q,P)=H +

Réwnania Hamiltona w nowych zmiennych

: oH
Q=—=w0=> Q0 =wt+const =owt+ 0,
oP
: H
P=—8—=02> P = const = P,
00

Po powrocie do starych zmiennych

g ==, =Ll Q0 = iJzPO sin (ot + Q)
m @ m @

p==2+2moP cos Q = £/2mwP, cos (ot + Q,)




Rownania Hamiltona-Jacobiego



Metoda Hamiltona-Jacobiego stanowi metode wyznaczenia ruchu w przestrzeni fazowej w ktorej
rozwigzanie ukfadu 2f rownan rézniczkowych zwyczajnych sprowadzamy do rozwigzania rownania
rézniczkowego czgstkowego.
Jest ona oparta o wykorzystanie transformacji kanonicznych:
g, 0,(q,p.1) p,—> Pq,p,t)

QZZQI(Qapat)a pl:pl(Qapat)a I=12,...,f
prowadzgcych do zmiennych Q,P, z ktérych zadna nie wystepuje w funkcji Hamiltona po transformac;i;
mozna zatozyC iz funkcja Hamiltona w nowych zmiennych jest tozsamosciowo réwna zeru

H(Q,P,t)=0
Roéwnania Hamiltona w nowych zmiennych i jego rozwigzania
oH
Q’:(ap: Q, =const =«
1 [=1,2,...,f = ! I ¥=——_ state catkowania
,=—8H=O P, =const =43, . —
00,

Jak wida¢ wspotrzedne i pedy po transformacji sg statymi ruchu.
Wstawiajgc powyzsze rozwigzania do wzorow definiujgcych transformacje kanoniczng, otrzymujemy

ruch fazowy uktadu w zmiennych q, p w zaleznosci od 2f statych dowolnych ¢, g, [=1,2,....f
q,zq,(a,ﬂ,t), pI:p,(a,,B,t) [=1,2,...,f

State dowolne wyznaczamy z warunkéw poczgtkowych
%(aaﬂato): UTE pz(avﬂvto): P, 1=12,...,f



Problem catkowania rownan Hamiltona sprowadza sie wiec do znalezienia transformacji kanonicznej,
prowadzgcej do zmiennych nie wystepujgcych w funkcji Hamiltona, a w zasadzie do znalezienia funkcji

tworzgcej S(q,Pt) opisujgcej tg transformacje kanoniczng. Spetnia ona relacje

p = 8.P) 5 _08(aP) e e 905 L
: oq, ' oP, T 0q 0P,

oraz relacje

T(0.P.1)=H(q.p.t)s 5P

ot

Wstawiajgc do powyzszego rownania w miejsce pedow uogolnionych p, ich definicje przy pomocy funkcji
tworzgcej transformacji kanonicznej, otrzymujemy réwnanie z ktérego mozemy wyznaczy¢ funkcje
tworzacg

H qi>G2>- 59 s 03 , ) ,.”’G_S’t +5_S:() Roéwnanie Hamiltona - Jacobiego
dq, 09, agf ot
Wdwczas ( ) ( )
0S(q, .t 0S\q,p .t
Ql:alaplzlgl:pl: qﬁ ’ a]: Q/B b l:1>2>-°-9f
04, op,
Rozwigzujgc powyzsze réwnania wzgledem g, p dostajemy ruch fazowy uktadu
9, =4q,\@, Bt I=1,2,...,f Do wyznaczenia ruchu w przestrzeni konfiguracyjne;j

P, = P (05 , Pt ) wystarczajg rOwnania



Roéwnanie Hamiltona - Jacobiego

0

oS oS oS j oS
t ]+ =

H ’ 5 e ’ ’ 5 e ’ T~
[91 9 q s oq. 04, o4, 57
Rozwigzanie powyzszego rownania , zalezne od statych dowolnych, w liczbie rownej liczbie
zmiennych niezaleznych, nazywa sie catkg zupetna rownania Hamiltona - Jacobiego. Zmiennymi
niezaleznymi sg q4, q, -.., Q5 t, wiec bedzie f+1 statych dowolnych.

Jednak réwnanie Hamiltona-Jacobiego zawiera tylko pochodne funkcji S, wiec funkcje S mozna
wyznaczy¢ tylko z doktadnoscig do statej addytywnej. Stad wynika, ze jedna ze statych dowolnych
bedzie statg addytywna.

Catka zupetna rownania Hamiltona - Jacobiego ma postac¢

S = S(ql,qz,.-. Gy BB "BJ"'/‘)Jr ¢ By, Bo, ..., B C - state dowolne

~

0%S
— | #
0q,0p,

0°S

Zaktadamy iz —— = |
0q 0P,




Separacja zmiennych nie wystepujacych w funkcji Hamiltona

Separacja czasu Niech aa—h; =0= da’it = 0= H = const = E
Rownanie Hamiltona-Jacobiego przyjmuje postacé
oS 0§ oS oS
H|q,,9,5- 59, , yeen + =0
0q, OJq, 0q ; ot
oS, 08 oS
' S =S 7 - FEt = H 7 B A 2 e .., 0| = E *
Podstawiamy O(Q1 q, Qf) [Q1 q, q oq, 09, aqf] ( )

gdzie S,- skrocona funkcja tworzgca

Rozwigzanie (*) zalezy od f +1 statych dowolnych E, g,, S;,...,, C (gdzie C jest statg addytywna)

So =S, qss g E B B )+ C = S=8,0g1.920 9, E. By B, ) Et +C,

Wprowadzajgc statg g, i podstawiajgc za E pewng okreslong funkcje gy, f,,...,, otrzymujemy
E=E@B.BrrsB,)= S=5,01920a,.80:8s0sB,)-EB,Bss. . B, )i+C

Ruch uktadu w przestrzeni fazowej otrzymujemy rozwigzujgc ukfad rownan
6S_8§0_8Et p_as_an
op, OB, 9B '\ 9q, 0q,

1=1,2,...,f

a, =



Separacja zmiennych nie wystepujacych w funkcji Hamiltona
Separacja wspoétrzednych cyklicznych

: oH . -
Niech Py = W tym przypadku dokonujemy podstawienia
q,
S - Sl(Ql’QZ"" ’ql"—l’Q}"+1’°" 9qj’9t)+ ﬂl’ql" —
Roéwnanie Hamiltona-Jacobiego przyjmuje postac
0S, 0S8 0S 0S 0S 0S
H\| q,Gs, sG55 s G s e —. p., L, —t |+ —L=0
dq, 0q, aq,_, 4, oq , ot
Catka zupetna rownania Hamiltona-Jacobiego przyjmuje postacé
S=8+8.4,=5a .9, s G B Bose B B t)+ Bra, + C

Ruch uktadu otrzymujemy wiec z réownan

b, = 0S 851 (l;t r) 0S 851 ( . r)

) 04, 04, a:Bz a:Bl
» 55 s g - os 851 N
" oq, Top, s,



Zmienne separowalne

W rownaniu Hamiltona-Jacobiego zmienne sg separowalne, jezeli catka zupetna ma postac
/
$=5anan g ) B gae s, =Y s,(0) )

co ma miejsce gdy funkcja Hamiltona ma postaé 1 = i (F (g, P s Fila,p )

s
W najprostszym przypadku H = F.(q,,p,)

/=1

W powyzszym przypadku zmienne sg separowalne, 0 czym mozna sie przekonac¢, dokonujgc
podstawienia(*). Skrécone réwnanie Hamiltona Jacobiego

oS, 0S8 oS / oS
H|q,,95,-. 54, ——>,...,— = |=E & ZFl(ql,—l]:E
dq, 04, aq , 1 oq,
rozpada sie na uktad frownan rézniczkowych zwyczfajnych
dS : np .
F,(q,,?f = E,, 1=12,...,f, »E,=E E =E/(B)=5
/ /=1

Catka zupetna rownania Hamiltona Jacobiego jest sumg f catek zupetnych S, powyzszych réwnan i
mozna uwzgledniajactoiz S; = S,;(¢,.B,)+ C,, 1=1.2,...,f

S~
zapisa¢ jew postaci § = > §,(q,,,)+ C - Et gdzie C

/=1

S
2. C,
=

1



Przyktad: Wyznaczenie ruchu tréjwymiarowego oscylatora harmonicznego przy pomocy
rédwnania Hamiltona-Jacobiego

Funkcja Hamiltona dla rozwazanego zagadnienia

k
H :T(px,py,pz)+V(x,y,z):ﬁ[pi+pi+pf]+l€2—xx2+_yy2+ kz -2

Rownanie Hamiltona-Jacobiego

2 2 2
k
H+9 g (aSjJr o5 +(8—Sj +kxx2+—yy2+kzzz+a—S:O
ot 2m ox oy oz 2 2 2 ot

Separacja czasu

ai:():S = So(xaﬂxayaﬂyazaﬂzac)_ Et = §O(x9ﬂx9yaﬂyﬂz’ﬂz)_ Et + C

ot
2 E = E(ﬂx,ﬁy,ﬂz),C—stalaaddytywna
2 2
k
1 (asoj +£8SOJ +(asoj +kxx2+_yy2+kzzzzE

2m 0Xx 0y 0z 2 2 2

_ oS (xayazaﬂxaﬂyaﬂz): o = 8§0(x9y92918x918y9182)_ aE('Bx"By"BZ)t
o0p, l op, ap,

a

[=X,),zZ



Separacja zmiennych x,y,z

2 2 2
k
1 (55()} n 8S0 n aSO +kx x2+_yy2+kz Z2:E (**)
2m ox o0y 0z 2 2 2
pj kx 2 p)zz ky 2 22 kz 2
ne( ke Hﬁ+7y j*[fm e = = P F ) L) 2
S0:S0x(x)+SOy(y)+SOZ(Z)
Mozna pokazaé iz rownanie (**) jest rOwnowazne 3 rownaniom (patrz uzupetnienie po przyktadzie)
2 2
0S k ’
1 (0§,, +kXx2=Ex 1 I LT 1 (8S02j Lk g
2m 0X 2 2m \ 0Oy 2 2m \ Oz 2 :

Przy czym zachodzi E.+FE +E.=E

State o wymiarze energii E,, E,, E, odgrywaja rolg statych f ., f , .. Azatem
Sy, =SS0 (x,B,=E)+C, S, =8, (y.p,=E)+C, S,.=S,.(z,8. =E_)+C,

a§0x OF a§0x C=C.+C,+C.
a. = - f= 0 g
OF . OF . OF .

~

8,y ppB) 0B 85, 9E 95,

(04
1 op, op, ' 9E, OE, OE,

_0S,. OE _ 035, _
° 0E, OE OE .

z z

a



-

(

m

k /2E )
= X = x < sIn
2F J k [

X

(a + t)— + arcsin

%—t: ax:ij e de —t =+ |2% arcsin k
OF \/2 [E kx zj k. 2E

o, s r>j

Podobnie mozna pokazac iz

dSoy
dy

dS,,
dz

k, . k,
=+ |2m Ey—7y2 :>50y=if 2m | Ey, — Zy dy=>y=+ —sm (ay+t)

k ~ k 2E k
:J_rJZm(EZ—?ZzZ):sOZ:J_rf\/2m<EZ—7zz2>dz=>z=J_r kzzsin</az(az+t)>




2 2 5]
.. : , : k
Uzupehienie: Analiza rownania 1 “ 95, j + [GSO ) + (OSO j + K, x4+ —Lyly ks z? = E

2m ox oy 0z 2 2 2
1 lres. Y (as,. Y (as. V| & k K

Sy =Sy (X)+S,, (¥)+8,.(2) = ( 0xj L[ 950, +(_o) TR TN S S
2m ox oy oz | 2 2 2

2 2 2
1 (aswj +kxx2:E_k_yy2_k_Zzz_ 1|08, +(8S02)
2m ox 2 2 2 2m oy 0z
Roéwnanie powyzsze , ktdrego obie strony zalezg od innych zmiennych, bedzie spetnione gdy jego obie strony sg rowne state;,
ktorag mozna oznaczy¢ jako E,. Otrzymujemy w ten sposob dwa rownania

2
1 (aSOX + kx xz = E (RI)
2m Ox 2 *
(05, ) 21 g
1 0y +(%j +—yy2+kzzzzE—Ex (*)
2m oy oz 2 2

1 1(8S,. )| & 1 [(as,. V| &
Przeksztalcajgc rownanie (*) otrzymujemy 5~ [( a;y] ]+ Tyyz =E-EF, - m H azozj }_ 2Z z’

Réwnanie powysze , ktorego obie strony zalezg od innych zmiennych, bedzie spetnione gdy jego obie strony sga rowne statej, ktorg

mozna oznaczyc¢ jako E,. Otrzymujemy w ten sposob dwa rownania



1 [(3s,\*] Ky ,
Y2 = R2
2m ( 0x ) * 27 Ey (R2)

0z

1 [78s,\*] k

Wprowadzaja oznaczenie £.=E£ - E - E

roOwnanie (**) mozna przepisa¢ w postaci

I Kasozjz}ﬁ_ﬁz _E (R3)

2m oz 2

Widac¢ iz wyjsciowe rOwnanie rozniczkowe czgstkowe:

5 2 2
k
2m ox oy Oz 2 2 2

jest rownowazne rOwnaniom rozniczkowym zwyczajnym (R1), (R2) 1 (R3) przy

spetnieniu relacji dodatkowej £ = £, + £, + E_ przyczym S, = S, (x)+ Sy, (¥) + S,.(2)



Roéwnanie Hamiltona-Jacobiego jako podstawa obliczen przyblizonych
1) Przedstawiamy petng funkcje Hamiltona H(q,p,t) jako sume funkcji Hamiltona H,(q,p,t) dla
ktorej znamy rozwigzanie rownan ruchu oraz mniejszy czton H,(q,p,t) opisujacy zaburzenie

2) Rozwazamy przeksztatcenie kanoniczne ¢, > @, =a,,p, > P, = f,
o funkcji tworzgcej S(q,3,t) spetniajgcej rownanie Hamiltona —Jacobiego z funkcjg Hamiltona H,

0S 0S 0S
H yenenns y T geeeens 0 |+—=0
O[QI q 24, aq‘f J Py
prowadzgcej do funkcji Hamiltona
— 0S 0S
H(a,p,t)=H t—= H o+ H o+ —— = H (a,p,t)
przy czym zachodzg relacje
_05(q.B.1) _08(q.B.1) _
P, = @, = l—l,..., f
0q, op,

Nowe wspotrzedne i pedy spetniajg rownania ruchu Hamiltona

o
Z 858, ' = e,

@D onepn)



_aHl(avﬂat) , __aHl(aﬂﬂat)
Y pi= da, (*)

W przypadku gdyby H,=0 to «,, g, byly by statymi
W rozwazanym przypadku gdy H, jest male w pierwszym przyblizeniu mozna zastgpi¢ powyzszy ukltad rownan
uktadem w ktorym zestaw zmiennych o,  zostal zastapiony przez zestaw statych a, =a(t=0),8, = Bt =0)
al:aHl(a()uBo»t) ,[)Sl:_@Hl(aougoat)
op, oa,

Rozwigzanie powyzszego uktadu rownan poprzez catkowanie

t t@
@y (1) = a,(t=0)+ aHl(ggﬂo”)dt Bt = pi(1=0)- Hl(g;’lﬂo’t)dt

daje nam przyblizona warto$¢ zmiennych@ . £, w chwili czasu ¢ oznaczona powyzej przez &> S, ktorag mozna
wykorzysta¢ do sformutowania rownan (*) w kolejnym przyblizeniu w postaci

:5H1(051,,31,t) ﬂ'l:_aHl(alaﬂlat)
o, oa,

a,

Po okresleniu zalezno$ci @ ;> £, od czasu zalezno$¢ pierwotnych zmiennych ¢,p od czasu mozemy
wyznaczy¢ z relacji 6S(q,ﬂ,t) 8S(q,,8,t)
pl = al =
04, op,




Przyklad oscylator harmoniczny 7 _— g .+ H, H, =2 % 1 2 2
1

Funkcja Hamiltona (hamiltonian) /, opisuje czastke swobodna
Rownanie Hamiltona-Jacobiego dla funkcji H,

1 (asjz oS
— 2 s X2 =0
2m \ Ox ot

Mozna uwzgledniajac to iz O, _ 0, OH, _ 0 zapisaCc S wpostaci S = fBx — Et
ox ot
o . _ aS _ ﬂ . p2 ﬂ 2 .o . .
Poniewaz P =,-=F 1 E=H,= toS = fBx — t ( F nowy ped po transformacji kanonicznej, we

wzorze na S pomini¢to statg addytywng: )

Nowe wspOtrzedna @ po transformacji kanonicznej

__ 98 Bt Bt

= —=X-""—= XxX=a +—
op m m

1 1 )’
Uwzglednienie obecnosci funkcji 41 = ?m w’x? = ?m @ 2(0: + ﬁ—j

powoduje 1Z o , g przestaja by¢ statymi lecz speiniaja rownania

02=8H1:a)2t(a+ﬁj ,3=—8H1=—mw2(a+ﬁJ
Y m da




02=a)2t(05+ﬁJ ﬂz—ma)2(a+ﬁj

m m

W pierwszym przyblizeniu rownania te mozna uprosci¢ do postaci

oézwzt(a0+’8°tj Bz—mwz(ao+ﬂ°tj gdzie a,=a(t=0),p,=p8(t=0)

m m
Zatézmy iz w chwili poczatkowej t=0 czastka znajdowata si¢ w punkcie o x=0 co uwzgledniajac relacjex = a + st

prowadzi do wniosku iz, = 0 a zatem

=Bt s a) e =t 0t pOD 0= L0 s

W kolejnym przyblizeniu

2 3 a)Z t3 2 2 3

m 3m m 2m m 3 30

s =—ma)2(a1+&j=—ma)2(’8°w2t3 - ,Bot_,BOa)zt3j:

m
2 1 4 3 1 2 2 1 4 4
=0 port =0t By’ = flt)= By - S0 Bt ot B

t w’t’  w’t’ 2y 4t
A zatem X=a+ﬂzﬂ°{a)t— + p:ﬂzﬂol—w +a)




B pt B, 0’ o’ w’t? o't!
X =a + ~ wt — + : P:ﬂzﬂol— X + I

Uzyskany wynik mozna poréwna¢ z doktadnym rozwigzaniem przy warunku poczatkowym x(=0)=0

x = Asin (wt)= L2 sin (ot) p=mxi=md ocos (wt)= p, cos (wt)
m @

ktore dla @t << 1 mozna przyblizy¢ poprzez nastepujgce rozwiniecia Py =p(=0)
2.2 4,4
Do w’t’  w’t’ W “t W "t
X = Ol — + p = p 0 1 — +
m @ 3! 5! 21 4

zgodne ze wzorem znalezionym poprzednio przy uwzglednieniuiz g, = p,



Dodatki dla zainteresowanych



Dodatek 1 Dowod relacji (1-5) zawierajacych warunki kanonicznosci przeksztalcenia



Rownania Hamiltona rownowazne sg nastepujgcej zasadzie wariacyjnej

t f
5_‘[2 p,q’l—H(q,p,t)}dt =0 Uwaga :gq,, p, — zm. niezal
to L I=1
oq,(,)=05q,(t,)=0, [1=12,...,f | 6q,,0p, —dowolne , ¢, =
Dowdd: t ; t ;
1 : 1 : : 0H
0= 5_“{2 P14, — H(Qapat):| dt = J‘{Z (p,5ql +4,0p, - ﬁé‘% -
L I=1 to L =1 /
1 <L ddq, O0H OH
= p +4,0p, — 5q, - Sp, | |dt =
t'[_;( > 19F 1 aql l 519, ljj|
VL[ d . . oH oH
= [ > [—(pﬁqz)— P64, + 4,0p, 5q, - 5191) dt
. Lo\ dt 0q, op,
g OH 0H \. | L "
_ —p, - 5q,+| 4, - op, |dt + ), p,oq,| =
;[_;[ l 0q, l ( l op, Z_ ; l Zto
; - 5q,, op, dowolne
G OH OH oH OH
= —| p, + oq, +| q, — o dt <4, =—,p, =~
to_; [pz dq, q, [ql op, pz_ q op p oq,

= .
_ dgl = 54, = dogq,
A dt
op,

Mozna zauwazy¢ iz co do

14 . f
wartosci Z g, —H =1L

/=1

I=1,., f

5

rownania Hamiltona



Zasada wariacyjna, prowadzgca do rownan Hamiltona, musi by¢ spetniona w starych i nowych zmiennych

t !
5_[{2 p,q,—H(q,p,t):|dt=0, 5‘]z(t:to):5%(t:t1):09 §pl(t:t0):§pl(t:tl):09

/=1

N

(*)
5“2P,Q'1—FT(Q,P,t)}dt=O, 60,(t=1,)=060,(t=1)=0, 6P(t=1,)=06P(=1)=0]| (k%)

Formutujac zasade natozylismy dodatkowe warunki na’wariacje pedow
Przy spelieniu rown. (*) réwn. (**) bedzie spetnione gdy

bedzie spetnione rown.(***) z dowolnie wybrang stata ¢=0 §T {Zfl p,4d,— H (q P, t)} dt — c5j {Z PO, - H (Q P t)} dt =0 (***)

/=1 =1

c=1=> 5_.. |:Z (plq'l — P1Q1)_ (]—I (q, p,t)— [T(Q,P,t))} dt = 0 Wybor statej ¢ determinuje wybor nowej funkcji

[=1 Hamiltona

Powyzszy zwigzek z c=1 jest spetniony wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego uktadu funkcji p,(t), q,(t), P,(t), Q(t), zachodzi tozsamosc¢

A

Z (plq.l - PIQI)_ (H (q,p,t)— H_(Q,P,t)): a;’;j), O =0 (Q,P,t)% dowolna funkcja rézniczkowalna
=1 (QPY)

/ —
< Z (pldq 1 Pde l )_ [H (q > P> t)_ H (Q , P, f)]df =do Warunek dostateczny, by transformacja od starych
I=1

(q,p) do nowych (Q,P) zmiennych zachowywata
f r posta¢ rownan Hamiltona definiujgcy uniwalencyjne
) s ) ) _ o — transformacje kanoniczne. Warunek ten okresla
Dowod: 9 j {Z (plql P9, ) (H (q P t) H (Q P t)):| dt réwniez sposob transformacii funkcji Hamiltona.
W dalszych rozwazaniach zawezamy pojecie
f transformacji kanonicznych do transformaciji
= 0 uniwalencyjnych.

0 _ Z 00 55 . 9% 5p
' 80, aP,

Iy



Réwnania Hamiltona sg niezmiennicze wzgledem przeksztalcenia kanonicznego ze starych (q,p) do nowych
(Q,P) zmiennych, jezeli spetniony jest warunek

122 (p,dq, - PdQ,)-|H (¢, p.0)- H(Q.P.1)|dt = d®(0.P.1) (6)

Przy odpowiednich zatozeniach co do odwracalnosci transformacji rozniczke funkcji tworzgcej ® mozna zapisac jako
funkcje tych samych zmiennych, ktorych rézniczki wystepujg po lewej stronie rownania (6) .

|GQk/aPl|¢ 0= Pl = PZ(Q9Q9t)9 W(Q9Q9t)z (I)(Q,P(Q,Q,l),t),

S/ — kcja t
> (pidg,-PdQ,)-|H (q.p.t)- H(Q.P.t)|dt = aw (anaf)‘/IiQeﬁfz&ﬁfn?ﬁa

= .. kanonicznego
Poniewaz rozniczki dq, dQ, dt sg dowolne, wiec Wzgledem transformac;ji

QIZQI(QaP’t)’ pl:pl(QaP’t)9

oW (q,Q,t) P _ ow (q,Q,t) (1) spetniajgcych warunki (1)

B b ’ L o0 ’ rownania Hamiltona sg niezmiennicze, o ile
q, ! o : .

hamiltonian transformujemy w podany sposoéb

P

A/Gdy 4,=4,(0.P) p, =p(0.,P)

ow
Py (Q(Q,P,l‘),Q,l‘) to mozna tak wybra¢ W by aa—n::o

H(Q,P,t)=H(q(0,P,t),p(0,P,t)t)+




Warunek kanonicznosci przeksztatcenia mozna zapisa¢ przy pomocy dowolnych dwoch sposrdd czterech zestawow
zmiennych p, q, P, Q, w ten sposob by rozniczki tych zmiennych pojawity sie w rownaniu rownowaznym rownaniu
(6) . Wymaga to dodania do obu stron réwnania (6) rozniczki iIoczym} odpowiednich zmiennych co prowadzi do
zmiany postaci funkcji tworzgcej. Np. dodajgc rézniczke wyrazenia > ro,

S (pyda, — PdQ ) [ (a. pot)- (0. P.o)]dt + zf (Pd0 +0.dP )= d[® (0. P.0)]+ d{zf P,Q,}

=1

f L f
= Z (pldQJ"'Qlsz)_ [H(q,p,t)—H(Q,P,t)]dt - d{q)(Q,P,t)+z PIQI:|

Postepujac dalej podobnie jak przy wprowadzaniu funkcji tworzacej F,(q,Q,t)=W(q,Q,t) wprowadzamy funkcje
tworzaca F,(q,P)=S(q,F1)

f
|an/an|¢ 0= Ql = Ql(q’})’l‘):> S(q,P,Z) = (I)(Q(q,P,Z),P,f)+Z })lQl(qaf)alL):>

== Z (pldQI+QldPl)_ [H(q,p,t)— [—T(Q’P9t)]dt = dS (q,P,t)

/
I=1 Wzgledem transformacji

Poniewaz rozniczki dq,, dP, sg dowolne, wigc q, = ql(Q’p’t), p, = pl(Q’P’t)’
0S(q,P,t) 0S(q,P,t) N |
P, = , Q)= (2) spetniajgcych warunki (2)
0q, 0P,

rownania Hamiltona sg niezmiennicze,
o ile hamiltonian transformujemy w

H(Q,P,t)=H(q(0,P,t), p(Q,P,t) 1)+ Z—‘j(q(Q,P,z),P,t) podany sposdb




f —_
Z (pldQI - PldQl)_ [H(qapat)_ H(Q,P,t)]dt = d(D(Q,P,t) (6)
=1 ,

Odejmujgc rézniczke wyrazenia Zf: P4,

lzfll(pldQZ_PldQl)_ [H(q,p,t)— ]T(Q,P,t)]dt _lzf:l(pldQI +91dp1): d[(I)(Q,P,t)]—d{Zf: plQ1:|

=1

r L S
= Z (_ q,dp _PldQl)_ [H(q,p,t)—H(Q,P,l‘)]dt = d|:CD(Q,P,t)—Z plql:|

Postepujac dalej podobnie jak przy wprowadzaniu funkcji tworzgcej W wprowadzamy funkcje tworzaca F;(p, Q,t)

|8pk/5Pl|¢0:>P,=Pl(p,Q,t)
00, /0q,|=0 " q,=q,(p.0,t)

f _
= > (~q,dp, - Pd0 )~ |H (q.p.t)- H(Q.P.1)|dt = dF,(p.0.1)
Poniewaz rézniczki dp,, dQ,, sg dowolne, wiec Wzgledem transformac;i

q,=9,\Q,P,t) p,=p/\0Q,P,t)
LR (p0.)  ,_ _3R(p.0.) g, y=a0,(Q.P.1). p=p(Q.P.1)
op, S 00, speiniajacych warunki (3)
rownania Hamiltona sg
niezmiennicze, o ile hamiltonian
(P (Q , P, l‘), 0, t) transformujemy w podany sposob

A
- F3(p9Q9t): (D(Q,P(p,Q,f),f)—Z plQl(paQal():>

q, =

OF,
ot

H(0,P,t)=H(q(0,P,t).p(0.P,t)t)+




S —

Z (pldQJ - PldQl)_ [H(Q9p9t)_ H(Q,P,t)]dt = d(I)(Q,P,t) (6)
=1 | .

Dodajgc rézniczke wyrazenia Zil PO, - Zi: P14,

S/

S _ S S S
> (e, - £00 )= [ o) QP + 3 (R0 + 0,02~ 3. (it + adp )= a0 Q. P} | 3 70, |- d] 3 psa,

/=1

s L s s
= Z (_ ‘IIdpz"'Q/dPl)_ [H(q,p,t)—H(Q,P,t)]dl‘ = d{q)(Q,P,t)-i-z_ P/QI_Z p/‘]l:|

/=1

Postepujgc dalej podobnie jak przy wprowadzaniu funkcji tworzacej W wprowadzamy funkcje tworzgca F,(p,Pt

|6pk/8Ql|¢O Q;=Q;(p,P,l‘) / f
F(p.P.t)=a P, Pt)+ > PO (p.P.t)- L Pt) =
07, /3q,|# 0 " g, =q,(p.Pr) TP ©Cp PP )+ 2 POP P = 2, Pids(P2 Po1)

) -
= > (~q,dp,+0,dP,)-[H (¢, p,t)- H(Q,P,t)|dt = dF ,(p,P,1)

=1
Poniewaz rozniczki dp, dP, sg dowolne, wiec Wzglgdem transformacii

oF,(p,P.1) oF, (p.P.t) q,=4,(0.P.t). p,=p,(0.P.1)
-, 0, = (4) spetniajacych warunki (4)
op, oP, rownania Hamiltona sg niezmiennicze,
o ile hamiltonian transformujemy w
podany sposob

q, =

oF

Y (p(Q,P,1), P,t)

H(Q,P,t)=H(q(0,P,t).p(0,P,t)t)+




Mozna pokazac iz w przypadku transformacji kanonicznych uniwalencyjnych dla ktorych zachodzi
H(O,P,t)=H + OF,  spelnione sg relacje okreslajace wybor funkcji Hamiltona po transformacji kanonicznej
ot

uniwalencyjnej
00, O (7 oP 0 [~
= H - H b= - H - H 8
o~ om ) (D) Lo men)  (8)
Dowod
20 5 ( as 5 (as 5 gdy mozna znalez¢ funkcje tworzaca F,=S
o1 :E(apk]: apk(arj: oP, @-x)
00, 0 (0F,) 0 (8F4 j 0 (T - ) gdy mozna znalez¢ funkcje tworzaca F,
ot ot\ep, ) opP .\ 0t ) 0P,
oP 0 ow 0 ow 0 (= .
atk = E(_ 20 j =" %0 (7) =" %0 (H - H) gdy mozna znalez¢ funkcje tworzaca F =W
k k k
a;t" = ;—t(— 553 j = ag [— aaF: j = - ag (7 -1) gdy mozna znalez¢ funkcje tworzaca F;
Gdy transformacje kanoniczne nie zalezg jawnie od czasu to aa% = aaitk =0 a H - H nie moze zaleze¢ od

zadnych wspotrzednych 1 pedow 1 mozna przyjac iz g _ y



Dodatek 2. Dowdd tego 1z nawiasy Poissona sg niezmiennikami

uniwalencyjnych transformacji kanonicznych
1) Mozna pokazac iz w przypadku transformacji kanonicznych uniwalencyjnych spetnione sg warunki (9) 1 (10)

00, _9p, 009, _ 0q, () 0P, _  0dp, 0P, _ dq, (10)
oq, 0P, 0p, oP, 0q, 00, Op, 00,
o R Lo (7-H)
przy doborze funkcji Hamiltona po przeksztalceniu H (Q.,P,1) tak by or ok
Zrézniczkujmy po czasie wzory transformacyjne Q(q,p,t) oraz P(q,p,t) aaitk - ag (H-H)
- an Qk- an '_fai- 5& aﬁ
O, —Z( aql ﬁp, le o B, _12_1:(8% q,+ o, le"' PV
Z tozsamosci H(Q.P.1)=H(q(Q.P r) p(Q.P.0),t)+ H(Q,P.1)-Hlq, p.t)=

+a(ﬁ—l

17 Z oH Gq, OH 0Op,
oF,

0q, OF, Gp, OP,

Z(GH oq,  oH 5p,j+ o (7 - 1)

00, =\ 9q, 00, apl o0, 00,

Odejmujemy stronami i poniewaz w obu zestawach zmiennych obowigzujg rownania Hamiltona, mamy:

) H f _
Osz_ggzz (é,%Qk+p;an_aH apl_aH a%j +8Qk_ 0 (H—H)=
A I=1 q, op, op, 0P, 0q, OP, ot OP,

f R
_y (CL— GHJan L oH (an B ap,j+(pl+ GHJan _0H (an N aq,j L9000 (7 - )
= op, ) 9q, Op,\ 9q, OF, dq, ) op, 0q,\ dp, OP, ot 0Ob




S
0- Y qu_aH]an+aH(an_ale+£pl+aH]an_aH£an+aq,J N
=1 op, ) 0q, op, \ 0q, OP, dq, ) Op, dq, \ Op, 0P,

L 00, 0 (F_H):Zf{(?H_[an_apl _8H(8Qk+8ql }

ot 0P, 1| op,\ 0¢q, OP ) 0Oq,\ Op, OP,
Roéwnanie powyzsze bedzie spetnione dla dowolnej funkcji H, gdy zaznaczone wyrazy bedg réwne zeru , wiec
otrzymujemy zestaw rownan (9) gdy spetnione sg relacje (7).

00, _ op, 00, _ a9, 00, _ 0O (}T—H)

29, oP, " dp, 0P, ot 0P,
Podobnie dowodzimy zestaw rownan (10).

, oS _
0= P 4 OH _ {q.lai+plapk+af1 09, , OH dp, }apk+ o (7T - 1=

k I=1 0q, op, 0q, 0Q, Op, 00, ot 00,

/ _
ZK{)Z+8H]8P’“ L OH [ op, +apk)+(q.l_aH}aPk +8H[8q, _apkﬂ+apk e 0 (T H)-
I=1 dq, )Op, Op,\ 00, 0q, op, )0q, 0q,\ 00, Op, ot 00,

/ 8H[ op, +8Pk]+8H ogq, 0P,
op,\0Q, 9q,) 0q,\00Q, Op,,

Poniewaz rozwazamy dowolng funkcje H, zaznaczone wyrazy muszg by¢ rowne zeru,

or 0 orP, 0
wiec otrzymujemy zestaw réwnan(10) : 7%= - 2 g bt gz
l k / k

I=1

gdy spetnione sg relacje (8) %: : %(H_— H)



op, 00, _ 0q, 0P, _ op,

oP,

_ 0q,

2) Na podstawie relacji (9)i (10) 99 _

0q, 00,

oP, ’ 0q, B

op,
00, oP, 00, oP,
00, 0P, 0P, oP,
wykazujemy ponizsze wlasnosci nawiasow Poissona okreslonych wzorem

dla nowych wspotrzednych i pedéw po transformaciji kanonicznej uniwalencyjnej

60, 0P, 00, 9P L (o0 d8q, 00, Op,
)Z(Q 0, nj:lzl(gm g, , 90, 0p

oP,
oraz relacji

kl

op,

b

op,

00,
- 00,

0q, Op, op, 0q, dq, 00, op, 290,
S
©,.0,)= Z( J=

00, 00, 20, 20,|_¥ [_ 00, 9q, 080,
0q, Op, op, 04, -1 dq, OP,
oP, OP, L (0P, Oq
(P, P,)= z( z[ ,
5‘]1 apz I=1
3) Spetnienie relacji

_aP, 8Pnj , 9P, 0p,
op, 0q, dq, 00, op, 00,

J:

dowolnych funkeji F(Q(q.p,1),P(q.p.1).0) 1 G(Q(q.p,1).P(q,p.1).1)

6pl aPn

oP

m

00,

j:_

00,

=0

oP)

S S S
(F.G )= Z(GF oG OF EBG] 5 Z(@F 00, OF ﬁp’"jZ(@G 00, , 9G 0P,
dq, 0p, Op, 0q, o wa\ 009, dq, oP, 0q, )55\ 0Q, op, 0P, Op,
_zf(aF 00, , OF apmjz(ac 8Qn+8GaPnj _
i\ 09, op, 0P, op, )55\ 00, 0q, 0P, 0q,
S
5 OF 8G ©..P )+ OF 0G P.0)s OF 060G o)+ OF 0G -
~. a0, opP, oP, 00, 00, 00, oP, P,
S S '
5 OF 6G mn_@F aG§m :Z OF 3G OF aG _(F.G)
“~ o0, oP, oP, 00, -\ 80, oP, oP, 90,

m

900,

,n

(4,B)= Z(

=0

0A OB

0B 04

dq, Op,

(11a)

(11b)

(11¢)

(Q mo P, )= O s (Q m> 9 ) = (Pm , P, )= 0 zapewnia niezmienniczo$é nawiaséw Poissona dla

j+

8pz 0q,

|



Dodatek 3. Przeksztatcenie spetniajace warunki (11)(Q,,0,)= (P,,P,)=0, (0,,P, )= 15,

jest kanoniczne gdyz w nowych zmiennych obowigzuja rownania Hamiltona.

W dowodzie wykorzystujacy fakt iz spetnienie powyzszych rownan zapewnia niezmienniczos¢ nawiaséw Poissona wzgledem
rozwazanych przeksztalcen ( punkt 3 dowodu 2) oraz ponizsze relacje

o0, 0P, _ oQ, 0P, _ 20, O [— oP, 0 (7 _
20, ap, 0w op, ar, " WZE(H_H) ) o 20, =) ()
Relacje (7)1 (8) okreslaja sposodb wyboru funkcji Hamiltona w nowych zmiennych
Dowdd
. 00 . — O0H 0 (= OH
= ,H )+ ko — JH ) + H - H )= + H - H )=
Qk (Qk ) 81‘ (Qk ) aPk ( ) aPk aPk ( aPk
gdzie s 0
00, OH _ 00, 0H C(og. on a0l . 2
H H
g3 (Aatt_soon)_ o Cen 2]
( ’ ) Z dq, 0p, op, 04, (Qk Z 0Q, 0P, oP, 00, lzzl 8Pl 5‘Pk
Analoglczme
oP, 0 (o oH 0 (= OH
ko _(Pk9H)_ (H_H):_ - H_H):_
| o1 00, 00, 00, 00,
gd21e 0 . 5,

(P, 1 )= ZL ki 8Pk8Hj Zf:(ap 0H 0P, aﬂjzzf(_5 aij: OH

dq, op, 0p, 0q, 00, 0P, 0P, 00,) =\ "Moeo,) a0,



Dodatek 4. Réwnanie Hamiltona-Jacobiego dla czastki poruszajgcej sie w potencjale zaleznym tylko od odlegtosci od
poczatku uktadu wspoétrzednych we wspétrzednych sferycznych V=V(r)

Wyznaczenie funkcji Lagrange’a.
Za wspotrzedne uogolnione przyjmujemy wspotrzedne kuliste

X =rsin 6 cos ¢ y =rsin 6sin @ z =rcos 0

L(r,0.7,0,)=T -V = %(vf VI )-V = %(r'2 + 7207 + rsin 209 )=V (r)

gdzie sktadowe predkosci w ukladzie sferycznym v = 7 v, =16 v, = rsin 6¢
quy uogolnlone p, = —aL =mr = r = P, Dy = a—L = mr29 = 0= _p92
or m 06 mr
aL 2 . 2 . . pw
pP,=——=mr-sin”0¢p = ¢ = 0
oQ mr ~sin ~ 6

Poniewaz sity sg potencjalne i zwigzki miedzy wspotrzgdnymi kartezjanskimi 1 uogdlnionymi nie
zawierajg czasu explicite to

G(r,@,f,é,gb)z E=T+V = %(};2 +7r20% + r*sin 9¢2)+ V(r)

2

m|:pr2 2 Po

2
i P
+r%sin * @ 2
2 2 2 4

H =G(r,¢9,pr,p9,p¢):— + 7 .
m-r m “r" sin

46)}+V(r)=

1 2 p92 p;
= — + + +V (r
2m {p, r? r*sin * 60 (r)



Funkcja Hamiltona dla rozwazanego zagadnienia

2
"= ﬁ{pf ’ fzg " rzsfn(pzﬁ}JrV(r)
Réwnanie Hamiltona-Jacobiego
oy ) ()
H+88_f:():>21m (gij2+ are2 rziiizé’ +V(r)+88_f

Separacja czasu

oH

ot

1
2m

E=EB,.B,.5,)

0

0= S=58,0.8,.0,B,.0.8,.C)—Et =8,(r,8,.60,B,.0,8,)- Et +C

, C-stala addytywna

08,(r.3,.0.8,.0.8,) OE

a, =

+V(r)=E

B, ap,

[=r,0,¢

4



Separacja zmiennych

a) zmienna cykliczna ¢

OH ~ i~

P =0= So(r»9>¢): So(r99)+ Sgo((ﬁ): So(r99)+ IB¢¢

_ _ i ~ 2 ]

(%), (5] o Lo
1 |(as,) o6 o 1 || 8§, B,
= E = F

2m (Grj ’ r’ +rzsin26? *rn) = 2m (@r} " r’ +rzsinzﬁ +Vr)

: : 0S _ i : L :
Poniewaz p , = %z p,oraz P, = L _to stala B ,ma sens stalej wartosci

sktadowej z-towej] momentu pedu
b) zmienne 7, &

So(r.0)=5,(r)+5,(0

) (préba, prowadzgca do sukcesu, co swiadczy o separowalnosci
zmiennych)

2m r risin * 6 2m or

A 00 2 2 0 2
1 [GSOJ N g, V()= E = L (as,) PRNCL g, V()= E




(559j2

) Y20

00 2

1 95, + Py +V(r)y=E
2m or

os V. (aes.) B’
? o+ 1+ L =2m(E -V (r))’
" oy 00 sin 2 0 ( (r)
(os. Y pr | | os
o +—2—1=|2m(E-V — : ’
00 sin 2 0 m (r) ar ||

Poniewaz obie strony powyzszego rOwnania zalezg od innych zmiennych to muszg by¢ one rowne stale;.
Mozemy ja oznaczy¢ jako kwadrat S, Z rOwnania tego wynikaja wiec dwa roOwnania

7 ~ 2
(asgj L P g 2m(E—V(r))—[a; j = p
060 sin > @ ? '




2m(E — V(r))—( 5

(ase
00

p

oS

2
@

2
—I_ .
S1

n

2

rzzﬂ;:[

Znalezienie catki ogolnej rownania Hamiltona-Jacobiego

S=S,(r)+S,0)+ B,p — Et

|

as ,
dr

jz =2m(E -V (r))-

p

r

2
(%
2

00

oS

or

ﬂﬁ:»(a”j

)2 =2m(E -V (r))-

p

r

S, (r)+S,0)+ p,p-Et +C

sprowadza si¢ do rozwigzania dwoch rownan rozniczkowych zwyczajnych

|

Przy czym mozna przyjac¢ iz rolg statej . petnienergiaE E = 3,

ds ,
do

Jz

2
0
2



S=8,(r)+8,0)+B,0p-p,t=5.()+S5,0)+B,0-p,t+C B, =E

2 2 as , . 5 Ib’;
R (Be) =53 -

dr do sin > 6
Z postaci powyzszych rownah wynikaiz S, =S,(.8,.8,)+C,. S, = S,0.8,.8,)+C,
Rownania okreslajace ruch ciata przybierajg postac c=C,+C,
oS oS,
o, = = — t
0, B, (*)
0S 0S oS . oS,
a, = = a, = = + .
op, o0, 9B, 0P, (**)
oS oS,
a, = = + @
aﬂ(p 5,8¢ (%)

Roéwnanie (*) wyznacza zalezno$¢ r(t) w czasie ruchu, zas pozostate rownania pozwalajg na wyznaczenie
rOwnania toru
Uwaga. Przeprowadzenie separacji zmiennych jest mozliwe w uktadzie sferycznym takze wowczas gdy potencjat ma

postac B b(6
)= s+ i2)+r2§ifq¢2)(9)

Przy tym gdy c(¢) # const to @ nie jest wspotrzedng cykliczng.



