Elektrostatyka-czesc 2

Prawo Gaussa
Potencjal pola elektrycznego

Energia pola elektrycznego




Pole elektryczne wytworzone przez ciagly rozklad ladunku

Metodologia postepowania w oparciu o zasade superpozycii hatezen pol:
1. Dzielimy w mysli obiekt o tadunku q na malenkie (a wtasciwie
nieskonczenie mate) fragmenty o tadunku dq, ktére traktujemy jako

ladunki punktowe. — >
Znajdujemy wektor natezenia pola elektrostatycznego dE wytworzonego w

danym punkcie przez tadunek dq (korzystamy ze znanego juz wzoru).
Znajdujeﬂy natezenie pola wypadkowego sumujac (catkujac) wszystkie
wektory dE (tj. wektory natezen pol wytwarzanych w danym punkcie przez

wszystkie malenkie fragmenty obiektu).
Jesli tadunek rozmieszczony jest niejednorodnie w catej objetosci/na powierzchni/na
dtugosci ciata, to ilosc¢ tadunku zgromadzonego w malenkiej objetosci/powierzchni

dtugosci ciata liczymy jako:
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- Objetosciowa gestos¢ tadunku O - powierzchniowa gestos¢ tadunku

A~ liniowa gestos¢ tadunku



Pole jednorodne Plaszczyzna naladowana ze stata
gestoscig tadunku

Linie (sit) pola elektrycznego
pochodzace od ptaszczyzny
naladowanej ze stalg gestoscig
tadunku styczne w kazdym
punkcie do wektora natezenia
pola elektrycznego g
prostopadte do tej plaszczyzny (z
dala od jej brzegow).

Natezenie pola jest jednakowe w
kazdym punkcie lezagcym po
dowolnej ze stron ptaszczyzny.
Pole o takiej  wilasnosci
nazywamy jednorodnym.

W nrézmn, - >
prozni : I
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Prawo GGaussa

Pozwala okresli¢ rozktad w przestrzeni nat¢zenie pola elektrycznego
pochodzacego od rozcigglych cial wytwarzajacych pole elektryczne
charakteryzujacych si¢ wysoka symetrig w sposob prostszy niz przy
pomocy zasady superpozycji

Stanow1 jedno z podstawowych praw elektrodynamiki




Strumien elektryczny
(strumien wektora natezenia pola elektrycznego E przez powierzchnie S)

Rozwazmy ptaska powierzchnie (wirtualng/matematyczng, a nie fizyczng)
o polu S. Definiujemy wektor powierzchni, ktorego dfugosc reprezentuje
pole powierzchni S, a ktorego kierunek jest prostopadlty do tej
powierzchni (i wskazuje jej orientacje).

—
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Niech powierzchnia plaska o polu S bedzie ustawiona prostopadle do linii
jednorodnego pola elektrostatycznego:

Strumien wektora E przez powierzchnie S wynosi:

- Strumien jest skalarem
- Jednostka strumienia w ukladzie SI: Nm?/C

Interpretacja graficzna. Strumien wektora nat¢zenia pola elektrycznego
przez powierzchnie ptaskg o polu S, umieszczong prostopadle do te;
powierzchni , jest proporcjonalny do wartosci natezenia pola £ w obszarze
tej powierzchni oraz pola tej powierzchni S, catkowita liczba linii pola
elektrycznego przechodzacego przez tg powierzchnie jest wiec
proporcjonalna do 1loczynu ES.




Jesli ta sama powierzchnia plaska bedzie ustawiona pod pewnym katem do linii
jednorodnego pola elektrostatycznego. to przechodzacy strumien bedzie mniejszy. Zatem:




Pyt. Dla jakiej orientacji jednorodnego pola elektrycznego wzgledem
powierzchni strumien nat¢zenia pola przenikajgcy przez tg powierzchnie jest

maksymalny?

Dla jakiej orientacji wektora natezenia pola elektrycznego strumien ten jest
rowny zeru?

Zakladamy 1z wartos¢ natezenia pola w kazdym z omawianych przypadkow
jest jednakowa.




Jak policzy¢ strumien natezenia pola przez powierzchnie, ktora nie
jest ptaska 1/lub natezenie pola jest rozne w réznych punktach tej
powierzchni?

W celu policzenia strumienia nalezy calg powierzchni¢ S podzieli¢ na

elementarne (nieskonczenie male) powierzchnie ptaskie , w obrebie
ktorych mozna traktowac nat¢zenie pola jako state 1 zsumowac
strumienie przechodzace przez te powierzchnie (czemu w ogolnosci
odpowiada liczenie calki powierzchniowej).

Jesli pole E jest niejednorodne 1 powierzchnia jest zakrzywiona to strumien pola
elektrycznego definiuje si¢ nastepujaco:
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-dS jest wektorem powierzchni malenkiego wycinka o polu dS.

-E jest wektorem natezenia pola elektrycznego przebijajacego
malenki wycinek powierzchni dS.

- Wyrazenie pod calka reprezentuje strumien przechodzacy przez malenka
powierzchnie o polu dS.
—> —>
o jest katem jaki wektor E tworzy z wektorem dS



Prawo Gaussa (w prozni)

Wektor  dS
jest prostopadty

do powierzchni \

Powierzchnia zamknieta

Struriiien pola elektrycznego przechodzacy przez powierzchnie zamknieta otaczajaca
tadunek Q jest rowny wartosci tego tadunku podzielonemu przez przenikalnosc¢

elektryczng prozni .
W przypadku liczenia strumienia przez powierzchni¢ zamknigtg wektor jest

skierowany na zewnatrz tej powierzchni




Strumien pola
elektrycznego przez
powierzchnie 1 jest
dodatni, przez
powierzchnie 2
ujemny , a przez
powierzchnie 3

rowny zeru




Pyt.: Rysunki pokazuja powierzchnie Gaussa w postaci sfery. stozka. prostopadloscianu
badz walca 1 ladunki punktowe. Ile wynosi calkowity ladunek elektryczny zawarty
wewnatrz powierzchni Gaussa w poszczegolnych przypadkach?

qD ® ¢
&g 0 -3.(..,)
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(1) (2) 3) (4)

Pyt.: Ile wynosi calkowity strumien natezenia pola elektrycznego przechodzacy przez te
powierzchnie?
Odp.: q/ & w sytuacji (1); 0 N m?/C w sytuacji (2); -Q/ &, w sytuacji (3); 0 w sytuacji (4)




Przykiad wykorzystania prawa Gaussa do wyznaczenia
nat¢zenia pola od jednorodnie naladowanej plaszczyzny

Powierzchnia zamknig¢ta Gaussa
w ksztalcie walca o polu podstawy S

wierzchtle boczne i osi symetrii prostopadtej do
plaszczyzny
o- gestos¢ powierzchniowa
i1 i fs tadunku, o=const

VAR a—
= s
ass ! 7 dS

&E-dﬁz &EdScos %

pow.bocz.

pow.bocz.

Powierzchnie podstawy

5£E dS = ES cos(0)+ ES cos(0)+  $E-dS = ES + ES +0=2ES

pow.bocz.
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go 2805 280




Przykiad wykorzystania prawa Gaussa do okreslenia

nat¢zenia pola na zewnatrz jednorodnie natadowanej sfery o
promieniu R 1 tadunku ¢g>0
§E-dS = ©

natadowana
sfera

S €

Za powierzchnie zamknigty przyymujemy
sfer¢ o promieniu >R o srodku lezgcym
w srodku sfery natadowane;

§E.d§ - §Eds — E§>ds — E4m?’
S S S

Pole pochodzace od sfery

okreslone na zewnatrz sfery jest
Na powierzchni sfery £ jednakowe  takie same jak pole wytworzone
t.adunek zawarty przez tadunek punktowy rowny
wewnatrz powierzchni g—_4 ladunkowi sfery umieszczony w

VNl i $rodku

zamknigte] m



Przyktad wykorzystania prawa Gaussa do wyznaczenia
nat¢zenia pola wewnatrz pustej rownomiernie naladowane;

ferv o promieniu R
Promien sfery obranejjako

powierzchni¢ zamknieta jest
mniejszy od promienia sfery
naladowanej r<R. Wewnatrz
powierzchni zamknigte) nie
znajduje si¢ zaden tadunek

Pole elektrostatyczne pochodzace od kuli ‘ E .
metalicznej jest takie samo jak pole pochodzace od < —
sfery naladowanej. W stanie rownowagi, w ktorym

tadunki pozostajag w spoczynku pole elektryczne E 4

wewnatrz kuli metalicznej zawsze znika, gdyz
inacze] powodowato by powstanie sity dziatajace;

na fadunkai 1 ich przemieszczenie. Caty tadunek
gromadzi si¢ na powierzchni kuli metaliczne;.




Natezenie pola w poblizu przewodnika

Natezenie pola wewnatrz przewodnika (metalu) musi by¢ rowne zeru, gdyz
inaczej prowadzitoby do ruchu tadunku w przewodniku. Z tego samego powodu
na powierzchni przewodnika (1 w punktach lezacych nieskonczenie blisko tej
powierzchni ) wektor natezenia pola jest prostopadly do tej powierzchni .

W stanie rownowagi tadunek elektryczny gromadzi si¢ na powierzchni przewodnika.
Najwigksza gestos¢ tadunku wystepuje na silnie zakrzywionych powierzchniach
przewodnika 1 wokot takich powierzchni nat¢zenie pola jest najwieksze.




Prawo Gaussa-Natezenie pola w poblizu przewodnika-
wyprowadzenie wzoru dla zainteresowanych

Za powierzchni¢ zamknieta Gausa wybileramy powierzchni¢ nieskonczenie krotkiego
walca o os1 symetrii prostopadte] do powierzchni przewodnika obeymujacego czesc tej
powierzchni

F.adunek zawarty wewnatrz powierzchni

— zamkniete) Gaussa
)

o- gestos¢ powierzchniowa tadunku

§ E - dS = ES cos(0)+ $E-dS  =ES+0=ES
S

pow.bocz.+pow.w  przewodniku



Whiosek ogolny — Wlasciwosci naladowanych przewodnikow:

Znikanie pola elektrostatycznego wewnatrz natadowanego przewodnika zachodzi dla
wszystkich przewodnikéw niezaleznie od ksztattu, czy obecnosci pustych przestrzeni
wewnatrz (wnek).

tadunek dostarczony przewodnikowi rozmieszcza sie tylko na jego zewnetrznej powierzchni.
tadunku tego nie ma na powierzchni wneki.




Michael Faraday — konstruktor klatki Faradaya (1836 r.)

,Wszedlem do skrzyni (pokrytej metalowq ostong) i mieszkatem
w niej. Uzywajgc zapalonych swiec, elektrometrow i innych
przyrzgdow sluzqcych do sprawdzania stanu naelektryzowania,
nie mogfem stwierdzic najmniejszeqo oddziafywania na
nie...,pomimo ze przez caty czas zewnetrzna powierzchnia skrzyni
byta potezinie naelektryzowana i wielkie iskry wyskakiwaly z

kazdej jej czesci”

Cytat z ,Badania doswiadczalne nad elektrycznoscig”
Philosophical Transactions 1838 r.




Prawo Gaussa-Natezenie pola na zewnatrz
jednorodnie natladowanej kuli o promieniu R 1
tadunku g (dla zainteresowanych

Za powierzchni¢ zamknigtg
przyjmujemy sfer¢ o promieniu >R
o srodku lezacym w srodku kuli

Pole pochodzace od kuli
okreslone na zewnatrz kuli jest
Na powierzchni sfery £ jednakowe takie same jak pole
t.adunek zawarty wytworzone przez tadunek
wewnatrz powierzchni gp-_4 punktowy rowny tadunkowi

. . 2 . . o o g
zamknictej (oI sZZal  Lkuli umieszczony w jej srodku




’rawo (Gaussa-Natezenie pola wewnatrz jednorodnie
naladowanej kuli o promieniu R

dla zainteresowanych) ,
Powierzchnia zamknigta w

ksztalcie stery
Promien sfery r jest mniejszy
od promienia kuli #<R




Prawo Gaussa-Nat¢zenie pola wokot nici o nieskonczonej dtugosci
statej gestosci lintowej tadunku A

Za powierzchni¢ zamknieta przyjmujemy _ B
powierzchnie walca o arbitralnie przyjete; dlugosci 1 Powlerzehpigg
os1 symetrii pokrywajacej si¢ z nicia.
Promien kota lezagcego w podstawie walca jest rowny
odlegtosci od nic1 w jakiej chcemy okresli¢ natezenie
pola. W praktyce gdy ni¢ ma skonczong dlugosc,
kota te muszg w takiej odlegtosci od koncoéw nici by
efekty brzegowe nie wplywaty na ksztatt linii sit pola

w obszarze walca.
Catkowity strumien pola jest sumg strumieni
przenikajacych przez podstawy walca 1 powierzchnig
boczng walca.

Gaussa

¢pow.podstaw. E-dS+ Sﬁpow.boczne.

Linie sit pola elektrycznego sg prostopadie do nici a zatem 1 styczne do powierzchni
kot lezacych w podstawach walca. Strumien pola przez te powierzchnie znika

pow.podstaw. pow.podtsaw.




Linie sit sa prostopadle w kazdym punkcie do Powierzchnia
powierzchni bocznej walca, przy czym wartos¢ Gaussa
natezenia pola w kazdym punkcie powierzchni jest
jednakowa (cho¢ w ogo6lnosci wektor nat¢zenia ma w
roznych punktach rozne kierunki). Dlatego

-

S = EdS cos(0) =

Sﬁpow.boczna ow.boczna

= EdS=E

pow.boczna pow.boczna

Catka w ostatnim wzorze jest rowna polu powierzchni
bocznej walca, dlatego ostatecznie

E - dS=E2nrl

$.E - dS

= épow.boczna

t.adunek zawarty wewnatrz walca jest rowny Q= Al

Z prawa Gausa wynika wigc 1z

s pmi=4sEg= 2

€0 €0 27TT€0

Wartos$¢ natezenia pola elektrycznego wokot nici jest odwrotnie proporcjonalna do odlegtosci
punktu w ktoérym jg mierzymy od nici.




Zasada superpozycji-Natezenie pola pochodzacego
od dwoch plaszczyzn natadowanych tadunkiem o
przeciwnym znaku (jednakowych co do modutu)




Potencjal pola elektrostatycznego

Potencjat -wielkos¢ skalarna sluzaca do opisu pola elektrostatycznego (pola
elektrycznego stalego w czasie wytworzonego przez spoczywajgce tadunki). Sita
wywolana przez takie pole jest zachowawcza.

Roznice potencjatow w punktach A 1 D pola elektrostatycznego mozna powigzac z
praca W, ., wykonang przez sit¢ wywolang przez pole elektryczne dziatajacg na
tadunek probny ¢, przy jego przemieszczaniu od punktu A do D (po dowolnym
torze). Site te mozna w kazdym punkcie toru powigza¢ z nat¢zeniem pola
elektrycznego SN co pozwala na przestawienie roznicy potencjatow jako
cafki krzywoliniowej z nat¢zenia pola wzdtuz toru ruchu tadunku prébnego.

B

-wektor okreslajgcy przemieszczenie fadunku wzdtuz odcinka toru

Mozna j3 okresli¢ dzielgc tor na nieskonczenie krotkie odcinki prostoliniowe 1
sumujac wktady do catki od kazdego odcinka rowne  [JEREeE




Potencjatl pola elektrostatycznego- zwigzek z pracy
sity pola elektrycznego

Praca przy przesuwaniu fadunku miedzy dwoma punktami nie zalezy od ksztattu toru,
ogdyz sita wywotana przez pole elektrostatyczne jest zachowawcza, a zatem mozna
ksztatt toru aczgcego punkty A 1 D wybra¢ dowolnie.

Praca takiej sity przy przesunieciu dowolnego tadunku g, od A do D jest rowna

Wag = —q1(Vg —Va) = q1 (V4 — V)

Jednostka potencjatu jest 1/ (wolt)

Jezeli przy przesuni¢ciu fadunku 1C pomiedzy dwoma punktami praca wykonana przez site
wywotang przez pole elektrostatyczne rowna jest 1J to roznica potencjatow pomiedzy tymi
dwoma punktami jest rowna 1V.




Potencjat pola elektrostatycznego wytworzonego
przez ladunek punktowy

r (rp) —odleglos¢ punktu
A(B) od migjsca potozenia
tadunku g

Catke ta mozemy policzy¢ w analogiczny sposob jak przy liczeniu pracy sity
grawitacyjnej (wyktad 4 slajd 31-32)

Zwykle zaktadamy 1z potencjatl jest rOwny zeru, w miejscu nieskonczenie odleglym od

zrodta pola. Przy tym zatozeniu przyjmujac m oraz m otrzymujemy

wzOr na potencjal V=V, w odleglosci r=r; od miejsca potozenia tadunku punktowego ¢

Powierzchnie

— stalego potencjatu
(ekwipotencjalne)
majg postac

W osrodku o przenikalnosci wspotsrodkowych

elektrycznej & sfer
drer

Widac iz V>0 gdy g>0 oraz V<0 gdy g<0. Potencjat w kazdym z punktow przestrzeni
zalezy tylko od odlegtosci tego punktu od miejsca w ktorym znajduje sie tadunek
punktowy q.




Pyt. Potencjal pola elektrycznego wytworzonego przez tadunek punktowy ¢ =0 w
odlegtosci r/=r od tego tadunku ma wartos¢ V. Jaka musiata by by¢ wartos¢ tadunku ¢>
aby potencjatl pola elektrycznego wytworzonego przez ten tadunek w odleglosci r>=2r
od niego byt takze rowny V?

a) g:=80

b) g=40

¢) g2=20

d) ¢=0
Zakladamy, 1z potencjal pola wytworzonego przez ladunek punktowy w punkcie
potozonym nieskonczenie daleko od tego tadunku jest rowny O.
Zaznaczy¢ 1 poprawna odpowiedz sposrod podanych powyzej.




Energia potencjalna uktadu zlozonego z punktéw materialnych
obdarzonych tadunkami g oraz ¢’ polozonych w odlegtosci » od

E S

Energia potencjalna jest dodatnia gdy znak obu tadunkow jest jednakowy 1 ujemna
gdy znak fadunkow przeciwny.

Energi¢ taka zyskuje uklad powyzszy w trakcie jego tworzenmia z poczatkowo
pozostajgcych w nieskonczonej odlegtosci od siebie tadunkow.

Energi¢ t3 mozna wyrazi¢ jako iloczyn potencjatu pola wytworzonego przez tadunek
jednego z punktow materialnych (np. obdarzonego tadunkiem ¢) 1 tadunku ¢’

drugiego punktu materialnego
_ '
L pot V(V )q

Viry=——4
dre, r




Zasada superpozycji dla potencjatu

Potencjal wytworzony przez kilka tadunkow punktowych jest
rowny sumie skalarnej potencjatow wytworzonych przez kazdy
tadunek z osobna.

A

Fy

Potencjatl w punkcie A
2

p ey, =D, 9

dre,r;,  4Ame,r,




Pole jednorodne - zwigzek natezenia z potencjalem

Zalozmy ze wektor natezenia pola jest skierowany wzdtuz osi1 Ox 1 natezenie pola jest
jednakowe we wszystkich punktach w przestrzeni. Powierzchnie statego potencjatu
(ekwipotencjalne) sg ptaszczyznami prostopadtymi do linii sit pola elektrycznego (osi
Ox). Praca sity pola elektrostatycznego przy przesuni¢ciu dodatniego tadunku
probnego pomi¢dzy punktami lezgcymi na powierzchniach ekwipotencjalnych A1 B o
X=X, 1 X=Xp odpowiednio od powierzchni ekwipotencjalnej A do B

W, 5 =F-AF =q,E-AF = q,E- AF, = q,|E|d cos() = —q, |E|d

Podczas przesuni¢cia tadunku o wektor
prostopadty do linii sit iola wykonywana praca jest

roOwna zeru gdyz

Potencjal wyznaczamy z doktadnoscig do state;.
AV
d

Zwrot wektora 3l w kierunku malejacego potencjatu
Natezenie pola mozemy mierzy¢ w V/m

-




Pyt. RozwazyC jednorodne pole elektryczne (o jednakowym natezeniu we wszystkich
punktach przestrzeni). Wiadomo, 1z napiecie migdzy punktami lezacymi na
powierzchniach ekwipotencjalnych tego pola potozonych w odleglosci d;=0.5m od
siebie byla rowna U;=4V. Jakie jest napiecie U miedzy punktami lezagcymi na
powierzchniach ekwipotencjalnych potozonych w odlegtosci d>=1m od siebie?

a) U,=8V
b) U=4V
c) U,=2V
d) U=1V
Zaznaczy¢ 1 poprawna odpowiedz sposrod podanych powyzej.




Pole niejednorodne-zwiazek natezenia z potencjatem

V=V(xv,z)

pochodne (czastkowe) po

Wektor natezenia pola w danym punkcie jest zaweze sktadowych wektora
prostopadly do powierzchni ekwipotencjalne; wodzacego okreslajacego
przechodzacej przez ten punkt 1 jest on skierowany w potozenie punktu w
kierunku w ktorym potencjat maleje. ktorym okreslamy pole
Wartos¢ natezenia jest rowna stosunkow1 roznicy (liczac pochodng po
potencjatow w dwoch punktach potozonych jednej zmiennej inne
nieskonczenie blisko siebie na prostej stycznej do traktujemy jak state)

wektora B do odleglosci tych

unktow od siebie
Vi<V, H

'y

Catka krzywoliniowa
A wzdhuz dowolne;j

krzywej taczacej punkt
AzB




Pyt. Natezenie pola elektrycznego w dowolnym jego punkcie

a) jest styczne do lini1 sit pola elektrycznego.

b) jest prostopadte do linii sit pola elektrycznego.

c) jest styczne do powierzchni ekwipotencjalnych grupujacych punkty o ty
samym potencjale.

d) jest prostopadle do powierzchni ekwipotencjalnych grupujacych punkty o
tym samym potencjale.

e) jest prostopadie do wektora sity dzialajacej na ujemny tadunek elektryczn
umieszczony w tym punkcie.

f) ma taki sam kierunek 1 zwrot co sita dzialajaca na ujemny tadunek

elektryczny umieszczony w tym punkcie.
Ktore z powyzszych stwierdzen sg prawdziwe?




Potencjat wewnatrz przewodnika

W obszarze w ktorym natgzenie
pola jest rowne zeru

( np. wewnatrz przewodnika przez
ktory nie ptynie prad ) potencjal
jest staty (jest taki sam w kazdym
punkcie) 1 rowny potencjatowi na
jego powierzchni

W przypadku kuli o promieniu R wykonanej z przewodnika,
w obszarze kuli natezenie pola elektrycznego jest rOwne zeru 1 a

potencjal w obszarze kul1 jest staty 1 rowny
dre,R

ogdzie g-tadunek elektryczny kuli gromadzacy si¢ w calosci na je;
powierzchni




Energia pola elektrycznego

Mozna pokazac 1z z dowolnym polem elektrycznym
mozna powigzacC energie.

Gestosc energii ( energie przypadajacg na jednostke
objetosci obszaru w ktore) wystepuje pole ) jest
wprost proporcjonalna do kwadratu nat¢zenia pola
elektrycznego

&) —przenikalnosc elektryczna prozni

&.—wzgledna przenikalnosc elektryczna osrodka (w prozni £.=1)




