
Elektrostatyka-część 2

Prawo Gaussa
Potencjał pola elektrycznego

Energia pola elektrycznego 



- powierzchniowa  gęstość ładunku

- liniowa   gęstość ładunku

- Objętościowa gęstość ładunku
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Pole jednorodne  Płaszczyzna naładowana ze stałą 
gęstością ładunku 

Linie (sił) pola elektrycznego
pochodzące od płaszczyzny
naładowanej ze stałą gęstością
ładunku styczne w każdym
punkcie do wektora natężenia
pola elektrycznego są
prostopadłe do tej płaszczyzny (z
dala od jej brzegów).
Natężenie pola jest jednakowe w
każdym punkcie leżącym po
dowolnej ze stron płaszczyzny.
Pole o takiej własności
nazywamy jednorodnym.
W próżni :
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Prawo Gaussa
Pozwala określić rozkład w przestrzeni natężenie pola elektrycznego 
pochodzącego od rozciągłych ciał   wytwarzających pole elektryczne 
charakteryzujących się wysoką symetrią w sposób prostszy niż przy 
pomocy zasady superpozycji

Stanowi jedno z podstawowych praw elektrodynamiki 





Interpretacja graficzna. Strumień wektora natężenia pola elektrycznego 
przez powierzchnię płaską o polu S , umieszczoną prostopadle do tej 
powierzchni , jest proporcjonalny do wartości natężenia pola E w obszarze 
tej powierzchni  oraz pola tej powierzchni S, całkowita liczba linii pola 
elektrycznego  przechodzącego przez tą powierzchnię jest więc 
proporcjonalna do iloczynu ES.





Pyt. Dla jakiej orientacji jednorodnego pola elektrycznego względem 
powierzchni strumień natężenia pola przenikający przez tą powierzchnie jest 
maksymalny?
Dla jakiej orientacji wektora natężenia pola elektrycznego strumień  ten jest 

równy zeru?
Zakładamy iż wartość natężenia pola w każdym z omawianych przypadków 
jest jednakowa. 



Jak policzyć strumień natężenia pola przez powierzchnie, która nie 
jest płaska i/lub natężenie pola jest różne w różnych punktach tej 
powierzchni? 
W celu policzenia strumienia należy całą powierzchnię S podzielić na 
elementarne (nieskończenie małe) powierzchnie płaskie , w obrębie 
których  można traktować natężenie pola      jako stałe i zsumować 
strumienie przechodzące przez te powierzchnie (czemu w ogólności 
odpowiada liczenie całki powierzchniowej).
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 jest kątem jaki wektor E tworzy z wektorem dS



Strumień pola elektrycznego przechodzący  przez powierzchnie zamkniętą otaczającą 
ładunek Q jest równy wartości tego ładunku podzielonemu przez przenikalność 
elektryczną próżni . 
W przypadku liczenia strumienia przez powierzchnię zamkniętą wektor           jest 
skierowany na zewnątrz tej powierzchni 

Prawo Gaussa (w próżni)
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Strumień pola 
elektrycznego przez 
powierzchnie 1 jest 
dodatni, przez 
powierzchnie 2 
ujemny , a przez 
powierzchnie 3 

równy zeru
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Powierzchnie podstawy 

Powierzchnie boczne

E


E


E
 E



Sd


Sd


Sd
Sd



0

Przykład wykorzystania prawa Gaussa do wyznaczenia 
natężenia pola od jednorodnie  naładowanej płaszczyzny

- gęstość powierzchniowa 
ładunku, =const
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Powierzchnia zamknięta Gaussa 
w kształcie walca o polu podstawy S
i osi symetrii prostopadłej do 
płaszczyzny
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Na powierzchni sfery E jednakowe 

0

Pole pochodzące od sfery 
określone na zewnątrz sfery jest 
takie same jak pole wytworzone 
przez ładunek punktowy równy 
ładunkowi sfery umieszczony w 
jej środku 

Przykład wykorzystania prawa Gaussa do określenia
natężenia pola na zewnątrz jednorodnie naładowanej sfery o 
promieniu R i ładunku q>0

Za powierzchnię zamkniętą przyjmujemy 
sferę o promieniu r>R o środku leżącym 
w środku sfery naładowanej
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Ładunek zawarty 
wewnątrz powierzchni 
zamkniętej qQ 

q>0- ładunek całkowity
sfery
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Przykład wykorzystania prawa Gaussa do wyznaczenia 
natężenia pola wewnątrz pustej równomiernie naładowanej 

sfery o promieniu R
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Pole elektrostatyczne pochodzące od kuli 
metalicznej jest takie samo jak pole pochodzące od 
sfery naładowanej. W stanie równowagi, w którym 
ładunki   pozostają w spoczynku pole elektryczne 
wewnątrz kuli metalicznej zawsze znika, gdyż 
inaczej  powodowało by powstanie siły działającej 
na ładunki i ich przemieszczenie. Cały ładunek 
gromadzi się na powierzchni kuli metalicznej.  

Promień  sfery  obranej jako 
powierzchnię zamkniętą  jest 
mniejszy  od promienia sfery 
naładowanej r<R. Wewnątrz 
powierzchni zamkniętej nie 
znajduje się żaden ładunek
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W stanie równowagi ładunek elektryczny gromadzi się na powierzchni przewodnika. 
Największa gęstość ładunku występuje na silnie zakrzywionych powierzchniach 
przewodnika i wokół takich powierzchni natężenie pola jest największe.
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Natężenie pola w pobliżu przewodnika
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Natężenie pola wewnątrz przewodnika (metalu) musi być równe zeru, gdyż 
inaczej prowadziłoby do ruchu ładunku  w przewodniku. Z tego samego powodu  
na  powierzchni przewodnika  ( i w punktach leżących  nieskończenie blisko tej 
powierzchni ) wektor natężenia pola jest prostopadły  do tej powierzchni . 



Prawo Gaussa-Natężenie pola w pobliżu przewodnika-
wyprowadzenie wzoru dla zainteresowanych
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- gęstość powierzchniowa ładunku 

Ładunek zawarty wewnątrz powierzchni 
zamkniętej Gaussa

Za powierzchnię  zamkniętą Gausa wybieramy powierzchnię nieskończenie  krótkiego  
walca o osi symetrii prostopadłej do powierzchni przewodnika  obejmującego część tej 
powierzchni 

00 



SQ

SdE 








q>0 r

E


E


Sd


Sd


R

24 rEdSEEdSSdE
SSS

 


2
04 r

q
E




Na powierzchni sfery E jednakowe 

0

Pole pochodzące od kuli 
określone na zewnątrz kuli jest 
takie same jak pole 
wytworzone przez ładunek 
punktowy równy ładunkowi 
kuli umieszczony w jej środku 

Prawo Gaussa-Natężenie pola na zewnątrz 
jednorodnie naładowanej kuli o promieniu R i 
ładunku q (dla zainteresowanych)

Za powierzchnię zamkniętą 
przyjmujemy sferę o promieniu r>R
o środku leżącym w środku kuli
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zamkniętej qQ 



q>0
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Prawo Gaussa-Natężenie pola wewnątrz jednorodnie 
naładowanej kuli o promieniu R 

( dla zainteresowanych)
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Powierzchnia zamknięta w 
kształcie sfery 
Promień  sfery   r jest mniejszy 
od promienia kuli r<R

objętość sfery  gęstość ładunku kuli  
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Prawo Gaussa-Natężenie pola wokół nici o nieskończonej długości 
stałej gęstości liniowej ładunku   

Za powierzchnię zamkniętą przyjmujemy 
powierzchnie walca o arbitralnie przyjętej długości i 
osi symetrii pokrywającej się z nicią. 
Promień koła leżącego w podstawie walca jest równy 
odległości od nici w jakiej chcemy określić natężenie 
pola. W praktyce  gdy nić ma skończoną długość, 
koła te muszą w takiej odległości od  końców nici by 
efekty brzegowe nie wpływały na kształt linii sił pola 
w obszarze walca. 
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Linie sił  pola elektrycznego są prostopadłe do nici a zatem i styczne do powierzchni 
kół leżących w podstawach walca. Strumień pola przez te powierzchnie znika 
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௣௢௪.௕௢௖௭௡௘.

Całkowity strumień pola jest sumą strumieni 
przenikających przez podstawy walca i powierzchnię 
boczną walca. 
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Linie sił  są prostopadle w każdym punkcie do 
powierzchni bocznej walca, przy czym wartość 
natężenia pola w każdym punkcie powierzchni jest 
jednakowa (choć w ogólności wektor natężenia ma w 
różnych punktach różne kierunki). Dlatego  
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Całka w ostatnim wzorze jest równa polu powierzchni 
bocznej walca, dlatego ostatecznie  
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Ładunek zawarty wewnątrz walca jest równy Q=𝜆𝑙

Z prawa Gausa wynika więc iż 

Wartość natężenia pola elektrycznego wokół nici jest odwrotnie proporcjonalna do odległości 
punktu  w którym ją mierzymy od nici. 

Powierzchnia   
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Zasada superpozycji-Natężenie pola pochodzącego 
od dwóch płaszczyzn naładowanych ładunkiem o 
przeciwnym znaku (jednakowych co do modułu) 
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Potencjał  pola elektrostatycznego  
Potencjał -wielkość skalarna służąca do opisu pola elektrostatycznego (pola
elektrycznego stałego w czasie wytworzonego przez spoczywające ładunki). Siła
wywołana przez takie pole jest zachowawcza.

Różnicę potencjałów w punktach A i D pola elektrostatycznego można powiązać z
pracą WAD wykonaną przez siłę wywołaną przez pole elektryczne działającą na
ładunek próbny qo przy jego przemieszczaniu od punktu A do D (po dowolnym
torze). Siłę te można w każdym punkcie toru powiązać z natężeniem pola
elektrycznego co pozwala na przestawienie różnicy potencjałów jako
całki krzywoliniowej z natężenia pola wzdłuż toru ruchu ładunku próbnego.

𝑉஽ − 𝑉஺ = −
𝑊஺→஽

𝑞଴
= −

∫ 𝐹⃗ ⋅ 𝑑𝑟
୻ ஺→஽

𝑞଴
= −

∫ 𝑞଴𝐸 ⋅ 𝑑𝑟
୻ ஺→஽

𝑞଴
= − න 𝐸 ⋅ 𝑑𝑟

୻ ஺→஽

EqF


0

Można ją określić dzieląc tor na nieskończenie krótkie odcinki prostoliniowe  i 
sumując wkłady do całki od każdego odcinka równe  𝐸 ⋅ 𝑑𝑟

𝑑𝑟 -wektor określający przemieszczenie ładunku wzdłuż odcinka toru
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Praca przy przesuwaniu ładunku między dwoma punktami nie zależy od kształtu toru,  
gdyż siła wywołana przez pole elektrostatyczne jest zachowawcza, a zatem można 
kształt toru łączącego punkty A i D wybrać dowolnie. 
Praca  takiej siły przy przesunięciu dowolnego ładunku q1 od A do D jest równa

Gdy VA=VB to  

Potencjał  pola elektrostatycznego- związek z pracą 
siły pola elektrycznego  

Jednostką potencjału jest 1V (wolt) CJV /

𝑊஺→஻ = −𝑞ଵ(𝑉஻ − 𝑉஺) = 𝑞ଵ(𝑉஺ − 𝑉஻)

𝑊஺→஻ = 0

Jeżeli przy przesunięciu ładunku 1C pomiędzy dwoma punktami praca wykonana przez siłę 
wywołaną przez pole elektrostatyczne  równa jest 1J to różnica potencjałów pomiędzy tymi  
dwoma punktami jest równa 1V. 



Zwykle zakładamy iż potencjał jest równy zeru, w miejscu nieskończenie odległym od
źródła pola. Przy tym założeniu przyjmując oraz otrzymujemy
wzór na potencjał V=VB w odległości r=rB od miejsca położenia ładunku punktowego q
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Potencjał pola elektrostatycznego wytworzonego 
przez  ładunek punktowy 
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Widać iż V>0 gdy q>0 oraz V<0 gdy q<0.  Potencjał w każdym z punktów przestrzeni 
zależy tylko od odległości tego punktu od  miejsca w którym znajduje się ładunek 
punktowy q.  

rA(rB) –odległość punktu 
A(B) od miejsca położenia 
ładunku q

Całkę ta możemy policzyć w analogiczny  sposób jak przy liczeniu pracy siły 
grawitacyjnej (wykład 4 slajd 31-32)



Pyt. Potencjał pola elektrycznego wytworzonego przez ładunek punktowy q1=Q w 
odległości r1=r od tego ładunku ma wartość V. Jaka musiała by być wartość ładunku q2

aby potencjał pola elektrycznego wytworzonego przez ten ładunek w odległości r2=2r
od niego był także równy V?  
 a) q2=8Q 
 b) q2=4Q 
      c) q2=2Q 
 d) q2=Q 
Zakładamy, iż potencjał pola wytworzonego przez ładunek punktowy w punkcie 
położonym nieskończenie daleko od tego ładunku jest równy 0. 
Zaznaczyć 1 poprawną odpowiedź spośród podanych powyżej. 



Energia potencjalna układu złożonego z punktów materialnych
obdarzonych ładunkami q oraz q’ położonych w odległości r od
siebie
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Energia potencjalna jest dodatnia gdy znak obu ładunków jest jednakowy i ujemna
gdy znak ładunków przeciwny.
Energię taką zyskuje układ powyższy w trakcie jego tworzenia z początkowo
pozostających w nieskończonej odległości od siebie ładunków.

Energię tą można wyrazić jako iloczyn potencjału pola wytworzonego przez ładunek
jednego z punktów materialnych (np. obdarzonego ładunkiem q) i ładunku q’
drugiego punktu materialnego
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Zasada superpozycji dla potencjału
Potencjał wytworzony przez kilka ładunków punktowych jest
równy sumie skalarnej potencjałów wytworzonych przez każdy
ładunek z osobna.
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Pole jednorodne - związek natężenia z potencjałem
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Załóżmy że wektor  natężenia pola jest skierowany wzdłuż osi Ox i natężenie pola jest 
jednakowe we wszystkich punktach w przestrzeni. Powierzchnie stałego potencjału 
(ekwipotencjalne) są płaszczyznami prostopadłymi do linii sił pola elektrycznego (osi 
Ox). Praca siły pola elektrostatycznego przy przesunięciu dodatniego ładunku 
próbnego pomiędzy punktami leżącymi na powierzchniach ekwipotencjalnych A i B o 
x=xA i x=xB odpowiednio od powierzchni ekwipotencjalnej A do B 

Potencjał wyznaczamy z dokładnością do stałej.

Podczas przesunięcia ładunku o wektor 
prostopadły do linii sił pola wykonywana praca jest 
równa zeru gdyż 
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Zwrot wektora       w kierunku malejącego potencjału 
Natężenie pola możemy mierzyć w V/m
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Pyt.  Rozważyć jednorodne pole elektryczne (o jednakowym natężeniu we wszystkich 
punktach przestrzeni). Wiadomo, iż napięcie między punktami leżącymi na 
powierzchniach ekwipotencjalnych tego pola położonych w odległości d1=0.5m od 
siebie była równa U1=4V. Jakie jest napięcie U2 między punktami leżącymi na 
powierzchniach ekwipotencjalnych położonych w odległości d2=1m od siebie? 
 a) U2=8V 
 b) U2=4V 
      c) U2=2V 
 d) U2=1V 
Zaznaczyć 1 poprawną odpowiedź spośród podanych powyżej. 



Wektor natężenia pola w danym punkcie jest zawsze 
prostopadły do powierzchni ekwipotencjalnej  
przechodzącej przez ten punkt i jest on skierowany w 
kierunku w którym  potencjał maleje. 
Wartość natężenia jest równa stosunkowi różnicy 
potencjałów w dwóch punktach  położonych 
nieskończenie blisko siebie na prostej stycznej do  
wektora      do odległości tych punktów od siebie  
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Pole niejednorodne-związek natężenia z potencjałem
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Całka  krzywoliniowa 
wzdłuż dowolnej 
krzywej łączącej punkt 
A z B 
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pochodne (cząstkowe) po 
składowych wektora 
wodzącego określającego 
położenie punktu w 
którym określamy pole 
(licząc pochodną po 
jednej zmiennej inne 
traktujemy jak stałe)
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Pyt. Natężenie pola elektrycznego w dowolnym jego punkcie     
 

a) jest styczne do linii sił pola elektrycznego. 
b) jest prostopadłe do linii sił pola elektrycznego. 
c) jest styczne do powierzchni ekwipotencjalnych grupujących punkty o tym 

samym potencjale.  
d) jest prostopadle do powierzchni ekwipotencjalnych grupujących punkty o 

tym samym potencjale.  
e) jest prostopadłe do wektora siły działającej na ujemny ładunek elektryczny 

umieszczony w tym punkcie.  
f) ma taki sam kierunek i zwrot co siła działająca na ujemny ładunek 

elektryczny umieszczony w tym punkcie.   
 Które z powyższych stwierdzeń są prawdziwe? 



W obszarze w którym natężenie 
pola jest równe zeru 
( np. wewnątrz przewodnika przez 
który nie płynie prąd ) potencjał 
jest stały (jest taki sam w każdym 
punkcie) i równy potencjałowi na 
jego powierzchni    

Potencjał wewnątrz przewodnika 

W przypadku kuli  o promieniu R wykonanej z przewodnika, 
w obszarze kuli  natężenie pola elektrycznego jest równe zeru i a  
potencjał w obszarze kuli  jest stały i równy  

gdzie q-ładunek elektryczny kuli gromadzący się w całości na jej 
powierzchni  
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Energia pola elektrycznego 

Można pokazać iż z  dowolnym polem elektrycznym 
można powiązać energię.
Gęstość energii ( energie przypadającą na jednostkę 
objętości obszaru w której występuje pole ) jest 
wprost proporcjonalna do kwadratu natężenia pola 
elektrycznego 

0 –przenikalność elektryczna próżni 

r –względna przenikalność elektryczna ośrodka ( w próżni r=1)
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