Kwantowy opis uktadu ztozonego z dwoch 1
wiece] jednakowych czgstek

*Funkcja stanu dla uktadu zlozonego z dwdch jednakowych czgstek
*Podziat czgstek na bozony 1 fermiony, zakaz Pauliego
*Wigzania chemiczne jonowe 1 kowalencyjne

Kwantowe rozklady statystyczne



Zagadnienie wiasne dla operatora Hamiltona dla dwoch
nieoddziatujgcych czastek

ﬁW(xlaxz):EW(xlaxz) ﬁ:ﬁl(xl)"'[:[z(xz)

X, 1 X, 0znaczajg zespot wspotrzednych przestrzennych oraz
zmiennych spinowych mg,, m., opisujgcych obie czgstki
(m, okresla rzut spinu czgstki na 0s OZ )

Mozna pokazac iz formalnie rozwigzanie zagadnienia
wtasnego mozna zapisac w postaci

Waﬂ(xlaxz):l//a(xl)wﬂ(x2) L=F, +Eﬁ

gdzie ﬁl%ﬂ (xl): Ly, (xl) ﬁz'ﬂﬂ(xz): EﬂWﬂ(xz)

a oraz ff oznacza zespot liczb kwantowych (w tym

zwigzanych z operatorem spinu) okreslajgcych stan 112
czastki odpowiednio



Symetria funkcji falowej ukladu zlozonego z 2 jednakowych czastek

Funkcja ¥, (xl » Xy ) =V, (x1 )W B (xz) nie moze jednak opisywac
dwodch jednakowych czgstek gdyz nie spetnia warunku ich
nierozroznialnosci. Okreslona za pomoca tej funkcji gestosc
prawdopodobienstwa jednoczesnego znalezienia jednej z czastek w
punkcie wyznaczonym przez x, oraz drugiej czastki w punkcie

wyznaczonym przez x, W o (x1 5 X5 )‘2 = ‘W o (Xl )‘2 ‘Wﬂ (x 2 )(2

w 0golnosci bedzie inna gdy dokonamy zamiany obu czastek x, © x,
W celu spetnienia warunku by v/, (x1 , x2 =V o5 x2 , q)
mozna funkcj e przyja¢ w dwoch postaciach

w6, %)= [wa o, 06) (e, ()

w6, x,) :E[% W) x) ey pea
w6, %,) =, (3 (%) edy  p-a



(%) (2[% o) w0 o)

Wl %)= [wa W) wx)] ey pea

ws(wz)wa()q)%(xz) ody f-a

t atwo mozna sprawdzic iz

wox) = x.x)  wln.x)=wln,x)

2 2
a zatem ‘WS(A)(xlﬂxz)‘ :‘WS(A)(’XZ?’XI)(

W stanach okreslonych powyzszymi funkcjami prawdopodobienstwo
otrzymania konkretnej wartosci w pomiarze dowolnej mierzalne;
wielkosci fizycznej nie zmienia si¢ przy zamianie czastek ze sobg.
Funkcjami antysymetrycznymi ¥ xzaxl) zmieniajgcymi znak
przy zamianie czastek opisujemy czastki zwane fermionami.

Funkcjami symetrycznymi W lX,, X, nie zmieniajgcymi znaku przy
zamianie czgstek opisujemy czgstki zwane bozonami.



Bozony i fermiony

Bozonami sg czgstki , dla ktorych liczba s okreslajgca
diugos¢ wektora spinu #ysts+D)  przyjmuje wartosci
catkowite tzn. s=0,1,2,3....

Sg one opisane funkcjg stanu symetryczng wzgledem
zamiany czgstek

Przyktadem bozonu jest foton, a takze jgdro ztozone z
parzystej liczby nukleonow

Fermionami sg czgstki , dla ktorych liczba s okreslajgca
dlugos$é wektora spinu "ss+D  przyjmuje wartosci
potowkowe tzn. s=1/2,3/2,5/2....

S3g one opisane funkcjg antysymetryczng wzgledem
zamiany czgstek

Fermionami sg m.in. elektron, proton i neutron , a takze
jadra ztozone z nieparzystej liczby nukleonow



Uzasadnienie i uogolnienie zakazu Pauliego

Dwa fermiony nie mogg znajdowac sie w tym samym
stanie kwantowym (opisanym tym samym zestawem liczb

kwantowych).
Warunek ten wynika z postaci funkcji antysymetrycznej

(%, x,) = [wa o, 06) (e, (5|

Funkcja ta znlka tozsamosciowo w przypadku gdy o=/ a
zatem nie jest mozliwe by dwa fermiony znajdowaty sie w tym

samym stanie kwantowym.
Dlatego w atomie nie mozemy miec¢ dwoch elektronow

znajdujgcych sie w tym samym stanie opisanym przez ten
sam zestaw liczb kwantowych.

Uogolniony zakaz Pauliego nie dotyczy bozonow, opisanych
funkcjami symetrycznymi, ktore mogg znalez¢ si¢ w tym samym
stanie kwantowym.



Podzial funkcji stanu na czesé zalezng od zmiennych

przestrzennych i spinowych.
Gdy operator Hamiltona nie zalezy jawnie od operatorOw zwigzanych ze spinem

(zaniedbujemy m.in. sprzezenie spinowo-orbitalne) to funkcje opisujaca stan
uktadu 2 fermionéw mozemy przedstawi€ jako 1loczyn funkcji zaleznej od
zmiennych przestrzennych 1 spinowych.

WA(x19x2):W(ﬁ?%);((mslﬂmﬁ)

W celu spetnienia warunku antysymetrycznosci funkcji stanu trzeba przyjac 1z
albo o
a)Funkcja W(iﬂ; 7, ) =y, (;7; 7, ) jest antysymetryczna wzgledem przestawienia

czastek czyli ¥ 4 (’72 S5 ) =Y. (’_”i ; ’72) a funkcja 4 (mypms) = a5 (mygom,)
jest symetryczna wzgledem przestawienia czastek ¥ (m52 , Mgy ) = Xs (msl 2 )
b)Funkcja F )= 7 7~ ) jest symetryczna wzgledem przestawienia
Ja  w\n,n)=y\n,r, ) Jest Symetty & 1P
czastek czyli (;72,7{): W (;7;, ;72) a funkcja 2mym,) =y, (mg,m,;)
jest antysymetryczna wzgledem przestawienia czastek X 4 (ms 25 Mg, ) =~ X4 (msl M, )

Posta¢ funkcji zaleznej od zmiennych przestrzennych ¥ (771 ’ 7'2) wynika z

rozwigzania odpowiedniego rownania Schrodingera z operatorem Hamiltona zaleznym
od zmiennvch przestrzennvch.



Stan singletowy i trypletowy

Gdy opisywanymi czgstkami sg fermiony o s,=s,=1/2 ( m,,=+1/2, m,,=+1/2)
(czyli np. elektrony) to wyrézniamy 3 funkcje zalezne od zmiennych spinowych
Zsémsl,ms ) spetniajgce warunek symetrycznosci oraz 1 funkcje
X\ mszz) spetniajgcg warunek antysymetrycznosci.

s1?

Elektrony opisane funkcjg . (my,m,) taka iz 7, (msz,msl)z — X (msl,msz)
znajduja sie w stanie singletowym przy czym wowczas funkcja falowa zalezna
od zmiennych przestrzennych opisujgca takie czgstki jest symetryczna
wzgledem zamiany wspotrzednych tych czastek  w (7,7 )=y (7,7 )

W takim stanie mowimy w uproszczeniu iz spinzy obu czgstek sg antyrownolegte
do siebie, a kwadrat spinu uktadu jest réwny 7°s(s+1)=0 (' s=s,-s,=0).

Elektrony opisane funkcja x2s(mg.m;) takaiz s (my.my) = 25(my,m, )
znajduja sie w stanie trypletowym przy czym funkcja falowa zalezna od
zmiennych przestrzennych opisujgca takie czgstki jest antysymetryczna
wzgledem zamiany wspotrzednych tych czastek w (7,7 )=y (7,7 )

W takim stanie mowimy w uproszczeniu iz spiny obu czgstek sg rownolegte do
siebie, a kwadrat spinu jest réwny #’s(s+1)=21" (s=s,+s,=1). Trzy funkcje
odpowiadajgce stanowi trypletowemu réznig sie rzutem spinu na os Oz, ktore
moze byC rowny _z 0. #



Funkcja falowa zalezna od zmiennych przestrzennych identycznych
czastek znajdujgcych sie w stanie trypletowym jest inna niz funkcja falowa
czgstek znajdujgcych sie w stanie singletowym, co powoduje to iz
prawdopodobienstwo znalezienia sie obok siebie 2 czgstek jest inne gdy
znajdujg sie one w stanie trypletowym niz w przypadku gdy znajdujg sie
one w stanie singletowym.

Mozna pokazaC (dodatek 1) iz w stanie trypletowym czgstki unikajg
przebywania w odlegtosci bliskiej siebie, zas w stanie singletowym czgstKki
preferujg pozostawanie w bliskiej odlegtosci od siebie. Oddziatywanie
prowadzace do opisywanych efektow zalezne od wzglednego ustawienia

spindw obu czgstek nazywamy oddziatywaniem wymiennym.

Gdy od ustawienia wzgledem siebie obu czastek zalezy energia
potencjalna oddziatywania czastek ze sobg lub z innymi obiektami to
energia uktadu moze zalezeC od tego czy uktad znajduje si¢ w stanie
trypletowym czy singletowym



Oddziatywanie wymienne-zaleznos¢ energii uktadu od konfiguracji
SpINOWE]

1) Oddziatywanie wymienne w uktadzie ztozonym z dwoéch identycznych fermionow
obdarzonych fadunkiem elektrycznym (np. elektronéw) oddziatujgcych ze sobg
elektrostatycznie powoduje uzaleznienie energii uktadu od ustawienia spinow obu
fermiondw nawet wowczas gdy operator Hamiltona nie zalezy od operatorow
spinowych. W szczegolnosci np. z tego iz w stanie trypletowym fermiony znajdujg
sie w dalszej odlegtosci od siebie niz w stanie singletowym wynika iz dodatnia
srednia energia ich wzajemnego oddziatywania elektrostatycznego jest wieksza w
stanie singletowym niz trypletowym, dlatego energia uktadu w stanie trypletowym
jest nizsza niz w stanie singletowym. Dlatego dwa elektrony unikajg zajmowania
standbw w ktorych ich spiny sg antyrownolegte do siebie (gdy nie ma innych
zewnetrznych czynnikow, ktore energetycznie preferujg taki stan) .

2) Regute Hunda (zapetniania kolejnych stanow w atomach wieloelektronowych)
Zwigzang z ustawieniem wzgledem siebie spinow elektronow mozna wyjasnic
istnieniem oddziatywan wymiennych prowadzgcych do wystgpienia roznicy energii
standw o innym ustawieniu spinow i dgzeniem uktadu do zajmowania stanu o
najnizszej enerqii.

3) Oddziatywanie wymienne jest odpowiedzialne za powstawanie wigzan w przypadku
znacznej ilosci czgsteczek, z tym ze istnienie oddziatywan elektrostatycznych
pomiedzy elektronami i jgdrami moze prowadzic¢ do tego iz elektrony tworzgce
wigzanie znajdujg sie w stanie singletowym a nie trypletowym, gdyz energia stanu
singletowego jest nizsza niz trypletowego (sytuacja taka wystepuje w czgsteczce
wodoru).



Czasteczki, ciecze, ciata stale, krysztaty

Czasteczki mogg powsta¢ w wyniku potgczenia atomow wowczas gdy energia
powstatego uktadu jest nizsza od energii izolowanych atomow.

Oddziatywania pomiedzy atomami i czgsteczkami mogg prowadzi¢ takze do
powstania uktadu ztozonego z bardzo wielu atomow: cieczy i ciat statych.
Uporzadkowanie atomow czy tez czgsteczek powstaje przy tym zawsze tylko
wowczas gdy zmniejszenie energii ukladu zwigzane 2z powstaniem
uporzgdkowania atomow czy czgsteczek bedzie odpowiednio duze w stosunku
do sredniej energii zwigzanej z ruchem postepowym, rotacyjnym i oscylacyjnym
atomow (czgsteczek) rosngcej ze wzrostem temperatury ukfadu.

W cieczach oddziatywania miedzy atomami i1 czgsteczkami prowadzg do
tworzenia nietrwatych stale zmieniajgcych sie wigzan miedzy czgsteczkami lub
atomami. Ciecz charakteryzuje sie matg w stosunku do gazéw scisliwoscig oraz
brakiem wystepowania sprezystosci postaci wystepujacej w ciatach statych.

W ciatach statych wigzania miedzy atomami sg trwalsze i uktad charakteryzuje
sie sprezystoscig postaci.

Gdy atomy w ciele statym sg regularnie rozmieszczone w przestrzeni to tworzg
one krysztat, w innym przypadku gdy uporzgdkowanie dotyczy tylko najblizszych
sgsiadow (jak w przypadku cieczy) mamy do czynienia z ciatem
bezpostaciowym (np. sadza).

Zwykle ciata state maja postacC polikrystaliczng | sktadajg sie z bardzo wielu
matych przypadkowo utozonych wzgledem siebie krysztatow



Wybrane typy oddzialywan pomiedzy atomami i
czasteczkami prowadzacych do powstania czasteczek i
ciat statych



Wiazanie jonowe- silne oddziatywanie wystepuje gidwnie pomigdzy atomami z
pierwsze] grupy uktadu okresowego (atomy o matej energii jonizacji zawierajace 1
clektron na ostatniej powloce np. Na) 1 przedostatniey VII (atomy o duzym
powinowactwie elektronowym, ktorym do zapelnienia powtoki brakuje 1 elektronu

np. Cl). Jest ono odpowiedzialne np. za powstanie czagsteczek 1 krysztatlow soli
kuchennej NaCl.

Powstaniu wigzania towarzyszy odtgczenie elektronu od jednego atomu 1 przylgczenie
do drugiego atomu

Powstajagce w ten sposob dwa jony o przeciwnych ladunkach nawzajem si¢
przyciggaja tak 1z przy pewnej odlegtosci miedzy nimi ujemna energia oddziatywania
elektrostatycznego staje si¢ na tyle duza 1z powstanie czasteczki jest energetycznie
korzystne. Zbyt duze zmniejszanie odlegtosci miedzy atomami nie jest korzystne z
uwagli na m.in. na zakaz Pauliego wymuszajgcy zajmowanie przez elektrony
wyzszych standw energetycznych 1 wzrost oddziatywania odpychajacego niezbyt
dobrze ekranowanych przez elektrony jader

Kat miedzy sgsiednimi wigzaniami moze by¢ dowolny.
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Wigzanie kowalencyjne — jedno z najsilniejszych wigzan. Za jego powstanie
odpowiada oddziatywanie wymienne. W jego tworzeniu biorg udziat dwa
elektrony walencyjne o przeciwnie ustawionych wzgledem siebie spinach
(bedgce w stanie singletowym) pochodzgce z obu atomow wigzgcych sie w
czgsteczke.

Prowadzi np. do powstania czgsteczki wodoru H, o energii wigzania rzedu 4,5 eV.
W stanie singletowym (o nizszej energii Eg,), w H, energia atomow ulega
obnizeniu przy zblizaniu ich do siebie do pewnej odlegtosci miedzy atomami r,g
rownej okoto 0,07 nm odpowiadajgcej odlegtosci miedzy atomami w czasteczce

dla ktorej osigga ona minimum. Dalsze zmniejszanie odlegtosci prowadzi do
wzrostu energii.

W stanie trypletowym (o wyzszej energii E;,,) w ktdérym spiny obu elektrondéw sg
ustawione rownolegle do siebie, energia atomow ulega podwyzszeniu przy
zblizaniu ich do siebie i minimum energii nie wystepuje. Zeby czastka mogta
powstacC stan ten nie moze byC obsadzony przez elektrony.

e=vi




Stan singletowy o energii E,,, w czgsteczce wodoru jest tzw. stanem wigzgcym.
Stan trypletowy o energii E,,,, w czasteczce wodoru jest tzw. stanem antywigzgcym.
Gestos¢ prawdopodobienstwa znalezienia elektronow pomiedzy jgdrami jest
wieksza w stanie wigzacym (a) niz antywigzacym (b) . W tym potozeniu elektrony
doznajg silnego oddziatywania przyciggajgcego od obydwu jgder co prowadzi do
obnizenia energii uktadu pomimo wzrostu energii zwigzanej z ich elektrostatycznym
odpychaniem.

(a) (b)

W przypadku wodoru wszystkie elektrony walencyjne obu atomow mogg znalezcC
sie w stanie wigzgcym o nizszej energii w zwigzku z czym utworzenie czgsteczki
jest energetycznie korzystne. W przypadku helu pozostate 2 z 4 elektrondw muszg
zajgC miejsce w stanie antywigzgcym o wyzszej energii na skutek czego
sumarycznie energia czgsteczki helu nie bytaby nizsza od energii 2 atomow helu i
tworzenie wigzania kowalencyjnego miedzy atomami helu nie zachodzi



Cechy wigzania kowalencyjnego

1)

2)

Liczba wigzan jakie morze utworzy¢ atom z innymi atomami jest w
zasadzie rowna roznicy ilosci elektrondow walencyjnych w atomie o
przeciwnych orientacjach rzutu spinu na wyrdzniong os

Niekiedy korzystna energetycznie jest zmiana konfiguracji atomu jezeli
zmiana ta pozwala na utworzenie wigzania np. konfiguracjg podstawowg
atomu wegla jest (1s)%(2s)?(2p)?

W tworzeniu wigzania przy powyzszej konfiguracji mogg uczestniczy¢ tylko
dwa elektrony z podpowtoki p o jednakowym rzucie spinu na os Oz, gdyz
na podpowloce s mamy pare elektronow o przeciwnych spinach.
Tymczasem w celu utworzenia wigzania nastepuje przejscie jednego
elektronu z podpowitoki s na p. Wowczas wszystkie elektrony walencyjne
majg jednakowy rzut spinu na os Oz i mogg tworzy¢ wigzania. Tworzgc
wigzanie znajdujg sie one na tak zwanych orbitalach zhybrydyzowanych
sp3® bedgcych kombinacjami liniowymi trzech orbitali typu p i orbitala typu
S

3) W przypadku gdy w tworzeniu wigzania biorg udziat elektrony o w stanach

o 0 wigzanie te charakteryzujg sie kierunkowoscig ze wzgledu na brak
symetrii sferycznej funkcji falowej. Sgsiednie wigzania tworzg ze sobg
scisle okreslone katy.

4) W czystej postaci wigzanie kowalencyjne wystepuje miedzy atomami

jednakowych pierwiastkow, w innych przypadkach ma czesciowo charakter
jonowy.



Elementy fizyki statystycznej

Fizyka statystyczna zaymuje si¢ badaniem uktadow ztozonych z
bardzo wielu obiektow (czastek). Przy pomocy metod fizyki
statystyczne] mozna uzyska¢ mformacje o srednich wartosciach
mikroskopowych wielkosci fizycznych (takich jak potozenie,
ped, energia  kinetyczna) charakteryzujacych stan
poszczegoOlnych czastek, 1 wuzalezni¢ od nich  wielkosci
makroskopowe charakteryzujgce stan catego uktadu takie jak
np. jego energia wewnetrzna, cisnienie, temperatura.

Praktyczny pomiar wielkosci mikroskopowych dla wszystkich
czastek nie jest mozliwy z uwagi m.in. na  ogromng 1loS¢
czastek wchodzacych w sktad ukladu. Mechanika kwantowa
narzucona dodatkowe ograniczenia na pomiar mikroskopowych
wielkosc1 fizycznych na skutek zasady nieoznaczonosci.



Podstawowe pojecia fizyki statystyczne;

Stan mikroskopowy (mikrostan) —stan uktadu opisany poprzez podanie
maksymalnej informacji o stanie w jakim znajduje si¢ kazda z czgstek
uktadu.

W fizyce klasycznej do jego scharakteryzowania niezbedne jest
podanie mnformacji o polozeniach 1 pedach wszystkich czastek uktadu.
W mechanice kwantowej okresla si¢ go poprzez podanie wartosci
wiasnych wszystkich komutujgcych ze sobg operatorOw wielkosci
fizycznych (ktore mozna jednoczesnie zmierzyC), przy pomocy
ktorych mozna opisa¢ stan w jakim znajdujg si¢ czastki. Dla czastek
swobodnych nieoddziatujacych ze sobg moga to byC¢ skladowe
wektora pedu oraz rzut spinu na os$ Oz.

Stan makroskopowy (makrostan)— stan ukladu okreslony poprzez
podanie  wartosci  wszystkich  parametrow  makroskopowych
charakteryzujgcych stan uktadu. Jednemu stanowi makroskopowemu
moze odpowiadac wiele stanéw mikroskopowych.



Pomiar wielkosci makroskopowych

W pomiarze wielkosci makroskopowej X mierzymy zawsze
wielkosci usrednione po pewnym przedziale czasu T, przy czym
czas 1 jest na tyle dtugi ze wynik w stanie stacjonarnym w
zasadzie nie zalezy od tego czasu

(X)= %iX(Q(t))dt

W fizyce statystycznej zaktada si¢ ze srednig po czasie mozna
zastgpi€ przez srednig po mozliwych stanach mikroskopowych Q
w jakich moze znajdowac si¢ uktad.

Xx)=2 P)x(0)
Q

P(Q) - prawdopodobienstwo tego 1z uktad znajduje si¢ w stanie
mikroskopowym QO
X(Q) —warto$¢ zmiennej] X w O-tym stanie mikroskopowym

Wielkosci P(Q) sa okreslone przez rozklady statystyczne opisujace
zb10r obiektow (czgstek) wchodzacych w sktad uktadu



Rozktad kanoniczny

Opisyje uktady o statej liczbie rozroznialnych czgstek mogace wymieniad
energie z otoczeniem (rozklad klasyczny).
Prawdopodobienstwo znalezienia uktadu w stanach mikroskopowych rdéznigcych
si¢ energig nie jest jednakowe. Prawdopodobienstwo 1z uktad znajdzie si¢ w
konkretnym stanie mikroskopowym Q o energii E(Q)= ¢ jest opisane
rozktadem Boltzmanna 1 wynosi

—& ) p=—

k,T

__owp) 3t B K
—E -BEWQ) 7 7
S (Q)j 2 exl )

exp

P(O(E = ¢)) = const exp(k g]

-stala Boltzmanna

k, T
Uwaga: Istnieje mozliwosc 1z te] same] energil bedzie odpowiadac kilka réznych stanéw
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mikroskopowych.
Tym Samym wzorem mozna opisaé haxewelHSotzmann distribution function
takze prawdopodobienstwo tego § L | ) fE) = — ’ ~
iz czastka wchodzaca w sklad uktadu  [ERESEERS
zlozonego z bezposrednio nie
nieoddziatujacych czastek bedzie
znajdowac si¢ w stanie Q o energil & przy
czym E(Q) bedzie oznaczac energie tej
czastki gdy uktad znajduje si¢ w stanie Q.

Liczba czastek w stanie O jest proporcjonalna do tego prawdopodoblenstwa




Rozklad Fermiego-Diraca

Stuzy do opisu uktadow ztozonych z nierozroznialnych jednakowych fermionow
(rozklad kwantowy), dla ktorych liczba s opisujaca kwadrat spinu przyjmuje
wielkosci bedace nieparzystymi wielokrotnosciami liczby 2, mogacych wymienia¢
energie¢ z otoczeniem .

Srednia ilo$¢ fermiondw znajdujacych sie w i-tym stanie kwantowym o energii &,
jest rowna

1 ozn. 1
Ny = (&—1) = Jrp (8): (e-4) (*)
e 41 e Mt 41

Wielkos¢ tg mozna traktowac jako funkcje fr5(€) energii czgstki € = £1nazywac
funkcja rozktadu Fermiego-Diraca. Wartos¢ potencjatu chemicznego 4 mozna
okresli¢ z warunku 1z suma srednich 1losci fermionow we wszystkich stanach
kwantowych musi by¢ rowna liczbie fermionéw N w uktadzie

N=ZN1' :Zexp((%—ﬂ)}l

B

gi
Energi¢ uktadu mozna okreslic jako U= ZN i€ = Z (s,—11)
l e +1
Uwaga: Istnieje mozliwosc¢ 1z tej samej energii bedzie odpowiadac kilka réznych
stanOw kwantowych. I10S¢ czgstek okreslona wzorem (*) opisuje kazdy z tych
stanow oddzielnie.




1

fFD(g):
exp(gk_’u}rl

B
Z uwagi na fakt 1z N; moze przybiera¢ wartosci z zakresu (0,1) mozna traktowac

wielkos¢ okreslong powyzej jako prawdopodobienstwo obsadzenia stanu
kwantowego o energii & przez fermion .

Prawdopodobienstwo wystgpienia stanu mikroskopowego okreslonego poprzez
specyfikacje podzialu fermionow pomiedzy rozne stany kwantowe mozna

uzalezni¢ od prawdopodobienstw wyrazonych powyzszym wzorem.
W temperaturze 7=0K wszystkie

0_; F\\; *\\ stany kwantowe o energiach
08 | \\ \ mniejszych od 1 sg obsadzone N,
07 | \\ =1, a stany o energiach wiekszych
06 | \ od u sg puste N, =0.
fople) 05 | W temperaturach wyzszych
0.4 rozktad Fermiego-Diraca ulega
0.3 T L1 K rozmyciu, a wartos¢ potencjatu
0.2 7 \a0o chemicznego u okreslanego w
010 Moo T~ przypadku gazu elektronowego
0 L L P —— N e S8

mianem energii Fermiego zwykle
nieznacznie obniza si¢

& — H (eV) Zawsze fm(gzﬂ):é

-04 -03 -02 -01 0 0.1 0.2 0.3 0.4



. Rozktad Bosego-Einsteina
Stuzy do opisu uktadow ztozonych z nierozroznialnych czgstek kwantowych

bozondw, dla ktorych liczba s opisujgca kwadrat spinu przyjmuie wartosci bedace

liczbami naturalnymi (1gcznie z zerem) . N.(e)
Srednia 1lo$¢ bozonow w i-tym stanie kwantowym o
energii & jest rowna
1 ozn. 1
Ni(gi): o :fB(g): o
exp it exp -1 |
k,T k,T (*) | =
0 K, T

Liczba ta moze by¢ dowolnie duza. Zakladamy przy tym 1z energia czgstki nie moze
by¢ mniejsza od potencjatu chemicznego( aby nie N, nie byto ujemne).
Wartos¢ potencjatu chemicznego 14 mozna okresli¢c w zasadzie z warunku 1z suma
srednich 1losc1 bozonow we wszystkich stanach kwantowych musi by¢ rowna liczbie
bozondow N w ukladzie N=) N, =), 1

-l exp(%—uj _

W uktadzie o nieustalonej liczbie bozondw przyjmuje si¢ 1z 1=0 .

E.

1

Energie uktadu mozna okre$li¢ jako U= N =2 gg .

Coexpl —— |-1
Uwaga: Istnieje mozliwo$¢ iz tej samej energii bedzie odpowiada¢ kilka roznych
stanow mikroskopowych. Ilo$¢ czgstek okreslona wzorem (*) opisuje kazdy z tych
stanow oddzielnie.



1,0 |

0,5 |

Rozklad Bosego-Einsteina
/ g

PR Rozktad Boltzmanna -

I e Rozklad Fermiego-Diraca




Porownanie rozktadow kwantowych 1 klasycznych

Rozklaleermiego—Diraca Rozktad Boseglo—Einsteina
fFD(g): fB(g):
E— U E—H
exp +1 exp( j -1
k, B
(o=u) ks> N 1 o e-u) H __E __¢
e e A
Pk

W przypadku kiedy zachodzi & — u >> k,T to rozktady Bosego-Einsteina oraz Fermiego-
Diraca dazg do rozktadu wynikajacego z klasycznego rozktadu Boltzmanna.
Prawdopodobienstwo obsadzenia stanow o tak wysokich energiach jest nieduze 1 dlatego
niezmiernie mate jest prawdopodobienstwo ich obsadzenia przez dwie czastki, kiedy zaczynajg
silnie ingerowac efekty zwigzane z obsadzaniem tego samego stanu przez czastki kwantowe.
Warunek & — p >> k,T moze by¢ spetniony dla elektrondéw (fermiondéw) znajdujacych sie w
stanach o energiach znacznie wyzszych od energii Fermiego. W metalach obsadzanie stanow
dla ktorych e— >>k,T efektywnie moglo by by¢ istotne jedynie w wysokich temperaturach
spelniajacych warunek g < k, T .W przypadku metali temperatury dla ktorych 4 <kpT g
na tyle wysokie 1z w tych temperaturach nie mogly by metale istnie¢ w fazie stalej, a zatem do
opisu elektronow w metalu w catym zakresie energii trzeba wykorzystywac rozktad Fermiego-
Diraca. Obsadzenie stanow dla ktorych & — u >> k,T praktycznie jest istotne tylko w
potprzewodnikach, w ktorych elektrony nie mogg obsadzac standw o energiach bliskich energii
Fermiego, gdyz lezy ona w przerwie energetycznej, a zatem nie wystepujg stany o energiach
bliskich energii Fermiego dostepne dla elektronow.



Przyktadowe pytania testowe

1) Ktore z ponizszych stwierdzen sg stwierdzeniami prawdziwymi?
a) Kwadrat spinu czastki bedacej fermionem dany jest wzorem #*ss+1) , przy czym liczba
s moze przyjmowac tylko wartos¢ zalezng od rodzaju czastki bedaca liczbg catkowita
nieuyjemng s=0,1,2,3,.....
b) Kwadrat spinu czastki bedacej fermionem dany jest wzorem #3s(s+1) , przy czym liczba
s moze przyjmowac tylko wartos¢ zalezng od rodzaju czastki bedaca liczba
135

potowkowa dodatnig s = 355

c¢) Rzut spinu czastki bedacej fermionem na o§ Oz jest zawsze rowny % :

d) Elektron jest czastka bedaca fermionem.
Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia.
2) Ktore z ponizszych stwierdzen sg stwierdzeniami prawdziwymi?

a) Funkcja stanu opisujaca uktad ztozony z dwoch jednakowych fermionow zalezna od
zmiennych przestrzennych i spinowych obu czastek zmienia znak przy zamianie tych
czastek ze sobg.

b) Funkcja stanu opisujaca uktad ztozony z dwodch jednakowych fermiondéw zalezna od
zmiennych przestrzennych 1 spinowych obu czgstek nie zmienia si¢ przy zamianie tych
czastek ze sobg.

c) Funkcje stanu opisujaca uktad ztozony z dwoch jednakowych nieoddzialujgcych ze
sobg fermionOw mozna zawsze przedstawi¢ jako iloczyn funkcji opisujacych
oddzielnie kazdy z fermionow.

d) Dwa fermiony nie mogg znajdowac si¢ w tym samym stanie kwantowym (opisanym
jednakowg funkcjg stanu zalezng od zmiennych przestrzennych 1 spinowych).

Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia.



3) Ktore z ponizszych stwierdzen sg stwierdzeniami prawdziwymi?

a) Kwadrat spinu czastki bedacej bozonem dany jest wzorem #’s(s+1), przy czym liczba s
moze przyjmowac tylko wartos¢ zalezng od rodzaju czastki bedaca liczbg catkowita
nieujemnyg s=0,1,2,3,.....

b) Kwadrat spinu czastki bedacej bozonem dany jest wzorem %°s(s +1), przy czym liczba
s moze przyjmowac tylko warto$s¢ zalezng od rodzaju czastki bedaca liczba
potowkowa dodatnig s - %%E

c) W wyniku pomiaru rzutu spinu bozonu na 0§ Oz mozna otrzymac¢ wartos¢ rowng 0 .

d) Elektron jest czastkg bedaca bozonem.

Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia.

4) Ktore z ponizszych stwierdzen sg stwierdzeniami prawdziwymi?

a) Funkcja stanu opisujgca uktad ztozony z dwoch jednakowych bozonow zalezna od
zmiennych przestrzennych i spinowych obu czastek zmienia znak przy zamianie tych
czastek ze sobg.

b) Funkcja stanu opisujgca uktad ztozony z dwoch jednakowych bozonéw zalezna od
zmiennych przestrzennych i spinowych obu czgstek nie zmienia si¢ przy zamianie tych
czastek ze sobg.

c) Funkcje stanu opisujgca uktad ztozony z dwoch jednakowych nieoddziatujacych ze
sobg bozondéw znajdujacych si¢ w roéznych stanach kwantowych mozna zawsze
przedstawi¢ jako iloczyn funkcji opisujacych oddzielnie kazdy z bozonow.

d) Dwa bozony mogg znajdowac si¢ w tym samym stanie kwantowym (opisanym
jednakowg funkcjg stanu zalezng od zmiennych przestrzennych i spinowych)

Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia.



5) Rozwazamy ukiad zlozony z dwoch jednakowych fermionow, ktore
traktujemy jako czastki nierozroznialne. Operator Hamiltona opisujacy uktad
rOwny jest sumie operatorOw Hamiltona wprowadzonych dla kazdego z
fermionow H=H,(x)+H,(x,), a uktad znajduje sic w stanie wlasnym pelnego

operatora Hamiltona H . Znane sa funkcje wlasne ¥,(x,) oraz ¥,(x,) operatorow

A/(x) oraz H,(x,) zalezne od wspdtrzednych przestrzennych i spinowych
odpowiednich  fermiondow  spetlniajace  odpowiednie rdéwnania  wlasne
H (W, () =E,¥,(x)  H,(x)¥,0x6)=E,¥,(x) (i=1,2; o+ p)
Ktore z ponizszych stwierdzen sa stwierdzeniami prawdziwymi. Zaznaczy¢
wszystkie poprawne stwierdzenia

a) czastki te podlegajg zakazowi Pauliego

b) funkcje stanu (falowag) opisujgca uklad mozna zapisaC w postaci

¥ )= [ () )= 9, (1), ()]

c) funkcje stanu (falowag) opisujgca uklad mozna zapisa¢ w postaci
W)= [ (09, () (), ()

d) funkcje stanu (falowg) opisujaca uklad mozna zapisaé w postaci
LP(xl > Xy ) =Y, (xl )\Pﬂ (xz)



6) Jakie wigzanie (oddzialywanie) miedzy atomami wodoru warunkuje powstanie
czasteczki wodoru?

a) wigzanie kowalencyjne

b) wigzanie jonowe

c) wigzanie metaliczne

d) oddziatywanie van der Waalsa

7) Jakie wigzanie (oddziatywanie) warunkuje powstanie czasteczki NaCl?
a) wigzanie kowalencyjne
b) wigzanie jonowe
c) wigzanie metaliczne
d) oddzialywanie van der Waalsa

8) Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia sposrdéd podanych ponizej dotyczacych
wigzania kowalencyjnego w czasteczce wodoru

a) Elektrony tworzace wigzanie znajdujg si¢ w stanie singletowym.

b) Elektrony tworzace wigzanie znajduja si¢ w stanie trypletowym.

c) W stanie singletowym wystepuje wigksze prawdopodobienstwo znalezienia
elektronow pomig¢dzy jadrami atomdéw wodoru niz w stanie trypletowym

d) Elektrony tworzace wigzanie majg spiny ustawione rownolegle do siebie



9a) Ktory z ponizszych wzorow wyraza rozktad statystyczny, ktéry mozna wykorzysta¢ do
opisu statystycznych wtasnosci uktadu ztozonego z jednakowych fermionow

1 1 1

f )= = =~ = — €
1) ( ) (‘9—#} 2) f(g) [E_ﬂj 3) f(E) [5_ﬂj 4) f(g) Aexp( P TJ

exp +1 exp. -1 exp B

k,T k,T kT
Zaznaczy¢ poprawny wzor sposrod podanych powyze;.

9b) Ponizszy wykres, w ktorym u oznacza potencjat chemiczny, jest wykresem funkcji okreslajacej zaleznos¢
sredniej liczby czgstek znajdujacych si¢ w stanie kwantowym o energii € w temperaturze 7=0K od energii

tego stanu.

Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia sposrod podanych ponize;j.
a) Wykres ten wyraza rozktad Fermiego-Diraca w temperaturze 7=0K.
b) Wykres ten wyraza rozklad Bosego-Einsteina w temperaturze 7=0K.
c) Wykres ten wyraza rozktad Boltzmanna w temperaturze 7=0K.
d) Jest to wykres funkcji opisujacej w T=0K rozktad stluzacy do opisu czgstek kwantowych bedacych
fermionami.
e) Jest to wykres funkcji opisujace; w T=0K rozklad stluzacy do opisu czagstek kwantowych bedacych
bozonami.
9¢) Ktore z ponizszych stwierdzen sg stwierdzeniami prawdziwymi?
a) Nie mozna znalez¢ fermionow w stanie kwantowym o energii € > ¢ w temperaturze T=0K.
b) Nie mozna znalez¢ bozonoéw w stanie kwantowym o energii € > # w temperaturze T=0K.
c) W danym stanie kwantowym mozna znalez¢ najwyzej 1 fermion.
d) Prawdopodobienstwo znalezienia fermionu w dowolnym stanie kwantowym o energii s<u W
temperaturze wyzszej od OK np. 7=300K (7>0K) jest rowne 1.
Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia sposrod podanych powyze;.



Dodatkowe zagadnienia
(dla zainteresowanych)



Dodatek 1 Oddziatywania wymienne



Gdy operator Hamiltona (nie zalezny od operatorow zwigzanych ze spinem)
mozna przedstawi¢ w postaci H = H =H (r1 )+ H (r2 )

to funkcje falowg zalezng od zmiennych przestrzennych dwoch fermiondéw
znajdujacych sie w stanie singletowym mozna przedstawi¢ w postaci
symetrycznej

p(7)=vs () =Tl s )+ v G )

e fy,(7)=Ewa () Hw;(5)=Ew;(5)

zas$ funkcje falowg zalezng od zmiennych przestrzennych dwoch fermiondéw
znajdujacych si¢ w dowolnym stanie trypletowym mozna przedstawi¢ w
postaci antysymetryczne]

w(7.75)=w,(7.7)= }[wanwﬂ(@) v (i, ()

W powyzszych wzorach liczby kwantowe «, V] indeksujg tylko czes¢ funkcji
falowej zaleznej od zmiennych przestrzennych w zwigzku z tym jest mozliwe
znalezienie dwoch fermionoéw znaj Jdujgcych si¢ w stanie singletowym opisanym
funkcja falowg (’”1 , r2) za = gdyzrdznig si¢ one rzutem spinu na o Oz.



Funkcja falowa zalezna od zmiennych przestrzennych identycznych

czgstek znajdujgcych sie w stanie trypletowym

V()= )= e () -va By, ()

znikataby w przypadku czgstki znajdowaty sie w tym samym potozeniu

=1y, (7,7)=0
Funkcja falowa identycznych czgstek znajdujgcych sie w stanie
singletowym

V() =y )=l () oy, ()

w przypadku gdyby czgstki znajdowaty sie w tym samym potozeniu
nie znika

TAGRAE j—wa(n)l//ﬂ(n)

Powyzsza witasnoSC wskazuje na to ze iz w stanie trypletowym czgstki
unikajg przebywania w odlegtosci bliskiej siebie, zas w stanie singletowym
czgstki preferujg pozostawanie w Dbliskiej odlegtosci od siebie.
Oddziatywanie prowadzgce do opisywanych efektow zalezne od
wzglednego ustawienia spindw obu czgstek nazywamy oddziatywaniem

wymiennym.



Dodatek 2. Gaz elektronow
swobodnych w metalu



Gaz elektronow swobodnych w metalu

Tworza go elektrony pochodzace z zewnetrznych powtok atomowych o
najwyzszych energiach atomow tworzacych krysztat metaliczny . Gaz ten
okreslamy gazem zdegenerowanym gdyz jego statystyczne wlasciwosci opisuje
rozktad kwantowy-funkcja Fermiego-Diraca. Oddzialywanie elektronow z
jonami powstatymi z atomow po oddzieleniu si¢ od nich elektronow
tworzacych gaz elektronow swobodnych jest na tyle stabe iz mozna w
pierwszym przyblizeniu przyjac 1z poruszajg si¢ w obszarze bardzo rozlegte;
studni potencjatu o statej wartosci potencjalu wewnatrz studni. Unormowana
funkcja falowa bedaca rozwigzaniem rownia Schrodingera niezaleznego od

czasu ze stalym potencjalem ma postaéw (’-;) 1 exp (i l; . ’7)

\/?

V=L.L.L, _ objetos¢ ukladu, L L.L, -wymiary ukfadu, &k -wektor
falowy, k‘ N2mé przy czym energie & mlerzymy od dna studni potencjatu.

Powyzsza funkCJa nie uwzglednia faktu 1z studnia w ktorej poruszajg si¢
elektrony ma skonczone rozmiary. W szczegolnosci fakt ten wprowadza

. . , |7 A2me . . . .
ograniczenie na dozwolone wartosci ‘k‘ == a wigc takze energie czastki,

ktora przyjmuje wartosci dyskretne, chociaz odleglos¢ miedzy sgsiednimi
dozwolonymi wartosciami energii jest niezmiernie mata.



Funkcja gestosci stanow

Funkcja gestosci stanow g(¢) okresla liczbg standow kwantowych o energii
z zakresu (e,e+ds) . Liczba tych stanow jest rowna g(e)de . Liczba

stanOw zawartych w przedziale (5 1€ 2) jest rowna j gle)de

&1

Funkcja gestosci stanow dla gazu elektronow swobodnych
poruszajacych si¢ w obszarze o objetosct V' w przestrzeni 3

wymiarowej Vo om 3/2
£) = Je
g&)=-75| 73

(niekiedy funkcje okresla si¢ na jednostke objetosci krysztatu,

1 2m 3/2
wowczas g(g):2 ( j Je )

Rk’
Charakterystyczng cechg tej funkcji jest proporcjonalnosc do
pierwiastka z enerqii.

W dowodzie wykorzystuje sie fakt iz zaleznos¢ energii od

hlk’
wektora falowego ma postac € = o oraz ze przestrzen w
ktorej poruszaja si¢ elektrony jest trojwymiarowa.




Troyjwymiarowy gaz elektronow swobodnych

Wyznaczanie energii Fermiego-potencjatu chemicznego

Liczbe wszystkich elektronow w uktadzie mozna
uzalezni¢ od u postugujac sie¢ wzorem feo(€)1

N = fg(é‘)fm (e Me = jg(g) : de MM\\’
0 0 exp[ j-l—l

£—H
o \_
(a)

_ 1 -$rednia liczba 7,
Senle) , |
exp(gk‘ ]f‘ .1 elektrondw w stanie  g(&)fmp(g) gle) .
g O energii € ]

W temperaturze 7=0 wiadomo 1z
1 1 dla ¢< ,u}

Jeo\€)= :{
(8) expig_lu)Jrl 0 dia &e>u

’ ’g(g ) FD(g)dg -Srednia liczba elektronéw o energii z przedziatu (e, ¢ + de)

(b)

A zatem
3/2 4 Wzrost temperatury zmienia

r v o(2 v (2muY"”
N = j g(e)de =— ( T j j \/Edg =— ( 7712,11 j obsadzenie stanow tylko z
0 2\ I 0 377\ h waskiego zakresu energii




n= =

Znajac koncentracje gazu elektronowego N 1 (zm ﬂj” 2

Vv o 3z*\#’
mozna okresli¢ potencjal chemiczny (energie Fermiego) w temperaturze 7=0K
2 Dla srebra E® _ 595
= eV
E(O) = IL[(T — ()K): h—(372'2n)2/3 n:5,85*1028m'3 F 5
) 2m

Zaleznos¢ potencjalu chemicznego (energii Fermiego) gazu
elektronowego od temperatury

N:J-g(g)fFD(g}z’g:J‘g(g) : de
0 0 exp( ]+1

£—H

Uwzgledniajac niezaleznos¢ calkowBiteJ liczby czastek od temperatury

mozna wyznaczy¢ zaleznos¢ energii Fermiego £/~ 1 od temperatury
W przypadku gdy £ >>4,T ( warunek spetniony w przypadku metali)
po wykonaniu obliczen mozna pokazac 1z

2
E.(T)=EO|1-7 [kBT j Dla 7=300K k,T=0.026 eV
12\ E;” E® ~(leV,20eV)

Zaleznos¢ energil Fermiego od temperatury jest niewielka



Srednia energia gazu elektronowego

h2
W temperaturze 7=0K E = p(T =0K)= %(3”2”)2/3
o E\ 3/2 Y 3/2
— _ [ _ V 2m ( 3/2 _ V 2m (O) 5/2
U, = ! £0(&) o (£)de = ! eg(e)de = ( - j ! £de = — [ - j (EOY” =

V (2m 32 h? V2 /3 Vo h? 5/3 Vo h? 2/3 3 3
— _ 3rinl " = — Bzn) " = — Bzn) T 3rtn="E9%%Y =ZEYN
57[2 ( h2 J [zm ( )5 2 ( ) ( ) 5 F 5 F

Sn° 2m Sn° 2m
W temperaturze 7>0K

© 3/2 0 EW >>k,T
F B T
U= Jeg(g) : de=— [ 2" Jew : de = U,|l+ K
£— U 272° \ i’ £—u o | FO
0 exp +1 " exp +1 r

B kBT
U, =UT =0K)
Pojemnosc¢ cieplna gazu elektronowego ; , KT
C:d—U:U Sx° kT_3E(0)N57sz:N7T_k o T
"dT 6 ED* 5 6 EV? 2 " EY

Wynik potwierdzony eksperymentalnie niezgodny z zasadq ekwipartycj1 energii
zgodnie z ktorg pojemnosc¢ cieplna winna nie zaleze¢ od temperatury 1 by¢ znacznie
wyzsza od wartosci danej powyzszym wzorem.

Wkiad do ciepta whasciwego metalu pochodzacy od elektronow jest istotny tylko w
bardzo niskich temperaturach, gdy maleje wkitad do tego ciepta pochodzacy od
drgan atomoéw dominujacy dla temperatur wyzszych



Transport elektronowy w metalach

Przeptyw pradu w przewodniku jest mozliwy po przytozeniu do niego pola
elektrycznego.
W przypadku gdy nosnikami pradu sg elektrony jest on mozliwy wowczas gdy liczba
elektronéw o sktadowej wektora falowego w kierunku przeciwnym do kierunku
wektora natezenia pola elektrycznego E jest wyzsza niz elektrondOw o przeciwnej
sktadowej wektora falowego.
Jest on mozliwy zawsze w metalach w ktorych poziom Fermiego lezy w zakresie
energii, ktore mogg by¢ obsadzone przez elektrony, a energia jaka moze uzyskac
elektron na drodze przyspieszenia w polu elektrycznym w chwilach pomi¢dzy
zderzeniami jest wystarczajaca do tego zeby przeszedl on do stanu pustego o
wyzszej energii 1 odpowiednim kierunku wektora falowego
Przewodno$¢ metalu mozna wyznaczyé ze wzoru o =nle|u gdzie

n- koncentracja elektronow biorgcych udziat w transporcie niezalezna od
temperatury ,

1 -ruchliwos¢ nosnikow okreslajaca srednig predkos¢ dryfu nosnikow w
jednostkowym polu elektrycznym



Transport elektronowy w metalach
Ruchliwos¢ nosnikéw ktora mozna wyznaczy¢ ze wzoru U = Vdr | E = ‘e‘r / m

V. -predkosc dryfu okresla srednig predkos¢ elektronu w kierunku przeciwnym do
kierunku wektora nat¢zenia pola elektrycznego Jest ona proporcjonalna do czasu
pomiedzy kolejnymi aktami rozpraszania elektronu zachodzacymi na defektach sieci
krystalicznej 1 drganiach atomow. Czas ten jest zwigzany bezposrednio z czasem
zwanym czasem relaksacji 7 . Z kolei czas relaksacji jest odwrotnie
proporcjonalny do sredniej predkosci elektronéw w ruchu termicznym v

W modelu klasycznym (v)«c VT (T -temperatura), co prowadzi do zlej zaleznosci
ruchliwosci 1 przewodnosci od temperatury o 1/(v) = # 1/NT = o «c1/yT

(Opér wlasciwy p=1/c «T).

Ze wzgledu na opis elektrondéw przy pomocy rozktadu Fermiego-Diraca (") jest jednak
praktycznie niezalezna od temperatury 1 nie decyduje o zaleznosci przewodnosci od
temperatury. W modelu kwantowym elektron poruszajacy si¢ w sieci periodyczne]
zlozonej z nieruchomych atomow nie ulega rozproszeniu. Za rozpraszanie
odpowiadajg zderzenia elektronow z defektami uktadu oraz z drgajacymi kolektywnie
atomami na skutek wzburzen termicznych (fononami) Czesto$¢ rozpraszania na
fononach rosnie ze wzrostem temperatury (w temperaturach pokojowych liniowo) co
prowadzi do obserwowanego spadku czasu relaksacji, ruchliwosci 1 przewodnosci ze
wzrostem temperatury 1 linowego wzrostu oporu ze wzrostem temperatury ( w
temperaturach odpowiednio wysokich bliskich temperaturze pokojowej) .



