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Spin



Spin
Spin to wlasny moment pedu czqslzki, ktorego odpowiada operator spinu
S=Si+8,j+Sk
Pojecie wprowadzili S.A. Goudst 1 G.E. Uhlenbeck (1925) dla wyjasnienia subtelnego
rozszczepienia linii widmowych promieniowania emitowanego przez atomy.
Uwzglednienie spinu umozliwia tez pelne wyjasnienie rozszczepienia tych linii po

umieszczeniu atomu w polu magnetycznym.
S.A. Goudst 1 G.E. Uhlenbeck traktowali spin jako moment pgdu

zwigzany z ruchem obrotowym elektronu wokot wiasnej osi, co
jest interpretacja obrazowg ale niepoprawng.
Naprawde spin jest wielkoscig czysto kwantowg nie majgca
odpowiednika klasycznego. Jego 1stnienie w przypadku elektronu SpRINE])
mozna uzasadni¢ w oparciu o rOwnanie Diraca, opisujgce elektron
relatywistyczny w ramach teorii kwantowej. Spin odgrywa tez
1stotng rol¢ przy opisie innych obiektow.
Zwiazki komutacyjne dla sktadowych operatora spinu

Spin-up (1)

S..S, [=ihsS, [Sy,SZJ: ihsS {SZ, SxJ: ins,
o A2l |l Q2o Q2] G2 G2, G2, Q2
5,57 |=|5,.82]=[3..8|=0 §2 =821 87 4§
Maja one jednakowgq postac jak w przypadku orbitalnego momentu pgdu. Nie mozna
dokonac jednoczesnego pomiaru rzutu spinu na dwie rézne osie. Mozna jednoczesnie
wyznaczy¢ tylko dlugos¢ (kwadrat dlugosci) wektora spinu oraz jego rzut na jedna os.




Rownania wiasne dla operatora spinu

G2 32 1 3
S Asm = hos(s + I)ZS,mS $=0,1,2 2,0

2
Vo . _ _ _|_ _
SZZS,mS — thZS,mS m=-s,-st1,....5-1,8

Komentarz

1 )Wartosci wlasne operatora kwadratu spinu zalezg od liczby kwantowej s 1 wyrazajg
S1€ wzorem th(S +1), za$ wartoéci wlasne operatora rzutu spinu na o§ Oz zaleza
od liczby kwantowej m,, 1 wyrazaja si¢ wzorem fim_ = przy czym dopuszczalne
wartosci liczby m; zaleza od liczby s

2) Liczba s okreslajgca warto$¢ kwadratu spinu nie musi by¢ liczbg catkowita, jak
miato to miejsce w przypadku liczby [ wprowadzonej dla orbitalnego momentu pedu
lecz moze by¢ rowna wielokrotnosci 72 lub 0. A

3) X.... oznaczaja wspOlne funkcje wlasne operatorow S, oraz §2.

Funkcj1 tych nie mozna reprezentowac poprzez funkcje falowe zalezne od zmiennych
przestrzennych, w tym szczegolnosci katow w sferycznym uktadzie wspotrzednych.
Wynika z tego to 1z w przypadku spinu nie obowigzuje warunek 1z liczba okreslajaca
wartosci wlasne operatora kwadratu spinu jest liczbg catkowita, ktory wynikat w
przypadku orbitalnego momentu pedu z warunku jednoznacznosci funkcji falowe;j
przy zmianie kata azymutalnego ¢ o 2m.



Operatora spinu nie mozna wyrazi¢ takze przy pomocy formut zaleznych od zmiennych
przestrzennych.

4) Liczba s dla czastek wystepujacych w przyrodzie zalezy od ich typu.
Dla elektronu, protonu 1 neutronu s=1/2, fotonu s=1, mezonu © s=0

W przypadku obiektow ztozonych z kilku czgstek wystepujg rowniez
ograniczenia na liczb¢ s zalezne od 1losci 1 rodzaju czastek z jakich
obiekt ten sie sktada.

5) Czastki, dla ktorych liczba s przyymuje wartosci catkowite sg okreslane
jako bozony, zas czastki dla ktorych liczba ta jest nieparzysta
wielokrotnoscig 72 to fermiony

6) Istnienie spinu powoduje ze do opisu stanoOw elektronowych w atomie
jednoelektronowym oprocz liczb n,/,m wykorzystujemy liczbe m,
przyjmujgcg dwie wartosci m =1/2 1 m =-1/2. Od wartosci tej liczby nie
zalezy (przy zaniedbaniu relatywistycznego efektu zwanego sprzezeniem
spinowo—orbitalnym oraz braku zewne¢trznego pola magnetycznego)
energia elektronu, co powoduje wzrost degeneracji stanow wilasnych

operatora Hamiltona dwukrotnie do wartosci 2n? (n- gtdwna liczba
kwantowa)



Rownania wiasne dla operatora spinu dla elektronu
(czastki o0 s=1/2, m =x1/2)

SZZl :57{1 SZZ_l :_57{_1
2 2 2 2
A 3 A 3
2 2 2 2
S x=—NI"x, S =Ny,
2 4 24
Istniejg tylko dwie wspolng funkcje wlasne (wektory wiasne)
operatorow S2 oraz 9. dla elektronu rézniace sie
znakiem (kierunkiem) rzutu spinu na os OZ:
1
bodlam, = DI i z axis
Z1zll(ms): 1 :‘+>
2 2 0 dla m =——
: 2 ] .
dla ktorej rzut ten jest dodatni ( spin zwrocony do gory)
0 dla m, :% oo |
2) Z_l :Z_l(ms): 1 :‘_> \
2 2 1 dla m, = )
dla ktorej rzut ten jest ujemny (spin zwrécony do dotu) o
Funkcje te odpowiadajg wektorom stanu [+)]-) z 2-wymiarowe]j podprzestrzeni

przestrzeni Hilberta



Reprezentacja macierzowa wielkosci zwigzanych ze spinem czastki o s=1/2 (np.
elektronu) w reprezentacji utworzonej na bazie wspolnych wektorow wiasnych
operatorow S, oraz §? (materiat fakultatywny, wybrane dowody w dodatku)

a) operatorOw kwadratu oraz rzutow spinu na osie uktadu kartezjanskiego

A2_3h21 0 5 :ﬁ_O 1_
400 1 o211 0
~  hl0 —=i] ] 1 0
S =—| § ="
2_1 0_ 2_0 —1_

Widac 1z macierze reprezentujgce operatory S’ oraz S? sadiagonalne

b)  wektoréw stanu z podprzestrzem Hilberta bedacych wektorami wlasnymi
operatorow S oraz S’ opisujacych stany tej czgstki w ktorych okreslony
jest kwadrat splnu oraz rzut spinu na o$ Oz { 0}

\+>:z;=m x,=|-)=

Do reprezentowania wektorow z przestrzeni dualnej (funkeji £1-4 1)
wykorzystujemy macierze wierszowe
=[0 1]

(/=2 =l 0] -|=
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Zapis rOwnania wlasnego S [+)=—|+) W reprezentacji
macierzowej o

hll O 1] Aall

210 =110l 2|0

Stan (l_ara) <+‘_przestrzeni dualnej reprezentujemy przez <+‘ = [1 O]
t.atwo mozna sprawdzi€ 1z

1 Nt oY =0
(+|+)=]1 0] ) =1 (+]-)= N

Okreslenie wartosci oczekiwane) operatorOw S, oraz S, w stanie
opisanym wektorem |+)

A A0 11| & 0
<+ X+> [ ]2_1 O_ _O_ 2[ ]_4_
. nl0 —i][1] n 0
=t o] = | ==t 0] |=0
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Zagadnienie wtasne dla operatora Hamiltona dla pojedynczej
czastki w obecnosci spinu —uogolnienie

v, =E,|v,) Hy,(x)=Ev,(x)

Argument x funkcji wtasnej (x) oznacza zespot x = (17 , mS) ztozony
ze wspotrzednych przestrzennych opisujgcych potozenie » =(x, v,z
oraz zmiennej spinowej m, okreslajgcej rzut spinu czgstki na os Oz .

o. 0znacza zespot liczb kwantowych (w tym zwigzanych z operatorem
spinu) okreslajgcych stan czgstki.

Funkcie i/ (xj ) (wektory ‘Wa> ) indeksowane przez « stanowia uktad
funkcji ( wektorow) ortonormalnych.

Wolwa) = wo (e, (x)dx = ; |y (x, (x)=0,,

N

H

W dalszych rozwazaniach bedziemy zaktadac 1z operator Hamiltona
H nie zalezy od operatorow zwigzanych ze spinem ( czyl1 np.
pomijamy oddziatywanie spinowo-orbitalne)



Wobwczas funkcje wlasne operatora Hamiltona tworzgce uktad ortonormalny zalezne
od zmiennych przestrzennych 1 spinowych mozna zapisa¢ w postaci i1loczynu funkcji
zaleznej od zmiennych przestrzennych 1 funkcji zaleznej od zmiennych spinowych
przyymujac ja jako funkcje bedaca funkcjg wlasng operatoréw S’Z i §2. W

szczegolnosci dla elektronu otrzymujemy ) ] .
Va (7' )Z =Yy (7" )‘+> gdy m,_ = E
W“(x)zwﬁ(F )Zm =) 2 1 [
f Ol =G e m=3
) * * l//;(l_; )<+‘ gdy n, :5 - 2 |
l//“(x):l/lﬁ(’_;))(ms:< * y
Va (’7 )<_‘ gdy m, =——

Posta¢ funkcji ;(m\ zalezy od liczby m, opisujacej rzut spinu elektronu na 0§ Oz.
Do reprezentowania tych funkcji cz¢sto wykorzystujemy reprezentacje macierzowa

EEHEEEN (+|=l1 o] =[o 1

Posta¢ czynnika zaleznego od zmiennych przestrzennych czyli funkcji falowe;

W5 (77 ) wynika z rozwigzania odpowiedniego rownania Schrodingera z operatorem
Hamiltona zaleznym od zmiennych przestrzennych. ¢ oznacza zespot liczb
kwantowych (nie zwigzanych z operatorem spinu) okreslajacych stan tego elektronu

o

(7

Funkcje wilasng operatora Hamiltona (réwniez w przypadku gdy
H zalezy od operatorow zwigzanych ze spinem) mozna
zapisa¢ w ogdlnej postaci jako spinor

Var

Yal

v, (x)

)

J



Orbitalny 1 spinowy moment magnetyczny 1 jego oddziatywanie z
polem magnetycznym



Orbitalny moment magnetyczny elektronu —rozwazania

klasyczne
Z elektronem o masie m, 1 fadunku e poruszajagcym
si¢ po zamknigtej orbicie mozna zwigzac¢ prad
elektryczny o natezeniu - . e
_ld_la” Sl
T 2w v

r-promien orbity, V-predkos¢ elektronu .
Z pradem ptyngcym w zamknietym obwodzie w ksztatcie ramki o polu
powierzchni 4 wigzemy (orbitalny) moment magnetyczny o wartosci

4| =14
Kierunek wektora momentu magnetycznego jest prostopadly do plaszczyzny
ramki.
Widac¢ 1z wartos¢ orbitalnego momentu magnetycznego wytwarzanego przez
elektron poruszajacy sie po orbicie jest rowny

‘,u ‘ =JA= ‘e‘V ‘e‘Vr = ‘e‘ mVr :ﬂm L — t pedu elekt
[ 2727 2 2me e zm moment pedu eieKironu
Przyjmuje sie iz Hy = ‘%Z

e



Energia momentu magnetycznego w polu magnetycznym

/. momentem magnetycznym ,Zl umieszczonym w
zewnetrznym polu magnetycznym opisanym przez wektor E A
indukcji magnetycznej B zwigzana jest energia rOwna

—_

E=-u-B 0
Przy polu skierowanym wzdtuz os1 Oz jest ona rowna

E=-uBbB

z

Konfiguracja o najnizszej energii tego momentu jest
konfiguracja w ktérym moment ten jest skierowany rownolegle
do wektora indukcji pola magnetycznego (czyli rzut momentu
magnetycznego 4 na os Oz jest dodatni) .

—_

Na moment magnetyczny w polu magnetycznym o indukcji B dziata moment
sity rtowny  _, Lo
T=UuxB
Moment magnetyczny elektronu ulega precesji poruszajac si¢ po pobocznicy

stozka o os1 symetrii pokrywajgcej si¢ z kierunkiem wektora indukcji pola
magnetycznego z czestoscig zalezng liniowo od indukcji pola

=



Sita dzialajgca na moment magnetyczny w polu niejednorodnym

W polu magnetycznym niejednorodnym o indukcji skierowane;j
wzdtuz os1 Oz na moment magnetyczny dziala sita w kierunku
wyznaczonym przez zwrot os1 Oz ukladu wspotrzednych , ktorej
zwrot 1 wartos¢ zalezy od sktadowej z-owej gradientu indukcji pola
magnetycznego dB/dz1rzutu momentu magnetycznego na os Oz

M,

dB
F=pu =
M



Orbitalny moment magnetyczny elektronu —rozwazania kwantowe

Orbitalny moment magnetyczny elektronu jest operatorem
Zwlgzanym z operatorem orbitalnego momentu pedu relacja
wyprowadzong w ujeciu klasycznym

A ‘e‘ 5 U 5
= F=_f87
& 2m, h
ngrtoéci wilasne operatora kwadratu momentu pedu
‘L‘ =hl(l+1) gdzie [=0,1,2,....

czyli dlugo$¢ wektora momentu pedu moze by¢ rowna ‘E‘ =nhJI(1+]1)
W wyniku okreslenia dlugosci momentu magnetycznego
mozna otrzymac jedynie nastepujace wartosci

)| = (QZJ :(ehj 1 +1) = pyJI(1+1)

2m 2m

el
gdzie #5375 = -magneton Bohra (elementarna
jednostka momentu magnetycznego elektronu)

=927-10*4-m’



W wyniku pomiaru rzutu momentu pedu elektronu na o§ Oz mozna
otrzymac jedynie wartosci rOwne

L. =hm gdzie m=-1,-1+1,....,I-1,] -magnetyczna liczba kwantowa
W wyniku pomiaru rzutu momentu magnetycznego elektronu na os OZ
mozna otrzymac jedynie 2/+1 nastepujacych wartosci

P B L
“2m, 2m, ?
h
gdzie Hy = % =9,27-10"4-m*  _magneton Bohra

e

Liczba roznych wartosci rzutu momentu magnetycznego zwigzanego z
orbitalnym momentem pe¢du na os Oz jest liczbg nieparzystg

Zapisane relacje obowigzuja rowniez przy analizie momentu orbitalnego
magnetycznego calego atomu wieloelektronowego (o niezbyt duzej llczble
atomowej Z), przy czym wowczas liczby /i m dotycza operatorow L LZ
zwiazanych z orbitalnym momentem pedu calego atomu do ktorego wnosza wklad
elektrony z calkowicie niezapelnionych podpowlok elektronowych.

Czasami liczby /, m oznacza si¢ w tym przypadku duzymi literami L,M.



Efekt Zeemana

Rozszczepienie linii widmowych promieniowania emitowanego przez
atom umieszczony w polu magnetycznym wynikajace z rozszczepienia
poziomOw  energetycznych atomu wywolanego oddzialywaniem
momentu magnetycznego atomu z zewnetrznym polem magnetycznym.
W polu o indukcji B skierowanym wzdluz osi Oz z momentem
magnetycznym zwigzana jest energia

E=-ji -B=—y, B,

Energia ta zalezy od wartosci rzutu momentu magnetycznego atomu na
kierunek pola. Poniewaz rzut ten jest skwantowany to energia rozwazana
jest skwantowana (moze ona przyymowac dyskretne wartosci).

Przy okresleniu energii fotonOwW promieniowania emitowanego przy
przechodzeniu atomu (elektronu) pomiedzy stanami o réznych energiach
nalezy uwzgledni¢ wkiad do energii poziomow energetycznych pochodzacy
od energli momentu magnetycznego atomu w polu magnetycznym.
Istnienie kilku dozwolonych wartosci tej energit w danym atomie powoduje
rozczepienie linii widmowych emitowanego promieniowania



Rozszczepienie poziomow energetycznych w polu magnetycznym bez
uwzglednienia spinu (normalny efekt Zeemana) dla atomu znajdujacego si¢

stanach o [=0, /=1 1 /=2 ‘6‘ ‘ ‘
E=-p, B.=-""L B = p1mB
2m, -~
t B?ﬁo m=2
=2 B=0 E rn=_10
m=2,1,0,-1,-2 1
m=-2
=1 El !
m=1,0,-1 e
m=-1
m=0
[=0
m=0

Analiza wynikow eksperymentalnych wskazuje na to iz liczba poziomow na
jakie poziom energetyczny ulega rozczepieniu moze by¢ wyzsza , w
szczegolnosci mozna obserwowac rozczepienie gdy /=0, co zwigzane jest z
wktadem do momentu magnetycznego atomu pochodzgcym od spinu



Spinowy moment magnetyczny elektronu

Analiza wynikow doswiadczalnych zwigzanych m.in. ze strukturg
subtelng lini1 widmowych emitowanego promieniowania 1
rozszczepieniem tych lini1 w polu magnetycznym a takze tzw. efektu
Sterna-Gerlacha wskazuje na to 1z elektrony mogg posiada¢ moment
magnetyczny zwigzany nie tylko z orbitalnym momentem pedu ale 1
ze spinem (wlasnym momentem pedu).

Spinowy moment magnetyczny elektronu jest operatorem
zwigzanym ze spinem elektronu przyblizonym wzorem

" A A h
/:’l:__S:_ZluBS ﬂB_ﬂ

S m 7 2m,

Stosunek spinowego momentu magnetycznego do spinu jest w
przyblizeniu dwukrotnie wigkszy od stosunku orbitalnego momentu
magnetycznego do  orbitalnego momentu pedu  (anomalia
magnetomechaniczna)



Dhugos¢ spinowego momentu magnetycznego elektronu jest rOwna

f—l/2
. e e
U |= ‘ “ ‘ ‘ ‘ \/S(S-I-l) 2‘ ‘ \/S(S-I-l) 2ﬂB\/S(S+1) \/7#3
\e\h
gdzie Mz = -magneton Bohra
2m,
Rzut spinowego momentu magnetycznego elektronu na dowolnie
wybrang os Oz jest rOwna m=+1/2
el o _ e e
/Llsz:__SZ:__ S m T zﬂBm _+ILlB
m, m, 2me
Wzory |@,|=2us/s(s+1)  p.==2u,m,  mozna stosowaé takze dla

momentu magnetycznego atomu, przy czym liczby s, m przyjmujace w
ogolnosci wartosci ;o1 3,5 m=-s,-s+1, ....,5-1,

stuza do opisu momentu magnetycznego uktadu wszystkich elektronow
atomu. Wktad do tego momentu pochodzi jednak tylko od elektronow
zajmujacych czesciowo zapetniong podpowloke elektronows.



Doswiadczenie Sterna-Gerlacha -potwierdzenie 1stnienia spinowego
momentu magnetycznego 1 jego kwantowania przestrzennego

S
R B

I dz L
W'aZk,a [—| B(z) |
ato m OW N koii;tor
Ag IUb H elektromagne

szklana
plytka detektora

Po przepuszczeniu przez obszar niejednorodnego pola magnetycznego wigzki
atomoOw srebra rozdziela si¢ ona na dwie wiazki, czyli sita dziatajgca na atomy w
polu moze przyjmowac dwie wartosci .

dB
Na podstawie wzoru £, = 1, e opisujacego tg sit¢ mozna wnosic 1z
z .
atomy srebra posiadaja niezerowy moment magnetyczny # , ktérego rzut na o$ Oz
moze przyymowac takze tylko dwie wartosci ( wedtug klasycznej mechaniki sita

dB  dB )
“H—— 1| gdzie =]

winna przyjmowaé¢ dowolne wartosci z zakresu : 1= =
a wigzka winna ulec poszerzeniu a nie rozszczepieniu



Poniewaz rzut na 0§ Oz momentu magnetycznego pochodzacego
od orbitalnego momentu pedu moze przyymowac tylko
nieparzystg liczbe  wartoscl, moment  magnetyczny
odpowiedzialny za rozszczepienie wigzki atomow w polu
niejednorodnym nie moze pochodzi¢c tylko od momentu
magnetycznego zwigzanego z orbitalnym momentem pedu ale
mus1 pochodzi¢ od spinu elektronu z niecatkowicie zapetnione;
podpowtoki

W rzeczywistosci w przypadku atomow (takich jak atomy srebra,
wodoru), w ktorych na takiej podpowloce 5s znajduje si¢ jeden
elektron w stanie o /=0 (czyli 1 m=0) mozna przyja¢ 1z u,, =0, co
znaczy 1z atom taki nie posiada momentu magnetycznego
orbitalnego na ktory w zewnetrznym niejednorodnym polem
magnetycznym dziala sita. W polu takim sita dziata na moment
magnetyczny spinowy pochodzacy od spinu elektronu z tej
podpowtoki 1 jest dana wzorem

dB dB

z :i
dz Hs dz

z

F.=pu,



Spinowy moment magnetyczny protonu 1 neutronu

Spinowym momentem magnetycznym obdarzone sg takze m.in. czgstki tworzace
jadro atomowe

‘ ‘

N
—

A € S=sp1in protonu
~5581_§ pib
a) proton  Hyp =
it
A e 3 —
b) neutron /i, =-382_ -5 S=spin neutronu

p
gdzie m,=1,67*10-" kg-masa protonu
(Neutron posiada spinowy moment magnetyczny pomimo tego iz jego tadunek
elektryczny jest rowny zeru).
Z uwagi na fakt 1z masa protonu 1 neutronu jest okoto 1836 razy wieksza od masy
elektronu to moment magnetyczny protonu 1 neutronu jest znacznie mniejszy od
momentu magnetycznego elektronu.
Momentem magnetycznym obdarzone jest takze jadro atomowe ztozone z protonow
1 neutronOw
Elementarng jednostka momentu magnetycznego protonu, neutronu (jak 1 jadra) jest

magneton jadrowy ;= @ ~5,05-10

—_— ~y

2mp



Catkowity moment magnetyczny uktadu elektronow w atomie
(materiat fakultatywny)

Wkilad do momentu magnetycznego uktadu zlozonego z elektronow w
ogdlnym przypadku pochodzi zaréwno ich od orbitalnego momentu
pedu jak 1 spinu co utrudnia opis zjawiska Zeemana. Operator momentu
magnetycznego takiego uktadu wyraza si¢ wiec wzorem:

N

fi= i+ i, =

B ‘e‘ i B ‘i § L-orbitalny moment pedu uktadu

2m, m, ?—spin uktadu

W przypadku atomu wktad do orbitalnego momentu pedu 1 spinu
calego atomu wnoszg tylko elektrony z catkowicie niezapetnionych
podpowtok elektronowych



Rozszczepienie poziomOw energetycznych w silnym polu
magnetycznym przy jednoczesne] obecnosci orbitalnego 1 spinowego
momentu magnetycznego - efekt Paschena-Backa).

Gdy moment magnetyczny pochodzi jednoczesnie od orbitalnego momentu pedu
jak 1 od spmu to w przypadku silnego pola gdy mozna zaniedbac istnienie
sprzezenia spinowo-orbitalnego wklad do energii atomu zwigzany z obecnoscig
pola mozna wyrazi¢ wzorem:

E = IUBB(m + 2mS ) m=-1-1+1,.... [-1,; m, =-s,—s+1,...,s—=1s

W tym przyblizeniu sumujemy oddzielnie wktady do energii atomu zwigzane z
oddziatywaniem orbitalnego 1 spinowego momentu magnetycznego z polem
magnetycznym.

Anomalny efekt Zeemana

W przypadku stabego pola magnetycznego 1 obecnosci jednoczesnie spinowego 1
orbitalnego momentu magnetycznego opis efektu staje si¢ znacznie bardziej
zlozony z uwagl na istniejgce oddzialywanie tych momentow (oddziatywanie
spinowo-orbitalne), silniejsze od ich oddzialywania z polem magnetycznym. W
obecnosci tego oddziatywania nie mozna okreslic jednoczesnie energii uktadu 1
rzutow orbitalnego oraz spinowego momentu magnetycznego na os Oz , gdyz
operatory zwigzane z tymi wielkosciami nie komutujg ze sobg .



Oddziatywanie (sprzezenie) spinowo-orbitalne, rozszczepienie subtelne

A s 2 1 1dV(r)
Hg, =AS-L Dla atomu wodoru

2m cr dr

V(r) -energia potencjalna elektronu znajdujacego si¢ w odleglosci » od jadra
Oddzialywanie spinowo-orbitalne - efekt relatywistyczny przewidziany przez
rOwnanie Diraca ktory mozna powigzac¢ z oddziatywaniem spinowego momentu
magnetycznego elektronow z polem magnetycznym powstaltym na skutek ruchu
wzglednego elektronow 1 jadra zaleznym od orbitalnego momentu pedu [
Oddzialywanie spinowo—orbitalne prowadzi do rozszczepienia poziomow
energetycznych nawet przy braku zewnetrznego pola magnetycznego
(rozszczepienie subtelne). W przyblizeniu gdy o (podpowtoki obsadzone
mniej do potowy) stany w ktorym wektory; oraz § sg rOwnolegle majg
wyzsza energi¢ niz stany w ktorym sg one antyrownolegte.
Oddziatywanie to jest najsilniejsze w przypadku powtok wewnetrznych (o
matym »n) w atomach ciezkich pierwiastkow (o duzym Z) (dla wodoru jest rzedu
10> -10*eV, dla sodu 10~ V).
Ilosciowy opis efektu utrudnia fakt 1z nie mozna jednocze$nie wyznaczy¢
energii oraz rzutu wektorow L oraz S na o$ Oz. OplS ten wymaga
wprowadzenia operatora catkowitego momentu pedu j— 7.+ ktorego kwadrat
1 rzut na o$ Oz mozna okresli¢ jednoczesnie wraz z energia uktadu .



Przyktadowe pytania testowe

1) Wiadomo iz zwigzek pomiedzy operatorami orbitalnego momentu pedu ioraz
momentu magnetycznego 4, zwigzanego z orbitalnym momentem pedu w przypadku

d ;

elektronu ma postaé: i --"-r (me-masa elektronu). Ktory z ponizszych zwiazkow

okresla zwiazek pomiedzy operatorem spinu elektronu § a operatorem momentu
magnetycznego elektronu 4, wynikajacego z istnienia spinu?

d ¢

a) i :_ES
b) ﬁs Z_Jni'§
C) iis =-ds

d) ﬁs :—ﬁﬁ

Jakie wartoSci mozna otrzyma¢ w wyniku pomiaru rzutu momentu
magnetycznego zwigzanego ze spinem elektronu na dowolng 0$?
2) Czy wynik doswiadczenia Sterna-Gerlacha przeprowadzonego z wykorzystaniem
atomow srebra przechodzacych przez obszar niejednorodnego pola magnetycznego
wskazuje na to iz
a) rzut momentu magnetycznego atomu na kierunek indukcji pola magnetycznego
przyjmowac moze tylko dyskretne wartosci

b) moment magnetyczny atomu srebra pochodzi od orbitalnego momentu pedu tego
atomu

c) rzut spinu ukfadu elektronéw atomu srebra na o$ wyr6zniong przez pole
magnetyczne moze przyjmowac 2 rézne wartosci

d) rzut orbitalnego momentu pedu uktadu elektronéw atomu srebra na o§ wyrdzniong
przez pole magnetyczne moze przyjmowac 4 ré6zne wartosci

Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia.



3) Ile r6znych wartosci mozna otrzyma¢ w wyniku pomiaru rzutu spinu elektronu na
0s Oz? Wybra¢ poprawna odpowiedz sposrod podanych ponize;j.

a) 1 wartosc

b) 2 wartosci

c) 3 wartosci

d) Wynik moze by¢ okreslony przez dowolng liczbe rzeczywista
4) Ile r6znych warto$ci mozna otrzymac¢ w wyniku pomiaru rzutu orbitalnego
momentu magnetycznego elektronu w atomie wodoru na os Oz przy zatlozeniu 1z
elektron znajduje si¢ w stanie okreslonym przez wartos¢ orbitalnej liczby
kwantowej =27 Wybrac¢ poprawna odpowiedz sposrod podanych ponizej.

a) 2 wartosci

b) 3 wartosci

c) 5 wartosci

d) Wynik moze by¢ okreslony przez dowolng liczbe rzeczywistg
5) Ktore z powyzszych wielkosci zwigzane ze spinem mozna jednoczesnie
wyzZnaczyc
a) Rzut spinu na dwie rdézne osie uktadu wspotrzednych
b) Rzut spinu na 0§ OZ oraz kwadrat spinu
c) Rzut spinowego momentu magnetycznego na dwie rozne osie uktadu

wspotrzednych
d) Rzut spinowego momentu magnetycznego na os OZ oraz kwadrat spinowego
momentu magnetycznego



6) W wyniku pomiaru rzutu spinu elektronu na o§s Oz mozna otrzymac¢ jedng z
ponizszych wartosci

ok
a) 2772
h h
by L1
2’2
hoo3
0.0 n ot
C) 9 7,2’
d) E,h,%h,zh,éh ..........

gdzie 7= %, h-stata Plancka

Zaznaczy¢ wszystkie prawdziwe stwierdzenia.
7) Ktore z ponizszych stwierdzen sg stwierdzeniami prawdziwymi?
a) Kwadrat spinu czastki bedacej fermionem dany jest wzorem 7°s(s +1) |
przy czym liczba s moze przyjmowac tylko wartos¢ zalezng od rodzaju czastki
bedacy liczbg calkowitg nieujemng s=0,1,2,3,.....
b) Kwadrat spinu czgstki bedgcej fermionem dany jest wzorem ns(s+1) :
przy czym liczba s moze przyjmowac tylko wartos¢ zalezng od rodzaju czastki
bedaca liczba potéwkowa dodatnia -1 22
C) Rzut spinu czastki bedace; fermioném na o$ Oz jest zawsze rowny }Z— :
d) Elektron jest czastkg bedacg fermionem.



7) Ktore z ponizszych stwierdzen sg stwierdzeniami prawdziwymi?

a)Kwadrat spinu czgstki bedgcej bozonem dany jest wzorem R*s(s +1) , przy czym

liczba s moze przyymowac tylko wartos¢ zalezng od rodzaju czastki bedacg liczbg

calkowitg nieujemng s=0,1,2,3,.....

b) Kwadrat spinu czastki bedacej bozonem dany jest wzorem #°s(s + 1), przy czym

liczba s moze przyymowac tylko wartos¢ zalezng od rodzaju czastki bedacg liczbg

potowkowg dodatnig

¢) W wyniku pomiaru rzutu spinu bozonu na o$ Oz mozna otrzyma¢ warto$¢ rowng 0.

d) Elektron jest czastkg bedacg bozonem.

Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia.

8) Ktore z ponizszych stwierdzen sg stwierdzeniami prawdziwymi?

a)Efekt Zeemana jest zwigzany z rozszczepieniem liniit widmowych promieniowania

emitowanego przez atom po umieszczeniu atomu w polu magnetycznym.

b)Efekt Zeemana jest zwigzany rozszczepieniem linii widmowych promieniowania

emitowanego przez atom po umieszczeniu atomu w polu elektrycznym.

c) W doswiadczeniu Sterna Gerlacha obserwowane jest rozszczepienie wigzki
atomOw srebra przy ich przechodzeniu przez obszar niejednorodnego pola

magnetycznego.

d) W doswiadczeniu Sterna Gerlacha obserwowane jest poszerzenie wigzki
atomOw srebra przy ich przechodzeniu przez obszar jednorodnego pola
magnetycznego.

Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia.



Materiat uzupetniajacy fakultatywny
rezonans magnetyczny



Ruch momentu magnetycznego w polu magnetycznym-
rozwazanie potklasyczne

Na moment magnetyczny w polu magnetycznym dziata moment sity rowny
T =UxBbB

Powoduje on zmiang momentu pedu czgstki obdarzone; momentem

magnetycznym zgodnie z rOwnaniem

dJ . =
— = [ixB
dt 7
Po pomnozeniu obu stron rOwnania przez czynnik zyromagnetyczny 7 :§
(7 =§ =—— w przypadku spinowego momentu magnetycznego elektronu 1
7:‘% =_2‘i w przypadku orbitalnego momentu magnetycznego elektronu)
me
du . =
4 = X B
s JH

Moment magnetyczny czastki ulega precesji poruszajac si¢ po pobocznicy
stozka o os1 symetrii pokrywajgcej si¢ z kierunkiem wektora indukcji pola
magnetycznego



Wyznaczenie czgstosci precesji w polu magnetveznvm

Apr = p(t+ Ar)— p(t)
dIU R - At —>0

A =y B)ar =y B sin(a)As

Y7 E;Aﬁ 1= Moment magnetyczny nie zmienia
dtugosci a tylko kierunek, jego koniec
zakre$la okrag w ptaszczyznie L B
Z rozwazan geometrycznych wynika 1z

‘Aﬁ‘ = ‘[1‘ sin(a)Ago = ‘ﬁ‘ sin(a)a)OAt

, . . e || sin(a)
Z porownania obu wyrazen wynika iz ~
‘7”/7‘3 sin(a)At = ‘ﬁ‘ sin(a)a)OAt ‘a)o‘ = ‘7‘3 W

Czesto$¢ z jaka odbywa sie precesja nazywamy czestoscig Larmora

Uwaga. Mechanika kwantowa w tym modelowym obrazie narzuca m.in. ograniczenie
na kat o jakitworzy moment magnetyczny ;; z 0sig wyznaczong przez wektor

indukcji pola  cos(a) =4 = D m.=—i—j+1 1.7
‘,u‘ NI+ j J>s—J yeeees ] >J

Powyzszy modelowy obraz pozwala na okreslenie zaleznosci od czasu wartosci

oczekiwanych rzutow momentu magnetycznego na rozne osie w stanie o ustalonej

dtugosci wektora U i jego rzutu na kierunek pola



Rownanie okreslajagce zmiany w czasie magnetyzacji w
polu zewnetrznym

Pojecie momentu magnetycznego mozna wprowadzi¢ rowniez dla jader, atomow a
takze uktadoéw ztozonych z wielu atomow.
W ukladzie ztozonym z wielu jednakowych momentoOw magnetycznych mozna
wprowadzi¢ pojecie magnetyzacji (namagnesowania) M rdéwnej momentowi
magnetycznemu jednostki objetosci ciata podzielonemu przez o tg objetosc
Rownanie opisujgce zmiany w czasie magnetyzacji:

dﬂ =M x B

dt

gdzie y-stosunek zyromagnetyczny
Rownanie to mozna fenomenologicznie uzupetni¢ o wyrazy opisujace
oddzialywanie obiektow obdarzonych momentem magnetycznym z otoczeniem
prowadzacych do zmniejszenia kata jaki wektor magnetyzacji tworzy z kierunkiem
pola, co prowadzi do minimalizacji energii uktadu danej wzorem

E=-M-B

Rownanie w ten sposob otrzymane nosi nazwe rownania Blocha.



Roéwnanie Blocha
Dla pola magnetycznego o indukcji B skierowanego wzdtuz osi OZ

- - L M - _

M _ pixp-iMe 0 M.~ M,

di T, T, T
T, T~ czasy relaksacji podtuznej 1 poprzecznej opisujace w sposob fenomenologiczny
wplyw procesOw oddziatywania momentoOw magnetycznych ze sobg (7)) oraz ich
niemagnetycznym otoczeniem (7;) prowadzacych do ustalenia kierunku magnetyzacji
w kierunku najblizszym osi1 Oz czyli minimalizacji energii uktadu. Procesy te prowadza
do zmniejszenia sktadowych magnetyzacji M,, M, lezacych w ptaszczyznie
prostopadlej do os1 Oz (ktore dgzg do zera ze wzgledu na zanik korelacj1 fazowej w
ruchu precesyjnym roznych momentow) 1 wzrostu z-towej skladowej magnetyzacji.

M ;- wartos¢ rzutu magnetyzacji na os Oz uzyskana po odpowiednio dlugim czasie od
chwili ustalenia stalej wartosci 1 kierunku wypadkowej indukcj1 pola skierowane;

wzdluz os1 OZ.

M,

1, M

|.IL'?‘;:| ------------------------------------------ :jl--l:l- .1-':r:l

(1 - LiedMp -t
- | [ | HE R Y . -
e Lo Ad - ) --|-=l | I! 1 | : | i II I. 1 i : I.ﬂl 2
[_l |¢H-'.ir|_-| .--.____.- | | | 'i I| B :_H_.. _'.,_.-'__"-.-1'- B
g N S




Rezonans magnetyczny

Polega on na selektywnej rezonansowej absorpcji lub 5,
wymuszonej emisji fali elektromagnetycznej przez substancje -~ ~ ‘L e
poddang jednoczesnie dziataniu f \ / ! g I/ s | H. y
1) stalego pola o duzej indukcji B, skierowanego wzdtuz osi Oz l& K !I QE% \ \ !
2) Znacznie stabszego pola oscylujacego , wirujgcego w R \

plaszczyznie prostopadlej do osi wyznaczonej przez pole B, z
czestoscig rezonansowy bliska czestosci Larmora (00 = 7/30

W praktyce zamiast pola wirujgcego mozna przylozy¢ dodatkowe niewielkie pole magnetyczne
B, w plaszczyznie prostopadiej do os1 Oz zmieniajace si¢ w czasie z czestoscig rezonansowg
bliskg czestosci Larmora ktore mozna traktowac jako takze jako ztozenie dwoch pot wirujacych
w te] ptaszczyznie w przeciwnych kierunkach.

Pole B, mozna powigzac takze z padajaca na uktad falg elektromagnetyczna.

Pod wptywem pola wirujacego nastepuje obrot magnetyzacji wokot kierunku wirujgcego pola
magnetycznego co prowadzi do zmiany sktadowej z-owej magnetyzacji kosztem absorbowane;
energii padajace) fali (ktorej odpowiada wzrost energii magnetyzacji w statym polu
magnetycznym okre$lonej wzorem E =-M-B,=-M_B,).

Okreslenie czestosci fali przy ktorej absorpcja energii fali jest maksymalna pozwala
na okreslenie czestosci rezonansowej zaleznej od pola B,

W celu ograniczenia warunkow rezonansu do matego obszaru stosuje si¢
niejednorodne state pole magnetyczne B, o pewnym statym gradiencie wzdtuz
wybranej os1 Oz.



Rezonans magnetyczny-opis potklasyczny

- o G,
W obecnosci silnego statego pola B, =B,k 1 I
stabego pola B, rotujacego wokot kierunku pola g / / \ = /
uktadzie nieruchomym N : % S
dM (» L T ! K,’E\JK
—:7/M><B+M><Bl):—a)O(M><k)+;/M><B1 ‘g, ||

dt

W uktadzie obracajacym si¢ z predkoscia katowa e« wokot kierunku pola B,
L — o0, ¥ <k Y 1 x B, ok 1 = (-0, 01 ) 141 < B,

Gdy predkosc katowa w jest rOwna czestosci Larmora w,, to rOwnanie powyzsze
rzyjmie postaé dM =~ - -
przyj postac dT:nyBl
l

(gdyz dziatanie silniejszego pola B, jest skompensowane przez rotacyjny ruch
uktadu). Dodatkowo pole B staje si¢ polem statym

Z otrzymanego rOwnania wynika 1z w uktadzie rotujagcym z czestoscig

Larmora magnetyzacja bedzie podlega¢ obrotow1 wokot kierunku statego w tym
uktadzie pola B, , co prowadzi do odchylenia jej kierunku wyraznie od osi OZ.
Gdy w#w, wptyw pola B, na ruch namagnesowania mozna w pierwszym
przyblizeniu zaniedbac



Kwantowy opis wyjasnienia wystgpienia rezonansu
Wystepowanie maksimum pochtaniania dla energii fotonow promieniowania rownej
E = ha)o gdyz energia ta odpowiada roznicy dozwolonych energii uktadu

Dowdd. Dozwolone rzuty momentu magnetycznego m B,

na kierunek pola ] E,
U = 7/mjh m=j,5+1,..j-Lj;  j=0,1/2,1,3/2, ...

Wartos¢ liczby j zalezy od pochodzenia momentu
magnetycznego

Dozwolone energie momentu magnetycznego w polu
magnetycznym

F = _thBo Obraz dla j=1/2

(np. proton tworzacy jadro wodor‘u)
Najmniejsza zmiana energii momentu magnetycznego

zwigzana ze zmiang orientacji momentu pedu (zwykle H/2 Eomomooenomcennces F.
spinu) jest rowna ‘AE ‘ =hyB, = hw,

@, -czestos¢ Larmora
Jest ona wigc rOwna energii fotonu promieniowania
elektromagnetycznego o cz¢stosci Larmora. Fotony
takie mogg by¢ pochlaniane przez uktad, co prowadzi  hv=AE=ha=1hB,

do rezonansu .
Energia jest pochtaniana przez gdyz w stanie rownowagi

wiecej obiektow z momentem magnetycznym znajduje
sie W stanie o0 nizszej energii niz o wvzszej N*




Rezonans magnetyczny dla spinowego momentu magnetycznego
czastki o spinie s=1/2 (np. elektron) —opis kwantowy
Stan spinowy elektronu opisujemy przez macierz

-]

/Zmiany w czasle tego stanu opisuje rownanie analogiczne do
rownania Schrodingera zaleznego od czasu

7Y g
dt

V)

Czesc operatora Hamiltona opisujaca oddzialywanie momentu
magnetycznego z polem ma postac

N

F=—jiB=i,-B,+it,-B,+j B)=yS. B +S B +S. B)

Zaktadamy 1z |
B. =B, B, =B, Cos(a)t) By = —B, sm(a)t)

z



B. = B, B_= B, cos(wt) B, =-B,sin(wt)

Y
Ldy) s
Rownanie 7 T =Hy > przyjmuje postac

_olal  amll0 1] 0 —i] 1 0| |la
ih—| |=—"— B_+ B+ B.
ot| b 2111 0 i 07 |0 -1 b

1 mozna je zapisa¢ w postact dwoch rownan sprze¢zonych

a_y w_r
P (B, cos(awt)b +iB, sin(wt b+ B,a) % (B, cos(awt)a —iB, sin(wt)a — B,b)
oa (Q be' +Q ) ob (Q ae'”" —Q b)
ot ot
B, B
Q =1L _ 5o
gdzie ) € = 7

COS (a)t)+ [ sin (a)t): ot COS (a)t)— I sIn (a)t)z e



Uktad rownan rozwigzujemy przy warunku poczatkowym
( spin skierowany do gory; m=1/2) czyl

vle=0)={ 0 |1

Po rozwigzaniu otrzymujemy

wle) - {a(t)}  sin(at) _exp(izwtj{i(ﬂ - %j + ﬁctg(a,;t):|_

b(t) @ I exp(— %)ﬂ

2
& = \/(Q —QJ Q2
2

gdzie




Wielkos¢ okreslajgca prawdopodobienstwo uzyskania w pomiarze
zmiany rzutu spinu na o§ OZ z s. =§ na s. =—§ to

2 »  Q° sin’ (ot
P@) =|(~lw () =[p@)] =—% (@)

@

Osigga ono maksimum gdy o)

czyli uwzgledniajac to 1z Q| << wowczas gdy o =2Q, =B = o,

Przypadkowi temu odpowiada pochloni¢cie przez elektron
energii fotonu padajacego promieniowania rownej roznicy
energii stanow elektronu z dodatnim i ujemnym rzutem
momentu magnetycznego elektronu ﬁ na o$ Oz (kierunek
zewnetrznego pola magnetycznego B, )

E=hw,=hyB, = 2%30 = 2|y, |B, =244, B,
2m



Rodzaje rezonansu magnetycznego

W zaleznosci od typu obiektow bedacych zrodiem magnetyzacji wprowadza
si¢ rOzne nazwy obserwowanego efektu rezonansu magnetycznego
a) Elektronowy rezonans magnetyczny —EPR
Zrodlem magnetyzacji sa momenty magnetyczne elektronow wchodzace
w sklad atomow (czestotliwosci rezonansowe z zakresu mikrofal)

b) Jadrowy rezonans magnetyczny -NMR
Zrodlem magnetyzacji sa momenty magnetyczne jader w tym zwlaszcza
protonow (czestotliwosci rezonansowe z zakresu fal radiowych,

czestos¢ rezonansowa dla magnetyzacji zwigzanej z jagdrami wodoru w
polu o indukcji B=1T wynosi ona 267,52 *10° rad/s

Efekt NMR stosujemy w medycynie do obrazowania tkanek 1 narzadow
(tomografia magnetyczno-rezonansowa) Momenty magnetyczne sg zwigzane
gtownie z jadrami atomow wodoru (protonami) wchodzagcymi w sktad wody
wchodzacej w sktad tkanek cziowieka .

Efekty NMR 1 EPR stosujemy w chemii do badania sktadu chemicznego 1
wtasnosci strukturalnych réznych substancyi.



Rezonans magnetyczny-opis polklasyczny kontynuacja
Gdy zaleznos¢ pola poprzecznego od czasu ma postac e

B_(t) = B, cos(wt) B,(t)=-B, sin(t ) il

to z rozwigzania fenomenologicznego rownania Blocha S —
w stanie ustalonym wynika iz T ——--~\I|' ‘
M (1) = B | y'cos(wt)— x"'sin(ar )] gdzie '
| M w, —o)l M 1
X = @ BOTZ ( 02 2)22 2 Z”:a)o_OTz 2 2 ey
o 1+, -0 T+ BITT, B, ‘l1+(w,—w) T + BT,

Zaleznos¢ sktadowej X’ podatnosci magnetycznej od ® wykazuje wyrazne

maksimum dla czestosci rezonansowej () = w, = JB,

Wyznaczenie czestosSci rezonansowej pozwala przy znanej wartosci B, na okreslenie
stosunku zyromagnetycznego y lub okreslenia przy znanym y wartosci pola B,. W
rzeczywistosci wartosc pola B, w ktérym znajduje sie jadro (atom) ulega niewielkim
zmianom w stosunku do pola zewnetrznego pod wptywem lokalnego otoczenia w
ktorym jgdro (atom) sie znajduje. Okreslenie zmiany pola pozwala na uzyskanie
cennych informacji o otoczeniu jgdra i atomu.

Analiza zaleznosci sktadowej x-owej magnetyzacji od czestosci zmian przytozonego
pola B, pozwala na okreslenie czasow relaksacji T,, T, stanowigcych istotne zrodto
informac;ji o badanej substancji. Czesto do ich doktadniejszego wyznaczenia stosuje
sie takze impulsowe pola prostopadle do osi Oz wyprowadzajgce magnetyzacje ze
stanu rownowagi | bada sie odpowiedz uktadu na te pola.



)

Wyznaczanie czasu relaksacji T, przy pomocy metod impulsowych

Przyktadamy zmienne pole magnetyczne o czestosci
rezonansowe] 1 indukcji B, skierowane; wzdiuz 0sl1

Ox (lub—-Ox dla r<0) przezczas ¢,, =
ktorym wektor magnetyzacji jest skier
wzdtuz osi Oy (impuls 77/2).

2) Badamy wielkos¢ sygnatu
proporcjonalnego do amplitudy
wektora magnetyzacji rotujgcego
w plaszczyznie xOy

/2

ﬂsﬁv&\

gwany

%

]Ml

B. Augustyniak




Wyznaczanie czasu relaksacyi T, przy pomocy metod impulsowych

3) Pomiary wykonujemy kilkukrotnie. Po to aby uzyskany sygnat istotnie zalezat
od czasu T, kolejne pomiary wykonujemy po czasie na tyle krotkim zeby
wielko$¢ magnetyzacji M, w chwili przytozenia impulsu 7 /2 w obszarze o
duzym T, byla znaczgco mniejsza. Powoduje to zroznicowanie roOwniez
wielkosci sktadowe) magnetyzacji rotujace) w plaszczyznie poziomej po
przylozeniu impulsu 7 /2 majacej bezposredni wptyw na wielkos¢ sygnatu
WY]SCIOWEEZO

4) Po to aby uzyskany sygnal istotnie zalezat od czasu T, mozna tez przed
wykonaniem kazdego pomiaru przylozy¢ impuls 7 odwracajacy kierunek
namagnesowania a nastepnie pomiary wykonywac po czasie po ktérym
namagnesowanie obszaroOw o roznym 7', znaczgco si¢ roznilo.

T1g<Tya




Metoda echa spinowego
Moze stuzy¢ do doktadnego pomiaru czasu relaksacji 7.

. , _4M
1)Przyktadamy zmienne pole magnetyczne o czgstosci /‘L7< /2
rezonansowej 1 indukcji B; skierowane wzdluz os1 Ox ) I

A , ) g
(hlb —Ox dla r<o ) przez czas t = T po ktc')rym impuls /2
ZMBl LFIL‘}

wektor magnetyzaciji jest skierowany wzdhz osi Oy.

2) Nastepnie wektor magnetyzacji precesuje wokot osi é@ ' l I
Oz w plaszczyznie z=const przy czym ze wzgledu na el .
utrate koherencji w ruchu r6znych momentow dtugosé y ?Qé w2 & echo

sktadowej wektora magnetyzacji w ptaszczyznie z=const
maleje. Proces zaniku jest silnie przyspieszony przez

r6zng czestotliwose precesji roznych momentow w

badanym obszarze wynikajgaca z niejednorodnosci pola
magnetycznego dziatajacego wzdtuz osi Oz. .
3) Przylozenie po czasie 7 pola dziatajacego w czasie ‘= = M—ﬂ
powoduje iz po czasie 27 nastepuje kompensacja

efektu zwigzanego z niejednorodnoscig pola ( momenty

ktore wyprzedzaty inne dla t<7 sg w chwili /=7 wzgledem nich opdznione i po czasie
27je doganiaja co prowadzi do wzrostu sktadowe) magnetyzacji w ptaszczyznie z=0.
Jednak magnetyzacja jest mniejsza niz w chwili poczatkowej o czynnik rzedu ex —%

2

4) Podang sekwencje sygnaldow mozna stosowac wielokrotnie.



bB3%

Wykorzystanie roznicy czasow relaksacyi
w tomografll magnetyczno-rezonansowej

..............................................................

tkanka
tluszcz

M

100%

3?’0__,-:':' ......................................................
cZds
cZdas
: -
; ; . : Phyn mazgowa-
Wiesien sercowy | Tkanka tiuszczowa Watroba Istota biata mozgu | Istota szara mozgu Krew tetnicza v’d:enii’m-
F
B T1 [ms] 5O 250 575 5a0 1100 1200 2000
T2 [ms] 30 ol 50 g2 92 250 1000

Czas relaksacji [ms]

*Wystepowanie roznic miedzy czasami relaksacji dla roznych tkanek pozwala na
ich rozrdznienie na obrazie badanej cz¢sci organizmu. Czasy relaksacji tkanek

zlozonych z wody sg dluzsze od czasu relaksacji tkanek w sktad ktorych

wchodzi wigksza liczba makroczgsteczek biologicznych. Zmiany patologiczne w
obrebie danej tkanki zwykle takze znaczaca wptywaja na czasy relaksacji



Obraz kregostupa szyjnego w ptaszczyznie strzatkowej. Widoczne jest ztamanie
trzonu T6 i przemieszczenie w kierunku kanatu kregowego. Obraz uzyskano
wykorzystujgc zalezno$¢ uzyskiwanego sygnatu od czasu relaksacji T;.



Nowotwor jezyka
A obraz uzyskany przy wykorzystaniu zaleznosci sygnatu od czasu T,
B obraz uzyskany przy wykorzystaniu zaleznosci sygnatu od czasu T,



Tomograf

pole

magnetyczne

komputer

"

|

cewki odbiorczo- ~ —~

/ -nadawcze

X

spektrometr NMR

Do wytwarzania silnego statego
jednorodnego pola magnetycznego o
indukcji z zakresu 0,5-3T (7T)
wykorzystuje sie zwykle magnesy
nadprzewodzace w ksztatcie cewki
wykonanej z zytek nadprzewodzacych
wykonanych np. ze stopu niobu z
tytanem wprasowanych do
miedzianego drutu zapewniajgcego
kontakt stopu z utrzymywanym w
temperaturze T=4K helem otaczajagcym
cewke. Cata cewka umieszczona jest
tez w kriostacie zawierajagcym kilka
przegrod pomiedzy ktorymi znajduje sie
proznia i ciekty azot. Obszar w ktorym
lezy pacjent moze byé utrzymywany w
temperaturze pokojowej

Do wytwarzania statego pola rzedu 0,1T-0,5 T wykorzystuje sie tez elektromagnesy z cewka
nienadprzewodzacg wypetnione w znacznej czesci ( z wyjatkiem szczeliny w ktorej lezy pacjent)
metalowym rdzeniem. Do wytwarzania gradientéw pola stosuje sie cewki gradientowe zas do
wytwarzania pola zmiennego cewki odbiorczo-nadawcze. Cewki te stuza takze do
rejestrowania zmian pola magnetycznego wywotanych przez zmiany magnetyzacji na drodze

zjawiska indukcji elektromagnetycznej



Wykorzystanie gradientow pola do rozroznienia sygnatow

pochodzacych od roznych czesci badanego ciata
Pole w obrebie obrazowanego obszaru jest niejednorodne 1 charakteryzuje si¢ wystepowaniem
lintowych gradientéw 1ndukcji pola wzdtuz r6znych kierunkow w przestrzeni wigczanych w
trakcie badania, co pozwala na dokonanie oddzielnie analizy wybranych cz¢sci ciata. Gradient
statego pola magnetycznego wlaczany w czasie podania impulsu 7 pozwala na ograniczenie
obszaru dla ktorego s3 spelnione warunki rezonansowe. Przytaczanie gradientow pola w trakcie
rotacji wektora namagnesowania pozwala na zmiang¢ cz¢stosci oscylacji namagnesowania w
ptaszczyznie prostopadtej do osi Oz w réznych obszarach badanego ciata. Rozdzielenie sygnatow
uzyskanych przy pomocy metod impulsowych pochodzacych z r6znych obszardéw ciata dokonuje
si¢ czesciowo przy pomocy metod opartych na transformacji Fouriera

2! 1 el
\ ) !_.'1__.,5(: b ' i A
M Y ' |

L |
n
d) I T | v
- II II d) [ |

amplit




Spin —uzupetniajgce dowody dla
zainteresowanych



Wartosci wlasne 1 reprezentacja macierzowa operatorow

zwigzanych ze spinem

Operator 4' nazywamy operatorem hermitowsko sprezonym do
operatora ; jezeli zachodzi rownos¢

<l//1 A l//2> :<'7”2 % l//1>*
W przypadku gdy 41 jest operatorem hermitowskim to 4+ = 4

Definiuyjemy tzw. operatory drabinkowe
§+=§x+i§y S—:Sx_iSy

Operatory te nie sg operatorami hermitowskimi. Natomiast zachodza relacje
5.) =5 . (5)=5 -edy

+

8.7 =(8.+i8, ) =(8.) =il8,) =8.-i8, =8 (5] =(8, -8, ) =(S.) +il$,) =5, +i$, =8

X y +

>

W dowodzie wykorzystalismy fakt 1z operatory sktadowych spinu sg operatorami
hermitowskimi

s5)=5. &)= 8.) =5,



Relacje spelnione przez operatory S, =S, +iS, oraz S =S —iS ’

S..5. |=nS, S5 |=—ns.
5.8 )= (8.8 Jeils. 8, = [5..8. 18,8 )
= inS, ~iinS, )= inS, +nS, =n(S, +i$,)=nS,
LSA'Z,S_]Z{ﬁz,ﬁx]—ilgz,gy]Z{Sz,ﬁx]+i{§y,§2]=
= inS, +ilinS, )= inS, ~n$, =—-n(S,~iS, )=-ns.

N E
.S |=[8.+i8,.8. —iS, |=[s..8 |-ils..8, [+i[$,.8 |+]S .S |
—0-i8..8, |-8..5, [+ 0=~ ) i{inS. )= 215,




Relacje spetnione przez operatory S, = S + iﬁy oraz S =S8 —iS
0

5.5 |=o0 55 |-

z 9 +5~ — —
A A 1 ((~ ~ Y A A A ~ Y A A
§2 =82+~ ((S, +iS JS, ~i8 )+ (S, s, (S, +iS )

Z 2 X y X y X y X Y
a2 G2 1 52 QO QO 52, Q2 , QO QO QO o2
S =35; +5(Sx —i5.5,+i5,5,+5,+5, +i5.§, —iS S, +Sy)

52 Q2 . Q2 ., Q2
5™ =38.+35, +5,



S*=8>-hS.+S.S.

5.5 -85 -3 —on5. ——. $8.=55 -8,

/

§: =82+ (5.5 488.)552+ (5.5 485 ~2n8 =52 28, + 5.
S =8 +nS5.+8_85,

5.5 -85 -3 —2n. §.5 =58, +2n8.

/

§0 =52+ (5.5 488, )= 82+ (5.5, 4205, +5.8. )= 52418, 48 5.




Poniewaz S..82|=0 to operatory S. oraz S
maja wspolny uktad wektorow witasnych.
Oznaczmy te wektory przez ‘Z o, >

Zapiszmy rOwnania wiasne dla tych wektorow w postaci

S Zon) S|\ ) =10 (5)

Zon,)
f(s) —funkcja zmiennej S

| Xom, > = hm,

Okreslmy nowy wektor stanu ‘ /4 > =

Podzialajmy na ten wektor stanu operatorem S

N

S




N

S.|y)=5.S, Zm> =Ni(m, +1)7)

Stan opisany wektorem stanu ‘7/> S|z, > jest stanem
wilasnym operatora S odp0w1adajqcym warto$ci wilasne;
podwyzszonej o /i w pordwnaniu z warto$cia wlasna

odpowiadajacg stanowi oplsanemu przez ‘ Ko >

N

a zatem mozna zapisac ‘ 7/> S ¥ > C |y +1>
( C,... -stata normujaca) o L
Okreslmy nowy wektor stanu ‘5 > =S | Xsm, >

N

Podziatajmy na ten wektor stanu operatorem S




N

S.|5)=8.5

Yon, ) =T(m, ~1)5)
S Lo > jest stanem

Stan opisany wektorem stanu ‘5 > =S

wlasnym operatora . odpowiadajacym warto$ci wlasnej
obnizone] 0 i w porOwnaniu zZ wartoscig wlasng
odpowiadajacg stanow1 opisanemu przez |y, >

a zatem mozna zapisac ‘ 5> _ SA‘_ P >: D |y _1>
( D, -stala normujaca) ; g | b s my

Wartosci wlasne operatora 3’2 tworza cigg w ktorym kolejne
warto$ci wlasne réznia sie o7



Podziatajmy na wektory stanu |7)= S, Zm> oraz |5)= S

operatorem S’

Kon,)

N

N 7/> = S%§

Yon ) =0 (5)7)
Yo ) =W f(5)|5)

Hom, )= 5.8 2o ) = SIS 2 ) =17 F(5)S,

N

$?8)=8°S.

X, ) =S8 Zon, ) = S £ (9)| 2,0, ) = B2 F (9)S.

Oba wektory stanu sg wektorami wlasnymi operatora S?
nalezacymi do tej samej wartosci wlasnej #” f(s)

Wektory powstale przez dzialanie operatorow S lub S_ na
wspolne wektory wlasne operatorowS” i 52 i S sq wektorami
wlasnymi operatora s> nalezacymi do tej §amej wartosci
wlasnej



Z definicji wynika iz =~ §* —S% = S§% + gyz

W stanie wlasnym ‘;{ms > wartosc oczekiwana
<§2 —§j> - <S2>—<S2> = 2 f(s) = h’m’
Ponadto <SA’2 —3’22> = <L§f>+<§y2> > ()

A zatem Af(s)—hm’> >0  czyli <N f(s)

Dla ustalonej liczby s od ktorej zalezy wartos¢ wlasna
operatora kwadratu spinu (dlugos¢ wektora spinu) mamy
ograniczenie na maksymalng i minimalnga wartos¢ liczby m
okreslajacej rzut spinu na o$ OZ.

Dlugos¢ rzutu spinu na oS OZ nie moze by¢ dluzsza od
dhlugosci wektora spinu

mS



Oznaczmy stany o maksymalnej 1 minimalnej wartosci liczby m,

1ako oraz
J ‘ Zsms’max > ‘ Zsms,min >

Musi zachodzié S

Mozemy podziata¢ na stany ‘ Yo >0raz ‘ . > operatorem S

s,min

zapisanym w postact §°=8’+hS +S5.S, oraz §2=8>_pS +S.S
odpowiednio

S Zsﬁms,max > o SZ Zsﬁms,max > + hSZ Zsﬁms,max > + S_S+ Zsﬂms,max > o

=h’m’ +h’m +0=h"m___ (m___+1)

o §,max ;(s,ms’maX s, max ;(S,ms,max o s, max §,max ;(s,ms’maX
S Zs’ms,min > o SZ Zs’ms,min > - hSZ Zsﬁms,min > + S+S_ Zsﬁms,min > o

22 2 2 22

=h ms,min Zs,msymin > —h ms,min Zs,ms,min > +0=n ms,min (ms,min o 1)‘ Zs,ms,min >



Otrzymalismy relacje:

$’ T ) S

o) =101 (5)

IR A0 P

SZ

O R=2
Zsams,max > o h mS,max (mSamaX + 1)‘ Zs’ms,max >

312

2
Zs,ms,min > = h ms,min (ms,min - 1)‘ Zs,ms,min >
Z relacji tych wynika iz m,  (m, 0 +1)=m, . (m, 0 —1)= £(5)

R(’)Wﬂanle ms,max (ms,max + 1): ms,min (ms,min _ 1) Wymaga by ms,min — _ms,max

Z rownaniam, (msjmax + 1) = f(s) po okresleniu liczby s jako

S =M ax OtTZYmujeme(S) = S(S T 1)

<m

s, max

m

N

Wida¢ iz spetniona jest relacja |m,|<+/f(s) =\m, . (m, . +1) gdyzZ



m = |m

s, max

Poniewaz .min| =9 oraz kolejne liczby m, mogg si¢ roznic
tylko o 1 to liczba s musi by¢ liczba bedaca wielokrotnoscig liczby
1/2

A wiec z poczynionych rozwazan wynikaja nastepujace
warunki na dozwolone wartosci jakie mogg przyjmowac liczby
s 1 m, od ktorych zalezg wartosci wlasne operatorow kwadratu
spinu oraz rzutu spinu na o$ OZ

s=0,1/2,1,3/2,2,5/2,......

m =S, -s+1,-s1+2,....... ,8-2,8-1,8

Warunki te dopuszczaja polowkowe wartosci liczby s, ktore byly
zabronione w przypadku orbitalnego momentu pedu z uwagi na
warunek jednoznacznosci funkcji falowej, z ktorego to warunku
wynikalo iz =0,1,2,3....

Warunek jednoznacznosci funkcji falowej nie wplywa na
dozwolone wartosci wlasne operatorow zwiazanych ze spinem
(wlasnym momentem pedu czastki), ktorego wektory wlasne nie
mozna reprezentowac przez funkcje zalezne od zmiennych
przestrzennych.



Dowod relacj

L§+‘Zs,ms > = h\/(s —m_Ns+m, + 1)‘ ;(S,ms+1> S_‘ Ks.m, > = h(s +m Js—m, + D‘Zs,ms—1>
Wczesnie) pokazano A

‘7/> — §+ Zs,ms > — Cs,ms Zs,ms+l> ‘5> =5 Zsms > - Ds>ms ‘ Z5>ms_1>
Wyznaczenie wspotczynnikow C,,, oraz D, dlaktorych

<Zs,ms+1 Zs,ms+1> = <Zs,ms—1 ‘Zs,ms—l> =1 gdy <Zs,ms ‘Zsm> =1
S\ 2o, )= 52 Ko, 1S o, )+ 8. o ) =
= 12| 7 VA 2 )+ Con Do 2o )= [om, (m, 40 +C D] )

S? Xsm. > = h’s(s+ 1)‘ sm. >

Z. porOwnania powyzszych wzorOw wynika 1z

hs(s+1)=h’m (m, +1)+ CnD =n’m (m, —1)+ CimaD

s,mg+1 S, M




S

+ Zs,ms > = Cs,ms <Zs,ms+1 Zs,ms+l> = CS,mS

s.m, > = <Zs,ms+l (S’_ )+

*
* *
= Ds,ms+1 <Zs,ms ‘Zs,ms > = DS,mS+1

<Zs,ms +1

<Zs,ms +1

Z porownania powyzszych wzoroOw wynika 1z Com =Dimn 4 zatem
hs(s+1)=n’m_ (m, +D)+C,, D, = ‘m_(m, -D+C,,, D, =

= 1*m,(m,+1)+|C,,, | = *m, (m, ~1) +\Ds,ms \2

7 powyzszej rownosci wynika iz

Cim ‘2 =h’ [S(S +1)—m (m + 1)] =h’ [(S —m )(s+m, + 1)]
D, [ =n[s(s +1)~m (m,~D)]=1[(s +m )(s—m, +1)]



Z przeprowadzonych rozwazan wynikaja relacje:

Ko, > =T1[(s —m, X5 +m, +1) zm1>

Xsm, > = h\(s+m, Ns—m +1)| 7,,, _1>

W szczegolnosci dla elektronu mamy s=1/2,m =+

)M V) Gl==1 ==

7o\

S-I—

N

S

£l Aol L
2 27 2
Sl S0 SIR=A)  §])=0
Wyznaczenie reprezentacji macierzowej operatorOw A o S.,98 ’ ody s=1/2
S, =58, +i§, S. = M
=)
. ¢ _S.-8 _5-8
S =8§8,-1§, v i 5












Wyznaczenie rozszczepiania poziomoOw energetycznych
atomu na skutek sprzezenia spinowo orbitalnego
(dla 0sOb zainteresowanych)



Catkowity moment pedu J =L+

Catkowity moment pedu J spetnia te same reguty komutacyjne co
orbitalny moment pedu 7 ispin g

o d i g emi ad=id,
A A A £ I JP =Tl J 4

N Vo

Rownania wiasne dla operatorow J_ oraz J *

T2 : 2 .. :
T, ) =1 G+ Daljm,) -
. Dla s=1/2 mamy j=[+1/2 lub j=I[-1/2 ( gdy 1=0)
JzZ(]:mj):hij(]:mj) m=-,j+1,....J-1]
Liczba kwantowa j okreslajaca dozwolone wartosci (kwadratu) dlugosci wektora
calkowitego momentu pedu w stanie wltasnym tego operatora zalezy od liczb /1 s
okreslajgcych dlugosci wektorow orbitalnego momentu pedu 1 spinu.

Istnieje mozliwos¢ jednoczesnego wyznaczenia dlugosci wektorow J,L, S

oraz rzutu calkowitego momentu pedu na o$ Oz nawet w obecnosci oddziatywania
spinowo-orbitalnego.

+ 1, J+s—1,1+s




Gdy uwzgledniamy sprzezenie spinowo-orbitalne do opisu stanu

kwantowego atomu zamiast liczb m,m; wykorzystujemy liczby j, m;

okreslajace wartosci wlasne operatorow

1) J> ktore sarowne 7 J(G+1)  przy czym j=|/-s|

2) J. ktore s rowne im;  przy czym m;=—j,—j+1....j-1,j
Nadal do 1ch opisu stosujemy takze liczby n,l,s

l—S‘-I—l, ..... J+s—1,1+s

Wynika to z faktu 1z
a g J=olal=oli pl=olastlzo - GofS
Mozna pokaza¢ bowiem 1z JJ=L-L+S-S+2L-S
fyp=38-L=2{J-7-L-L-5.5 =2~ 5*)

We wspolnym stanie wlasnym operatorow H.J°.J..L*,5* wklad do
energii elektronu w atomie zwigzany z oddziatywaniem spinowo-
orbitalnym jest rowny p _ A

SO 2

<ﬂ“ > -warto$¢ oczekiwana 4 W atomie wodoru A=

~~

[iG+D) =11 +1)—s(s +1)] A =()
1 1dV(r)

2.2
2m;c” r dr




Przykiad: elektron w atomie jednoelektronowym ( lub atomie o

jednym elektronie walencyjnym) w stanie o /=0 oraz /=1 (s=1/2 dla
elektronu zawsze) A

Ego =[G+ D=1 +D=s(s +D)]

Dla /=0, j=1/2 brak rozszczepienia poziomow energetycznych
1. 4|3 3
E, (l=0,j=—)=—|—0-——|=0
s0( J 2) 7 [ A 4}
Zas gdy [=1, j=3/2 lub j=1/2 wyst¢puje rozszczepienie

~~/

3. 1[15 37 4 1. A1[3 3 ~
E (I=1j=)="|—"-2-2|=2 E_ (I=1j=—)=2]|2-2-Z|=-]
SO( J 2) 2{4 4} 5 50( J 2) 2[4 4}
1=1,j=3/2 1=1,j=3/2
I=1,j=1/2 =1=172

1=0,j=1/2

N

HSO:O [:[S();é() A>0



Przyblizone wyznaczenie rozszczepiania pozZiomow
energetycznych atomu w polu magnetycznym
zewnetrznym przy uwzglednieniu sprzezenia spinowo
orbitalnego
(dla 0sOb zainteresowanych)



W yjeciu polklasycznym mozna przyjac 1z w przypadku uwzglednienia
oddziatywania spinowo-orbitalnego wektory orbitalnego momentu pedu 1
spinu wykonujg precesje wokot kierunku wektora catkowitego momentu
pedu, tak 1z dlugos¢ wszystkich wektorOw pozostaje stata. Z kolei
calkowity moment pedu wykonuje precesje wokot osi Oz z zachowaniem
statego rzutu na os Oz.

A

Os OZ

<!

)




Efekt Zeemana w obecnosci oddziatywania spinowo-orbitalnego

OZ A

Ze wzgledu na anomalie magnetomechaniczng
wektor catkowitego momentu magnetycznegoH
nie jest rownolegly do dtugosci catkowitego
momentu pedu 7 .

W potklasycznym obrazie jezeli pole
magnetyczne nie jest zbyt silne to wektor z
wykonuje szybka precesje wokot kierunku
wyznaczonego przez calkowity moment pedu
Z kolei catkowity moment pedu 7 wykonuje
wolng precesje wokot kierunku osi Oz
wyznaczonej przez zewnetrzne pole
magnetyczne.

Do przyblizonego wyznaczenia energii uktadu
w obecnosci takiego pola niezbedna jest
znajomos¢ z-owej sktadowej wektora 4,
Wektor 4, jest rzutem catkowitego
momentu magnetycznego # na kierunek
wektora J 1jego dtugosc jest rowna
pierwiastkowi z wartosci oczekiwanej kwadratu
operatora momentu magnetycznego w stanie
wiasnym operatora Hamiltona bez
uwzglednienia pola



Zwiagzek catkowitego momentu magnetycznego elektronu

w atomie z jego catkowitym momentem pedu
Dhugos¢ rzutu catkowitego momentu magnetycznego elektronu (lub uktadu

elektronow ) na kierunek wyznaczony przez calkowity moment pedu, znajdujgcego
si¢ we wspOlnym stanie witasnym operatoroOw kwadratu

1) calkowitego momentu pedu okreslonego przez liczbe j,

2) orbitalnego momentu pedu okreslonego przez liczbg /,

3) spinu okreslonego przez liczbe s
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Dla /=0 mamy g=2, zas dla s=0 mamy j=/ czyli g=1. Wielkos¢ czynnika Landego
informuje nas o tym w jakiej czesci moment magnetyczny ma pochodzenie
orbitalne, a w jakim spinowe.



Przyblizony opis efektu Zeemana w przypadku wystepowania

oddziatywania spinowo-orbitalnego
Dhugos¢ wektora bedgcego rzutem catkowitego momentu magnetycznego

H=H T H;  nakierunek wektora J opisuje wzor

‘ﬁ]‘ = g/UB\/j(j"‘l)

gdzie
G -
ﬂB:E _magneton Bohra ]Z‘I—S,I—S‘-i-l, ..... J+s—1,1+s
GG+ D+ s(s+D) =11 +1) g=1 gdy s=0
1 .
g=1+ 27 +1) -czynnik Landego g=2 gdy 1=0

Mozliwe wartosci rzutu tego wektora na o§ Oz wyznaczong przez kierunek
zewnetrznego pola magnetycznego okresla wzor

M, =—8HgM; m,=—j—j+L.,j—1]
Energia catkowitego momentu magnetycznego w polu magnetycznym

E=—-pu-B=—p,b=gum.B
W przypadku gdy rozwazamy atom zawierajacy kilka elektronoOw na
niecalkowicie zapelnionej powtoce to liczby /,s,j w powyzszych wzorach odnoszg do

momentow pedu catego atomu. W atomie o jednym elektronie s=1/2, j=[-1/2 lub
j=I+172 (gdy [=0toj=1/2).



