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Analiza wybranych prostych trajektorii ruchu w przestrzeni
fazowe;

Wiasciwosci trajektorii ruchu w przestrzeni fazowej
Twierdzenie Liouville’a

Stan uktadu punktow materialnych o f stopniach swobody mozna reprezentowac jako

punkt w 2f -wymiarowej przestrzeni fazowej o wspotrzednych (ql,qz,...,qf,pl,pz,...,pf)

Uktad w trakcie ruchu przemieszcza po pewnej trajektorii taczacej punkty w przestrzeni
fazowe;.
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Wyznaczenie trajektorii ruchu w przestrzeni fazowej dla

jednowymiarowego oscylatora harmonicznego

: kx® )
Potencjat Vi(x)= — Energia kinetyczna r=""

X- wspotrzedna uogolniona

: : .2 oL . . D,
Funkcja Lagrange’a ;_p_jp "™ _ k% Ped uogblniony Px = P mx = X = "
.2 2 oH
Funkcja Hamiltona E =T+V = mx + fox = px + hor = F = const —"bo a_ =
2 2 [2m 2 !

Roéwnanie trajektorii ruchu w przestrzeni fazowe;j
2 2 2
E=Lx fox = P, kx
2m 2 2mE 2E

2

p.  x p: ; L als 2E [ 2E _
i — rownanie elips : _|2E_|2E  b=A2mE
:>2 E+2E 1:>a +b 1 ( psy) edzie a=y - :

Dla analizowalrclego oscylatora trajektorie w petni
okresla jego catkowita energia mechaniczna. Jest to Px 1
stuszne gdy E=const dla uktadow o 1 stopniu swobody
Rownania Hamiltona x= 2ﬂ =Py —aaﬂ =—kx _, / a

D, m X
Polozenia rownowagi stabilne (trwate): punkt o x=0,p =0, \\ X
Spoczynek odpowiada minimalnej energii E=0

Pole elipsy rosnie z E




Wahadto matematyczne o dlugosci / poruszajace si¢ w ptaszczyznie z=0

@ - wspotrzedna uogdlniona
| g
[

P

—»

y

Funkcja Lagrange’a

Ped uogolniony p, =

Funkcja Hamiltona

H=T+V=21¢ -mglcosp= Py
2 2m

xV

P, = +/2mI*(E +mgl cos )
W trakcie ruchu musi by¢ spelniony warunek £ = —mgl/ COS((P)

> L=T—V=§v;—(—mgx)=§lqu2+mgICOS(p

oL

—_=mlz¢):>gb: Py
op

ml*

2

—mglcos@ = E = const

2
! N

Rownanie trajektorii

czyli naymniejsza dopuszczalna energia jest rowna E=-mgl
Gdy E<mgl to ruch ciala odbywa si¢ z zakresie —p_ <p<@p__gdzie , —arccos L]
mg.

E> mgl rotacje A

<R

E <mgl
drgania

<\@/O
) XV

W trakcie ruchu p(pzmienia znak
Rownania Hamiltona
OH _ Py

¢:—:
ap,

Potozenia rownowagi
¢=0,p,=0 -trwale (E=-mgl)

Q= 72'(— 72')’ p, = 0 -niestabilne
(E=mgl)

D, = _H _ —mgl sin @
el

ml*



Linearyzacja uktadu rownan ¢= OH _ P b, = _OH _ ~mglsing ~ WOKkOI polozenia

op, ml 2 op
rownowagi @ =7,p, = 0 (niestabilnego hiperbolicznego punktu statego)

Wprowadzamy wielkosci & =gp— 7, p,=p,-0=p, © ktorych zaktadamy 1z sg mate

Zlinearyzowane rOwnania Hamiltona

p€0 ﬁ(p = —mgl sin(¢ + m) = mglsin(¢) = mgle
2
ml

o =

Wynika z nich rOwnanie mlza — mglg’b’ — 5 — 7/25 =0 gdzie i :%

majace ogodlne rozwigzanie (Z — 4 CXp(j/[)-F B CXp(— 7/[)

.o
n~~/

przy czym Z?Jgo — m12(0 — mlzj/(A exp(y/t)—Bexp(— 74))



.
~~

= Aexp(y)+ Bexp(-=y) b, =ml’p =ml’y(dexp(y)- Bexp(- 1))

Jesli B=0 to uktad oddala si¢ od rozwazanego potozenia rownowagi wzdtuz
prostej w przestrzeni fazowej o rOwnaniu ﬁ(p = ml* A exp(j/[) = ml* yp oile

A#0

(gdy 4= pB=0 touklad spoczywa w potozeniu rownowagi co odpowiada
jedynemu dozwolonemu zachowaniu gdy w chwili poczatkowej uktad znajdowat
si¢ potozeniu rownowagi)

Jesli A=0 to uktad zbiega do rozwazanego potozenia rownowagi wzdtuz prostej w

przestrzeni fazowej o réwnaniu 5 — /%8 exp(—y)=—ml*yp

oile B#0 przy czym osiaga on polozenie rOwnowagi po nieskoficzonym czasie
Rozwazane przypadki odpowiadajg ruchowi po separatysach

Gdy 4=0oraz B #0 touktad takze po pewnym czasie oddala sie od
potozenia rownowagi przy czym E#mgl. Mozna pokaza¢ iz torem w przestrzeni
fazowej po ktorym porusza si¢ uktad jest tuk hiperboli o rownaniu




- - , , : oH : . .
Linearyzacja uktadu rOwnan ¢= OH _ Py p, =——=-mglsing wokot polozenia

ap, ml? ? op

rownowagi @ = 0,p,=0
Wprowadzamy wielkosci ¢ =p-0=¢,p,=p,—0=p, o ktorych zakladamy iz sg male

Py ﬁ(p = —mglsin(@) = —mglsin(¢) = —mglP

Zlinearyzowane rownania Hamiltona ¢ B
m

Wynika z nich rownanie mlzé =—mglp = 5 +w’p =0 gdzie o =§

majace ogolne rozwigzanie p=A cos(a)t)+ B sin(a)t)

~

przy czym D, =ml’p = ml’ (- Asin(wt)+ B cos(wt))

Tym razem punkt pozostajacy poczatkowo blisko potozenia rownowagi bedzie caty
czas pozostawatl blisko tego potozenia

Mozna pokazac iz gdy obie stale 4 1 B nie sg jednoczes$nie rowne 0 czyli uktad nie
znajduje si¢ w polozeniu rownowagi to torem w przestrzeni fazowej po ktorym porusza
si¢ uktad jest tuk elipsy o rownaniu

% Py




Dygresja: Zaleznos¢ kata od czasu dla wahadta matematycznego w przypadku nastepujacych

warunkéw poczatkowych ruchu p(1=0)=0  ( p(r=0)=g, = % )
1) E=mgl= olt)= 4arctg{exp(\/€ tﬂ 7[ lim ot)=7
2) E>mgl = glt)= 2am(%t j (ruch rotacyjny)
olt)= 2am( (pzo tj ¢2° = F(l? = gj :ufz 7 ;Zinz(w) i= f?gg

F (E U= QJ -catka eliptyczna pierwszego rodzaju w postaci Legandrea,
2 ; : : )
am —funkcja zwana amplitudg (Rubinowicz)

2) -mgl<E<mgl = ¢p=2 arcsin(k sin(u )) = 2arcsin(k sin(am(@t))) (ruch oscylacyjny)

- - du (@ / _ g
u=am\ot)= wt = =F(k,u) sm( j Je sin (u o
( ) '([\/l—kzsinz(ﬁ) 2 o

4F( ,— am(&+4F ) =am(&)+ 27
Okres drgan 7 - 2)_ LF(,{,ZJ [ 2)
2 2




Mozna pokazag iz AN du 7 1Y, (1%3) 4
Fk,—:j =—|1+| = k™ + k' +.....
2) 5 J1-k’sin@@) 2| \2 2%4

. A . . Lk
0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Gdy k=/%<<1 to fplrll|E i T =4 —-272
4g 2) 2

czyli okres drgan nie zalezy od predkosci poczgtkowej a WIQC takze od wychylenla Z
potozenia rownowagi (izochronizm) . Gdy zatozenie to nie jest spetnione wéwczas
okres drgan ro$nie ze wzrostem ¢, ze wzrostem ktdrego rosnie takze maksymalna
wartos¢ kagta ¢ czyli amplituda drgan @, . Amplitude drgan mozna okresli¢ z

warunku
)

2
_ml Po _ mgl cos(goO = O) —mgl cos(qom ) =1- cos(qom ) = L% = 2sin ((o’" j = Lgoo
2g 2 2g

= Zarcsm( / ‘%)



Wiasnosci trajektorii ruchu w przestrzeni fazowe;

1) Gdy liczba stopni swobody f=1 1 0H/0t=0 to H=const 1 wartos¢ H zwykle réwna energii
wyznacza w pelni krzywa bedaca trajektorig ruchu. Trajektoria ta stanowi 1 wymiarowa
hiperpowierzchnie w 2 wymiarowej przestrzeni fazowej. Gdy ruch jest ograniczony w
przestrzeni fazowej to krzywa jest zamknieta 1 jest to ruch okresowy.

2)  Gdy f>1 to trajektoria zwykle nie jest krzywa zamknietg 1 nie jest w pelni okreslona przez
energie. Wiadomo tylko ze jezeli 0H/0t=0 to lezy ona na 2f~1 wymiarowej hiperpowierzchni
okreslonej przez wartos¢ H=const.

3) Ogo6lnie znajomos¢ m niezaleznych izolujacych catek ruchu o postaci F(q,p)=const (facznie z
energig) ogranicza ruch w przestrzeni fazowej do hiperpowierzchni k=2f-m wymiarowe;.
Wybor hiperpowierzchni zalezy od wartosci catek ruchu.

4) W og6lnym przypadku ruch nie musi by¢ okresowy. Gdy jednak ruch uktadu odbywa si¢ w
ograniczonym obszarze przestrzeni fazowej to uklad wraca dowolnie blisko punktu
poczatkowego po skonczonym czasie ruchu o ile funkcja Hamiltona nie zalezy jawnie od czasu
(twierdzenie Poincarego o powrocie) 1 ruch moze mie¢ charakter quasi-okresowy.

5) Ograniczenie toru do hiperpowierzchni jednowymiarowej wystepuje dla dowolnych warunkow
poczatkowych ruchu tylko gdy znanych jest 2f-1 niezaleznych catek ruchu (razem z energia).
Woéwcezas w przypadku ruchu odbywajacego si¢ w skonczonym obszarze w przestrzeni
rzeczywiste] tor w przestrzeni fazowej ma posta¢ krzywej zamknigtej 1 ruch jest okresowy.
Przyktady ruchéw o f>1 1 torze w postaci krzywej zamknietej tworzacej 1 wymiarowg
hiperpowierzchnie

a) oscylator 1zotropowy o f=3 (5 niezaleznych calek ruchu: energie zwigzane z ruchem
wzdhuz dwoch prostopadtych osi 1 trzy sktadowe wektora momentu pedu )

b) ruch pod wpltywem sity centralnej o wartosci odwrotnie proporcjonalnej do kwadratu
odleglosci od centrum sity (5 niezaleznych catek ruchu: energia, trzy sktadowe

wektora momentu pedu 1 jedna sktadowa wektora Rungego-Lenza).



Wiasnosci trajektorii ruchu w przestrzeni fazowej-kontynuacja

6) W przypadku uktaddéw opisywanych rGwnaniami nieliniowymi ksztatt trajektorii zwykle silnie zalezy
od warunkow poczatkowych ruchu i gdy /~1 moze pojawic si¢ zachowanie chaotyczne nawet wowczas
gdy oH/ot=0.

7) Trajektorie ruchu uktadow roznigcych si¢ warunkami poczatkowymi ruchu nigdy si¢ nie przecinajg w
ustalonej chwili czasu i przez dany punkt w przestrzeni fazowej przechodzi takze tylko jedna trajektoria.
Gdy opisujaca uktad funkcja Hamiltona nie zalezy jawnie od czasu sytuacja taka zachodzi dla
dowolnego czasu i1 obraz trajektorii nie zmienia si¢ w czasie. Czesto analizujemy ich przeciecia z
odpowiednimi powierzchniami w przestrzeni fazowej, na ktorych niekiedy umieszczamy tylko punkty
odpowiadajace stanowi uktadu w regularnych odstgpach czasu (przekroje Poincare).

8) Gdy dla analizowanych uktadow mozemy wprowadzi¢ funkcje Hamiltona (czyli sity dziatajace mozna
zapisac przy pomocy potencjatu lub potencjalu uogdlnionego) to objetos¢ w przestrzeni fazowe;
zajmowanej przez jednakowe uktady rdéznigce si¢ warunkami poczatkowymi ruchu (wartoscia
wspotrzednych uogodlnionych 1 pedow z nimi sprzezonych okreslonych w chwili poczatkowej ruchu) nie
ulega zmianie w trakcie ruchu tych uktadéw (nawet wowczas gdy funkcja Hamiltona zalezy jawnie od
czasu) (twierdzenie Liouville’a, ktére pozwala na udowodnienie twierdzenia Poincarego o powrocie)

Objetos¢ ta ograniczona jest przez powierzchnie okreslong przez
punkty reprezentujgce w przestrzeni fazowej jednakowe uktady o \ .
okreslonych warunkach poczatkowych ruchu . W trakcie ruchu p /
zaden punkt reprezentujgcy uktad z wnetrza tej objetosci jak 1 spoza ) ’

tej objetosci nie moze przekroczy¢ tej powierzchni, a zatem ciecz @‘ ‘
zlozona z takich punktow zachowuje si¢ jak ciecz niescisliwa.

[y



Twierdzenie Liouville’a | n
n 4 VAt
, vat AV -Elementarny
AV przyrost objetosci
zajmowanej przez

\ ; ciecz fazowg
S(t+At AS

Rozwazamy przestrzen fazowg dla uktadu dla ktérego mozna wprowadzi¢ potencjat lub
potencjat uogdlniony, opisanego zmiennymi (q,p), oraz zbior warunkow poczatkowych w

chwili t, zawartych wewnagtrz obszaru ograniczonego powierzchnig S(t) o objetosci V..
Zmiana catkowite] dv, AV
objetoéci w AV, = ZASn-vAt:—"’: lim A-&dSn-v :§v-dS

tot
. : dt At—0,AS—0 At
czasie At wazystlde AS Strumien wektora przez powierzchnie S .
Objetos¢ dowolnego

zamknietag jest rowny calce =z
Z tw. Gaussa §V dS J-V dV dywergencji tego wektora po objetosci  Obszaru,

ograniczonej przez tg powierzchnie : :
Predkos¢ przemleszczanla sie po thajethorill I%azzzowejW ’ przemieszczajacego
OH oH oH OH sie w przestrzeni
V= (q‘l,...,q‘f,pl, ..... ,pf)z g YT , — N —— fazowej wzdtuz
op, 5Pf aq, oq f trajektorii fazowych

: jest stata
Z(a% apzj Z 0 (8HJ+ 0 (_ aHj —0 :;,%:0 (ciecz fazowa
~\ dq, Op, dt zachowuije sie jak
ciecz niescisliwa)




Twierdzenie Liouville’a-przykiad

Rozwazmy ruch ciata o masie m na ruch ktorego nie natozono wigzow w polu sity

cigzkosci z 0s1g Oz skierowang pionowo w dot w przestrzeni jednowymiarowe]
m .,

Funkcja Lagrange’a L= T_V:EZ +mgz

Ped 5ni —a—L—mz':>z'—pZ
¢d uogolniony P Py "
Funkcja Hamiltona
2
m .
H(z,p.)=T+V =

2 —mgz = P: —mgz = E = const
2m
Trajektoria ruchu w przestrzeni fazowej z,p,

pz2 = Zm(E + mgz) = pz2 — 2m2gZ —2mE =(0 parabola zalezna od E

t? t
. OH p. s=gti B 5 =8 Pl
zZ= = > m 2 m
Rownania Hamiltona op. m
oH

p,. =p.(t=0)
pzz—gzmgbpzzmgf-i-poz z, = z(t = 0)



gt p,.t p,. =p.(t=0)
) + " +z, p.,=mgt+p, z, = z(t = 0)

I) Przyjmujemy nastgpujgce warunki poczatkowe ruchu w chwili =0
1) z,(=0)=0, p,(=0)=0 A

2)  z(t=0)=h,, p,.(r=0)=0 p:

3)  z(t=0)=hy, ps.(=0)=p,

4) z[=0)=0, p(=0)=p,

Objetos¢ w przestrzeni fazowanej zajmowane] Po
przez uktady ograniczone przez

zZ =

powyzsze warunki poczatkowe jest
dla =0 polem prostokata o dtugos$ciach bokow Ol
hy1p,ipowierzchni  §(t =0) = p,h,

IT) Okreslamy poloZenzie uktadow w przestrzeni fazowej w chwili £,>0
Ad 1 8t
/ Z1(t:tk):7k pzl(t:tk):mgtk
t2
Ad2) Zz(t:tk)ngk—l—ho p.o(t=1,)=mgt,

Ad3)Z3(t:tk):g;]§+potk+ho pz3(t:tk):mgtk+p0
m

2
Ad 4) Z4(t=tk)=g;k+p;;k p.(t=1,)=mgt, + p,




t t
Zl(t_tk)_ng pzl(t_tk):mgtk Zz(t_tk)_ng'i'ho pzz(l‘:tk):mgl‘k
g_fzf Dotk
7l =1)= "+ m hy pz3(t:tk):mgtk+p0
2
Z4(t:tk):%+%tk pz4(t:tk):mgtk+p0

Objetos¢ w przestrzeni fazowanej zajmowanej przez uklady ograniczone
przez przyjete warunki poczatkowe jest dla =¢, polem trapezu o jednakowe;j

dhugosci podstaw
d :Zz(t :tk)_Zl(t :tk):ho b= Z3(t - tk)_z4(t - tk): ho

oraz wysokosci p. 1 p>—2m’gz—2mE =0

H = pz4(t - tk)_pzl(t - tk): p,tmgt, 4 3

:pz3(t :tk)_pZZ(t :tk):po

1 polu powierzchni mgt,

S(t=1,)= 21— h p, = 5(t=0) OF— .
2 gt /2 gt /2+h,



Zwiazek mechaniki z twierdzeniem ergodycznym (stosowanym dla zespotu statystycznego

ztozonego z uktadow nie wymieniajacych energii z otoczeniem )

Zaktadamy 1z % _0i H=E=const. Rozwazamy wielkos¢ zalezng od potozenia punktu reprezentujgcego uktad

L0
w przestrzeni fazowej X(g,p). ;
: . : 1
Okreslamy srednig wartos¢ tej wielkosci ze wzoru <X > = ?J.X (q(0), p())dt (%)
0

liczac calke po trajektorii w przestrzeni fazowej po ktorej porusza si¢ uktad
Zaktadamy iz nie ma calek izolujacych F(q,p)=const ( oprocz energii) a wigc uklad o f'stopniach swobody
porusza si¢ po hiperpowierzchni 2f-1 wymiarowej o statej energii w przestrzeni fazowej (warunek trudny do

otwierdzenia) , , g L .. , . ,
owczas dla prawie wszystkich trajektorii wartos$¢ srednig wielkosci X okreslong ze wzoru (*) ( dla

odpowiednio duzego 7) mozna oszacowac liczac srednig wartos¢ tej wielkosci po wszystkich punktach
hiperpowierzchni o stalej energii

<X>=%IX(q,p)dV(q,p)

dV(q,p)- miara objetosci czesci hiperpowierzchni przestrzeni fazowej dla ktorej przyjmujemy 1z g 1 p majg
okreslone wartosci
V' —objetos¢ rozwazanej hiperpowierzchni w przestrzeni fazowe;]

Dowdd opiera si¢ m.in. na tym iz ciecz fazowa jest niescisliwa (tw. Liouville’a) oraz tym 1z z twierdzenia Poincarego o
powrocie wynika iz prawie wszystkie trajektorie lezgce na rozwazanej hiperpowierzchni przechodza w skonczonym
czasie nieskonczenie blisko wszystkich punktow lezacych na tej hiperpowierzchni



Dodatek dla zainteresowanych. Analiza ruchu wahadla przy zalozeniu
1z w chwili poczatkowej znajdowato si¢ w najnizszym punktu na okregu

1) Zaktadamy iz energia ciata jest wieksza od energii potencjalnej w najwyzszym
punkcie na okregu gdy ¢@=x .Oznaczatoiz

2 .

gdzie @ =@t =0)
Réwnanie ruchu wynikajace z zasady zachowania energii przyjmuje postaé

. 2

m12g0 lzgoo

_ mglcos((p)= E = —mgl = ¢° =@, _2Tg(1 —cos((p)):>

= ¢* =@ {1 —%sinz(gﬂ
0

. . 4 - L .
Poniewaz li<1 to @ nie zmienia znaku w trakcie catego ruchu , znak ten

Py

zalezy tylko od znaku (bo
Ciato przechodzi przez najwyzszy punkt na okregu nie zawracajgc

Rownanie ruchu przyjmuje posta¢ :(bo\/l_igzsmz(ﬂj

Py



¢ F- |32

. . u . . , .
Wprowadzajac nowa zmienng > 10znaczenie 1? rOwnanie
ruchu przyjmuje postac

@ =¢0\/1—%sin2(§j = 2ui :gbo\/l—;z sin” (u)
?,

0

Rozwiqzujqc go metoda rozdzielenia zmiennych 1 uwzgledniajac to iz u(=0)=0 mamy
@/2 .
_ %

_% (4 ’ du _
J- J1-&?sin? 2 ‘([ " '([ J1-E?sin’(u) 2

Catka wystqpucha po lewej stronie to catka eliptyczna pierwszego rodzaju w postaci

Legandre’a fl| ;=2 | Funkcja odwrotna do niej jest funkcja zwana amplituda i

oznaczana am ) b= u=am(b)
%

A zatem F(?,Mz%): 0t = olt) 2am(%tj

Mozna pokaza¢ ze am(g‘ + 2nF(;,%)) =am(&)+nx = azm(gg + 2F(g,%)) =am(¢)+7

a zatem okres po ktorym ruch sie powtarza T ( po ktorym ciato wraca do punktu
poczatkowego bo kat zmienia si¢ o0 21) mozna okresli¢ z relacji

(b ~ T 4 ~ 7T .
T = ZF(/C ,—j =>T1= .—F(k >_J Okres ten maleje ze wzrostem @,
2 2 Do 2



2) Zaktadamy iz energia ciata jest mniejsza od energii potencjalnej w najwyzszym
punkcie na okregu gdy ¢ =7 .Oznaczatoiz

I*¢; :
E= mT% —mgl cos(goo = O) < —mgl cos(gp = 7[):> ‘goo‘ < 2\/%
Réwnanie ruchu podobnie jak w punkcie 1) przyjmuje postac

. . 4o . L[ @
=q; 1——sm2(—j

Poniewaz l% >1  to (0 zmienia znak w trakcie ruchu, ciato wykonuje drgania
0

wokot najnizszego punktu na okregu

Wprowadzamy nowa zmienng u w ten sposob iz sin(ﬂ) =ksin(u) gdzie k= /;ﬁ <1
2 g

Po zr6zniczkowaniu zupetnie po czasie relacji definiujacej u otrzymujemy ponizsze rOwnanie

2 cod @)= kcos(u ki . 2
2 (2) k cos(u i u_qz”cos(;”j ‘2_((2”) cosz(gj_ | ((bjzl—sinz(gzoj

A zatem - kcos(u) —t s k* cos”(u) k2 cos’(u)
_L(gbjzl—kz sin(u) 1 (gjzl—lﬁ sin(u)
k22 cos” (u) k22 1—sin*(u)



.. i ) . ) 4g . ) ) 1 . ) )
Uwzgledniajac rownanie ruchu ¢ =@, {1 —ITSIHZ(EH =P {1 —psmz(—ﬂ = g2 [l —sin*(u)]
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dostajemy

sin % = ksin(u)
i’ = klz( ] Lsm() klz (gb j2(1 sin? )Lsin(“):i(%jz(l—/# sin(u)gzj&)z(l—kz sin(u))

1—sin’(u) 1-sin’(u) k°
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Poniewaz k<1 to znak % nie zmienia si¢ w trakcie ruchu i mozna zapisaé ponizsze
roOwnanie

i = @J1- & sin(u)

Rozwiqzuj ac powyzsze rOwnanie metoda rozdzielenia zmiennych

= ot

‘[\/1 ke sin® (u —a)J.dt:>J‘\/1 k*

Sll’l

o~ _ ~ F-calka eliptyczna pierwszego
F (k ’ u) =0l = M(t ) = am (a)t ) rodzaju w postaci Legandrea’a

am-amplituda

Ostatecznie
sin(%) =k sin(u) > @p=2 arcsin(k sin(u)) =2 arcsin(k sin(am(@t)))



3) Zakladamy iz energia ciala jest rOwna energii potencjalnej w najwyzszym punkcie na
okregugdy @ = .Oznaczatoiz g _ —mgl COS(@ _ ﬂ): mgl
Rownanie wyrazajace zasade zachowania energii przyjmuje postac

2 -2 2.2
{mlzgo —mgl cos(p) | = mgl = WT¢ = mgl[l + cos(p)|= ¢ = 4Tgcos2 (%j =

= ¢ =42 \/g COS(Q Przy czym dla pt=0)=0 mamy (D(t = 0) = (bo =12 %
[ 2

Poniewaz w trakcie ruchu -n<@<m a zatem cos(%) >0 to (P nie zmienia znaku izalezy

tylko od warunkow poczatkowych ruchu
A zatem

. @ I
O =@, COS(E) o(t=0)=0,¢, = ﬁ\/;

Stosujgc metod€ rozdzielenia zmiennych do rozwigzania powyZszego rOwnania otrzymujemy
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= olt)= 4arctg[exp[%0tﬂ =

limg(t)=+7

t—>0



