Ruch drgajacy harmoniczny
prosty




Drgania

Ruch drgajacy jest ruchem okresowym. Uklad znajduje si¢ w tym
samym polozeniu w jednakowych odstepach czasu

x(t)=x(t+T) dla dowolnego ¢ 1- okres drgan

TABLE 14.1 Units of frequency
Frequency Period

10° Hz = 1 kilohertz = 1 kHz | ms

10°Hz = 1 megahertz = 1 MHz 1 ps
10° Hz = 1 gigahertz = 1 GHz 1 ns




Drgania harmoniczne (proste)
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Zaleznos¢ wychylenia od potozenia rownowagi x(t) moze by¢ opisana

przy pomocy funkcji trygonometryczne;j x(t)=A4 cos(a)t + (00)

gdzie A-amplituda —modul maksymalnego wychylenia z potozenia
27 ., Ny ,
o=2nf = = -czestosC kotowa, f-czestotliwos¢ drgan

rownowagi x=0,
0, -faza poczatkowa drgan. Na rysunku przyjeto 1z ¢,=0
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Widac 1z x(t+T):Acos(a)(t+T)+¢O)=Acos(a)tJr?ﬂTJrgooj:

= A cos(a)t + 27+ @, ) = A cos(a)t + @, ) = x(?)

Max. wartosc
predkosci

x(t) = Acos(awt + ¢, )

Zaleznos$¢ od czasu predkosci

Vit)= Z—j = —Aa)sin(a)t + qoo)z —V_ sin (a)t + qoo)

ﬂ:l

Max. wartos¢
1 przyspieszenia przyspieszenia

dV )
a(t)=—=—Aw" codsax¥+¢,)=—a__ cosax+ ¢ >
dcos(bt+c) d sin(bt +¢)
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Ogodlna postac funkcji opisujace) zaleznos¢ wychylenia od potozenia
rownowagi od czasu zawiera dwie state dowolne. W funkcji
zaprezentowane] powyzej statymi tymi sg 4 (amplituda drgan) i ¢,
(faza poczatkowa drgan ) . State A, ¢, mozna okresli¢ w oparciu o
warunki poczatkowe ruchu np. potozenie 1 predkos¢ w chwili czasu
=0. W szczegdlnosci ¢, zalezy od chwili wyboru poczatku pomiaru
czasu.

t=0s, x=A,V=0 lub t=0 s, x=0, V>0
0o =0 lub @)= - /2
X(1) = [Alcos(ot) X(1) = [Alsin(ot)

V(T) = —[A(D]Sin((DT) IUb V(T) - [A(D]COS((DT)
Cl('l') = -[A(DZ]COS((DT) 0(1.) - -[A(DZ]Sin(O)T)
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Wychylenie z potozenia rownowagi, predkosc 1
przyspieszenie w funkcji czasu przy zatozeniu 1z ¢,=0

<= Acos(on) V=¥, sin(or)

/

potozenie predkosc

a=-—a_,, COS (a)t)

Dr. Koymen _ .
Przyspieszenie a=0 gdy | V| maksymalne




Analogia pomiedzy ruchem jednostajnym po
okregu z predkoscia katowa i ruchem
harmonicznym predkos¢

x = Rcos(¢p) = Rcos(wt)
w

przyspieszenie

a= —Rw?cos(wt)=-a,,4,,cos(wt)

x = Acos(wt)

= A=R

= A2 = Dl —
Amax = Aw* = Rw* = ag4
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Sita w ruchu harmonicznym

— xi -wektor wodzacy okreslajacy potozenie

ciata w uktadzie o poczatku w potozeniu
rownowagi x=0 , k- stala sprezystosci
Sila jest skierowana zawsze w
kierunku polozenia rownowagi, a jej
Y wartos¢ proporcjonalna do
odleglosci ciala od polozenia

rowvnowagi Fx — F — kx

ozn.

Maksymalna wartos¢ sity
Fpor = kA = ma,, .= mw?A

/Zwiazek czestosci kotowe) drgan ze
statg sprezystosci 1 masg ciala




Energia potencjalna zwigzana z si
prezystosei (harmoniczns) SIS
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|x|-odlegto$é ciata od |
potozenia réwnowagi x=0 E
w ktorym [N
> X

Uktad, ktorego energia
potencjalna wyraza si¢
pPOWYZSZym wzorem,
podlegajacy drganiom
harmonicznym, nazywamy
oscylatorem harmonicznym.




Oscylator harmoniczny 1 potencjal kwadratowy

* Sity harmoniczne wystepuja pomiedzy atomami wychylonymi z
potozen ich rownowagi w czgsteczkach 1 ciatach stalych , gdy energia
potencjalna ich oddzialywania jest proporcjonalna do kwadratu
wychylenia z potozenia rownowagi x=R-R,,

R-odleglosc miedzy atomami
R,

* Na przyktad, energia potencjalna oddziatywan wystepujacych
pomiedzy atomami wodoru H w czasteczce H,
wyglada tak:
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—odlegtos¢ dla ktorej energia potencjalna jest minimalna
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Energia w ruchu harmonicznym

Energia kinetyczna o _1_.> :%mwz,qzsinz(a)wr(oo)

Energia potencjalna £, = %kx2 = %kA2 cos’(wt + @,) x = Acos(wr +¢,)

V =—Awsin(wt + ¢,)

. . 1 :
Energia catkowita E=E+E, = > [mszz sin’ (et + @, )+ kA* cos’ (wt + @, )]

1 1

E :%[ICA2 sin” (oot + @, )+ kA’ cosz(a)t+goo)] :EkAZ :Ema)zA2 =

Catkowita energia ciata podlegajacego ruchowi
harmonicznemu jest stata | proporcjonalna do kwadratu
amplitudy drgan.




 |E=E,(x0)+Eq, ()

Energia potencjalna jest maksymalna gdy ciato
znajduje si¢ w punkcie najdalej potozonym od
potozenia rownowagi x=+4 1 spada do zera

gdy wychylenie ciata od potozenia rownowagi
x=0. W punktach w ktorych energia potencjalna
jest maksymalna energia kinetyczna spada do
zera, zas w punktach w ktorych energia
potencjalna jest rOwna zeru, energia kinetyczna

jest maksymalna .
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Energia w ruchu harmoniczn

E=E, +FE,, :%sz +%kx2 =%kA2 :%manaX = const

ym

Catkowita energia

v F‘pot Ekin
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Pyt. Ciato podlega drganiom harmonicznym prostym niettumionym
zachodzacym ze stala amplitudg drgan. Ktore z twierdzen
dotyczgcych ruchu tego ciata sg nieprawdziwe?

a) Wartos¢ wypadkowej sity dziatajacej na ciato jest wprost
proporcjonalna do kwadratu wychylenia ciala z potozenia
rOwnowagi.

b) Sita wypadkowa dzialajaca na cialo jest zawsze skierowana w
kierunku potozenia rOwnowagi.

c) Catkowita energia mechaniczna ciata nie ulega zmianie w trakcie
ruchu ciata.

d) Catkowita energia mechaniczna ciala rOwna sumie energi
kinetycznej 1 potencjalnej jest proporcjonalna do kwadratu
amplitudy drgan.

¢) Energia potencjalna ciala jest wprost proporcjonalna do kwadratu
wychylenia ciala od potozenia rownowagi.

f) Ruch ciala jest ruchem jednostajnie zmiennym po linii proste;j




Wahadlo fizyczne

) Ciato sztywne o masie m i dowolnym
Os obrotu ksztatcie, moze sie obraca¢ wokot
dowolnej osi OZ nieprzechodzgcej przez
@ os OZ srodek ciezkosci (masy) ciata.
Po odchyleniu od potozenia rownowagi o
kat 0, pojawia sie moment sity ciezkosci
dazacy do przywrocenia rownowagi o

wartoSci [
Rzut momentu sity na 0§ OZ
prostopadlg do ptaszczyzny drgan

—‘ﬂ = —mgd sin(6)

Srodek
ciezkosci
(masy) Znak —gdyz moment sity ma zwrot przeciwny do zwrotu osi Oz ( ustalonego

przez zwrot wektora predkosci katowej w ruchu w ktorym 0 rosnie)
Al sin(0)>0=0<0<rx

—

F,=mg




Rownanie ruchu obrotowego

I —moment bezwladnosci wzgledem os1 obrotu, e-przyspieszenie katowe

Rownanie ruchu dla matych wychylen gdy sin(6)=0
Ie = —(mgd )P

Ma ono takg samg postac jak dla cigezarka umieszczonego na sprezynie
M gdy uwzglednimy definicje przyspieszenia katowego 1
przyspieszenia i dokonamy zamiany LRl IREWERTN,

/najac rozwigzanie rownania dla ciezarka na sprezynie mozna
Wydedukowaé rozwiqzanie jego dla wahadla ﬁzycznego

0 =0, cos(t + )

mgd
m

Okres drgan wahadta fizycznego




Wahadlo matematyczne

Punkt materialny o masie m zawieszony na nici o

dtugosci / porusza si¢ po okregu o promieniu / .
Moment bezwladnosci wzgledem osi

obrotu [ = ml?

Odleglosc¢ osi1 obrotu od srodka ciezkosci

O
9 :1 .
Dla matego maksymalnego kata wychylenia 0,
. spetniajacego relacje sin(0 . )= 0_ .. mamy do
F‘s/?\ czynienia z ruchem harmonicznym o okresie
0

Okres nie zalezy od masy m punktu a przy matych wychyleniach od
potozenia réwnowagi réwniez od amplitudy drgan




Drgania harmoniczne ttumione

Oprocz sily harmonicznej wystepuje sila ttumiagca
proporcjonalna do wartosci predkosci i przeciwnie skierowana
do wektora predkosci

b-wspolczynnik thumienia
Wypadkowa sila dzialajaca na
cialo




Drgania thumione- rozwie}zanie

dla matego thumienia

 Wychylenie z polozenia rownowagi
b

(1) = Ae 2 cos(@t +¢,)= Ae™” cos(wyt +p, ) p= 2m

e Czestos¢ kolowa drgan CZ@S[:O? drialg
swobodnych bez
thumienia

k
w, = ;

» Jezeli thumienie jest mate to ciatlo wykonuje drgania,
ale amplituda drgan wyktadniczo zanika.

* (Czestosc¢ drgan jest nieznacznie mniejsza niz w
przypadku braku thumienia.




/Zmienna w

Wykres ruchu harmonicznego ttumionego e [

dregan
+ A 5

-stala czasowa
/_ A ttumienia drgan

( czas relaksacji)

t

Po czasie
amplituda
e-krotnie

Uwaga: Gdy to ruch ciata nie ma charakteru drgan.

Cialo wychylone z polozenia rownowagi nie posiadajgce predkosci
poczgtkowej wraca asymptotycznie do polozenia rownowagi
najszvbciej wowczas edy (ruch petzajgcy krytyczny)




Drgania wymuszone

Na uklad o cz¢stosci wlasnej drgan swobodnych w, dziala dodatkowo
periodyczna sila wymuszajaca

Wypadkowa sita dziatajaca na uktad
FW

vp

Rownanie ruchu

dx d*x
— — v — —kx—b—+ F. coswt =m
kx—bV + F, cos wt ~ T e

= d’x dx F
£y =ma —+28—+w;x =—cos wt
dt dt m




Drgania wymuszone. Rezonans

Fy/m F,/m A [

W—> 0y =>A—>©

Czestos¢ rezonansowa (dla

ktorej amplituda osigga wartos¢ maksymalng) wystepuje gdy
1jest okreslona wzorem

Jest ona nieco mniejsza od w,.




