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Wyprowadzenie rownan Hamiltona

ia—L—a—L_o L=L(g,g4,t), [=12,....f<
dt 0q, 0q,
d oL OL
= jta_vl_a—ql_ L:L(q,vt) [=12,...., f
q, =V,

Réwn. Lagrange’a Il rodzaju:
uktad f rownan rézniczkowych
zwyczajnych 2. rzedu na
zmienne q,, I-1,2,....f

Uktad 2f rownan rézniczkowych
zwyczajnych 1. rzedu na
zmienne q,, v,, IF1,2,....,f

Dokonamy zamiany zmiennych (q,v) na zmienne (q,p) w powyzszym uktadzie rownan
wykorzystujgc tak zwang transformacje Legandre’a. W tym celu na poczatku
postugujgc sie definicjg peddw uogadlnionych, przepisujemy rownania te w postaci

OUa.g.t)_Oavt) | \Pi=g iy
oq, ov, g =v

17l

Obliczmy wariacje nastepujgcych funkcji:

L( oL oL Lo
L= L(g,v.1)= Z[g&b +a—v5"z] =2 (i, + p,
/ /

=1 =1

b, =

S S
52!’1"1 Z POV, +Vlé‘Pl): Z(Pzé“’z +715p1)
I=1

&)

Wariacja funkcji po lewej
stronie, wyrazonej w
zmiennych q, p,,

= ____—|traktowanych jako

&

Odejmujgc stronami, A /
dostaniemy 5(;%"1 —L ; 4,9, — pi%q;)

niezalezne




Zdefiniujmy funkcje Hamiltona (Hamiltonian)

/ Funkcja Hamiltona zalezy od
H =H(q,p,t)E Zp,vl(q,p,t)—L(q,V(q,p,f),f) wspOlrzednych 1 pedow

< l=1

5 L( q,v t) uogolnionych zwigzanych z
— tymi wspotrzednymi 1 czasu.
Nie moze zaleze¢ od predkosci

 Lfom oH Lo . i :
OH = Z(a_ &, +— 5}9[) _ Z ( G,p, — Py, ) _, uogolnionych, od  ktorych

= zalezy funkcja G (uogdlniona

gdzie p, =

energia) rowna co do wartosci

f .. .
:Z 8_H+ P, log, + 8_H_q.l o, |=0 funkcji Hamiltona
ap, f
G=Zp,(ql,v,,t)vl—L(q,v,t)
=1

Uktad 2f réwnan rézniczkowych

dowolne

Rownania kanoniczne Hamiltona

| oH  oH zw¥czajnych 1. I’.Zle:J na
= p=— ¢q=—, [=12,...,f zmienne kanonicznie
aq, p, sprzezone q, p,, I=1,2,....f

Stan uktadu punktow materialnych o f stopniach swobody mozna reprezentowac jako
punkt w 2f -wymiarowej przestrzeni fazowej o wspotrzednych  \91:9,5---54 5 P15 Pas---> Py
Wspotrzedne te traktujemy a priori jako zmienne niezalezne od siebie , a wszystkie
relacje miedzy nimi sg okreslone poprzez rownania Hamiltona.



Przestrzen tazowa

Stan uktadu punktow materialnych o f stopniach swobody mozna
reprezentowac jako punkt w 2f -wymiarowej przestrzeni fazowej o

wspotrzednych (Q19Q29"wq]faplapza“'apf)

Uktad w trakcie ruchu przemieszcza po pewnej trajektorii aczace;j
punkty w przestrzeni fazowe;.

Gdy funkcja Hamiltona nie zalezy jawnie od czasu to przez dowolny
punkt w przestrzeni fazowej przechodzi tylko jedna trajektoria ruchu,
czyli trajektorie te sie nie przecinaja. Wynika to z faktu 1z znajomos¢
potozen 1 pedow wszystkich punktéw materialnych uktadu oraz funkcji
Hamiltona w petni determinuje jego p6zniejszy ruch.

Gdy funkcja Hamiltona zalezy jawnie od czasu to przez dany punkt w
przestrzeni fazowej w ustalonej chwili czasu przechodzi takze tylko
jedna trajektoria, a zatem trajektorie te w ustalonej chwili czasu si¢ nie
przecinaja

Powyzsze stwierdzenia nie sg stuszne w przypadku przestrzeni
konfiguracyjne;.



Inny sposob wyprowadzenia rownan Hamiltona z rownan
Lagrange’a A rodzaju

H(q pat) Zpkvk q, p) ) L(Q,V(q,p,f),t)

8H L 8v oL < OL ov A ov, OL oV oL .

0 Zpk—k_—_ ——k:ZPk—k_—_ P =— =—P
q dq, 0q, = 0v, 0q, = Oq, Oq; ‘= = 0q, aq,

OH A ov L\ OL Ov A ov A ov :

P Vl+zpk — - ——k:V1+Zpk—k_Zpk—k:V12%

op, o OV, Op, I=1 op, o op,

Jezeli dana wspotrzedna nie wystepuje w
Wniosek dod. 2 --%& — Gdy OL _o %7 _p funkcji Lagrange’a to i nie wystepuje w
oq,  0q, Ve, 0q, funkcji Hamiltona
Funkcja Hamiltona dla ukltadéw na ktére dziatajg sity potencjalne w

przypadku wiezéw skleronomicznych

Jezeli:

«Zwigzki miedzy wspotrzednymi kartezjanskimi i wspotrzednymi uogolnionymi
nie zalezg jawnie od czasu x=x(q) (czyli wiezy muszg by¢ skleronomiczne)
*Sity dziatajgce na uktad majg potencjat V(q,f) ;

to funkcja Hamiltona réwna liczbowo funkcji G(g,4.t) =Y p,(q.4.t)g, — L(q.4.1)

=1

jest rowna sumie energii kinetycznej i potencjatu dla uktadu
H=T+V=T(q,p)+V(q,?)




Przyktad. Czastka poruszajaca si¢ w obecnosci sit potencjalnych na ruch ktore;j
nie nalozono wiezow przy przyjeciu za wspotrzedne uogolnione
wspotrzednych kartezjanskich

) *
Wspotrzedne uogolnione ¢, =x,q9,=y,q,=z2=>x=¢q,,y =¢,,2=q; ( )

Funkcja Lagrange’a L=T-V= E(x2 +y7 42 )— V(x,y,z,t)

oL oL oL oL
Pedy uogolnione ».=— (I=1,..../) = p,=—=mx = —m = =mz
¢dy uog ) ( /) Pe= p, o Y P.=—
Uogo6lniona energia
. . f . . . . .
G=G(q s G s Gypeneeens ,qf,t):Zpl(ql, ......... oG 5 Gypeneneenes ,qf,t)q,—L(q1 ..... 3G s qyseeeens g 5t) =
/=1

G(xX, 92,5, 3, 20) = p i+ p,j+ p.2 —L = mi* + mp* +mz’ —%(x2 £+ 2 )V (X, . 2ut) :%(x2 + 32+ 2 )V (%, p,20)

G=T+V (bo w relacjach (*) nie wystepuje czas)
Funkcja Hamiltona

H =H(qy s q 5 Proerenene D50 =G(q..... ,qf,ql(ql, ............. N7 PSS ,pf,t), ......... ,c}f(ql ........... 3G 15 Pyseeeenenees ,pf,t),t)
. 4 s . _ P
po=mi=x=Lr  p=mp=y=—t p.=misis
m m m

2 2 2
m N 4 : 1
H(xayazapxapyapzat)zz (%j +(;yj +(1’;j +V(x,y,z,t)=%[p§+p§+pzz]+V(x,y,Z,t)



2 2 2
p. Py D
H(x,y,z,px,py,pz,t): - + 2,; + o +V(x,y,z,t)

Rownania Hamiltona

oH . oH

G, =— Pr=—=

: op, 04,
)'Cza—H:px __6_H__8_V_F
dp, m Ps ox ox *

. OH p ) oH oV
y:—:_y py:— = — :Fy

dp, m oy oy
. _p. b0 __oV

op, m Oz Oz

Relacje identyczne z tymi definiujacymi pedy
uogodlnione poprzez pochodne z funkcji
Lagrange’a po wspotrzednych uogoélnionych

(I=1,...f=3)

Nie zawsze pochodne po czasie
pedow uogdlnionych sg rowne
odpowiednim sktadowym sity
wypadkowej jak to ma miejsce

w tym prostym przyktadzie



Funkcja Hamiltona dla czastki o tadunku e w polu elektromagnetycznym przy wiezach
niezaleznych od czasu

Dla czastki o fadunku e poruszajgcej si¢ z predkoscig v w polu elektromagnetycznym o
potencjale skalarnym ¢ i potencjale wektorowym 4 mamy
potencjat uogodlniony U: U =e o(F,1)- EA(F 1)V, funkcja Lagrange’a: L=T-U

Wektor pedu uogdlnionego: p, =mv+ed  Wewspot. kart.  j, = (P Purs us) = (PP 21 )
Przy wyborze za wspotrzedne uogolnione wspotrzednych kartezjanskich sktadowe
wektora pedu uogdlnionego sg pedami uogdlnionymi sprzngnyml z tynn wspoOtrzednymi
Przy wyborze wspohzqdnych uogolmonych tak iz x =x(@=—"=0=% —Zﬂ,

aq,

sz% ZZpuj —q‘l Zpu/ % =P, f<3 e alkn

f =1 j=I1 66]1 axj
G= Zp,q, L=p,-v—(T- U) (mv+e;1)-\7—T+egp—e;1.17:
_mv v T+ep=2T-T+ep=T+egp
Pu=m-v+eA:>v:i(pu—eA):>T: myo_ I (f)u_e;j)z
m 2  2m

Funkcja Hamiltona | f7 = L(pu _e/])z tep

2m
q,t) A =A(q. .. 4q,t) 0=9q, . 45

przy czym  p,. =p,(p,. .Pr4..
Gdy wspotrzednymi uogo6lnionymi B L _ _ _ 2
sa wspotrzedne kartezjanskie H = 'm [(p x eAx) + (p v eAy)z + (pz eAz) ]"‘ ep

...........

px_eAx y:py_eAy Z:pz_eAz
m m m

P.=Pn Py,=Py P:=Py =>Xx=



Pochodna zupetna po czasie funkcji Hamiltona H(q,p,t)

dH _OH <-0H. <0H. OH < 0HOH <-0HOH _0OH
Ly Oy A -
dt ot ‘I 0q, o Op, 8t = 0q, Op, ‘= Op, 0q, Ot

S
H(q,p,t)=Y py, (q,p,f)—L(q,V(q,p,t),t)

/=1

Loy, 0L ov, OL & ov, ¢ oL
; r ,Z; v, or ot ,Z:‘p / ,Z 81‘ at o1
Gdy funkcja Lagrange’a nie zalezy jawnie od czasu to 1 funkcja Hamiltona nie zalezy

jawnie od czasu. oH dH dG oL
Wynika to tez z tego 1z wartosci funkcji G 1 H sg takie same i o1 = i = i o
Calki pierwsze rownan Hamiltona

1) OH dH

—=0=>—=0= H =const
ot dt

Jezeli funkcja Hamiltona nie zalezy jawnie od czasu to jest statg ruchu
Przy spetnieniu warunkow przy ktorych funkcja Hamiltona jest rtowna catkowitej
energii (zapewniajacych to 1z H=T+V oraz T nie zalezy jawnie od czasu) energia
calkowita jest stalg ruchu gdy energia potencjalna nie zalezy jawnie od czasu

2)pr=—ai_0 = p, = const q'szﬁi:O = g, = const
aq, ap,

Jezeli w funkcji Hamiltona nie wystepuje wspotrzedna q, (czyli ta wspotrzedna uogolniona jest
cykliczna) lub ped p,, to odpowiednie zmienne kanonicznie sprzezone sg catkami ruchu



Wyprowadzenie rownan Lagrange’a Il rodzaju z rownan Hamiltona H(q,p,t) ( dla zainteresowanych)

Transformacja p—Vv zgodnie z ktorg v,=v(¢.p.?), jest transformacjg odwrotng do transformac;ji
v—p zgodnie z ktérg p, =p,(¢.v,z) O ile sg spetnione relacje

pl:% Vl:aH(q’p’t)7 12152)'°')f
V] apl

Mozna jg potraktowaé jako odwrotng transformacje Legandre’a
Analogicznie mozna wprowadzi¢ funkcje Lagrange’a w oparciu o znajomos¢ funkcji Hamiltona

u : oH\q, p,t

L(q,v,t) = Zvlpl (q,v,t)—H(q,p(q,v,t),t), gdzie v, = (ap ), [=1,2,....f
1=1 !

Mozna pokazac, ze prowadzi ona od rownan Hamiltona do rownan Lagrange’a |l rodzaju

S S S
——Z v, P _OH a_H%:zv P _OH <~ Opu - OH

e o bl — =p
oq, = 0q, 0Oq, S0p,0q IS Oq 0Oq o ) aq, aq, l
oL L dp, L OH Op, Loop G op,
I + = —_— y, — =
ov, b Z K ov, éapk ov, ,Z‘ 8 kzzz‘ ¢ ov, P réwnania
| Hamiltona
d oL (')i
T\ oy ) g, ji(a_L]_a_L:
g, = o £y, dt\oq,) oq, rownania
ap, Lagrange’a



Nawias Poissona

unkcii / F F
funkc; \‘(F,G):Z O 8G_8 oG
F :F(qapat) G= G(qapat =1 aql apl apl aql
F=F(g,p,t) G=G(g,pt) I =Fq,pt) F,=Fl(qp.1)

Witasnosci nawiasow Poissona:

C-stala niezalezna od wspotrzednych 1 pedow

(F.G)=—G.F). (F.F)=0.
0

(F+F,.G)=(F.G)+(F.G)

(F,G):(Z]; Gj ( a@fj (EF,,G)=F(F,,G)+(F,G)F,

(F,C)=0

(CF,G)=C(F,G)

ot
(F.q) Zf:(aF dq, OF 8ql] Zf:[ lkj:_a_F 0q, _op, _,
oq, p, op, 0q,) S\ op, op, op, 04,
(F,pz)=2[aF op, OF 8p,):i( lkj OF 2{11 _ sz _s,
=1\ 99, Op, Ip, 0q, 1\ 0q, oq, e P

tozsamos¢ Poissona ——>

(7, (Fy, Fy)+ (Fy. (Fy, )+ (R (FL Fy)= 0

Wazne relacje dla nawiasoOw Poissona wspotrzednych 1 pedow

uogolnionych -
5F 8F 5kl:{

(F,qz)=—5, (F,pz)=§:>(qk,qz)=(pk,pz)=0,(qk,pz)=5kz 0 gdy
[ /

k=1
k#l

}



Dla dowolnej funkcji  F = F(q, p,1)
dFF (oF . OF . L(O0F OH OF oH )\ OF
—:Z 4t =D Z - T

0q, op, 8t -\ 0q, Op, Op, 0q,

dF =(F H) oF
dt o

Gdy funkcja F nie zalezy jawnie od czasu 9F _ o oraz (F,H)=0
to funkcja F jest catka (stalg) ruchu ot

d O/ ot oq,. Op, 5pk oq,

A
d 9 op, OH Op, oH 4 oH oH
F=p = e _(plaH D Z( & & j:Z(_5zk—j:_—

d 0 0q, OH 0Oq, oH / oH | OH
F=q = qt ( ) oq, _ZE 49, 49, ] Z(é}k—j:—
)4

dt ot 94, Op, apk aq,

Jak widac rownania Hamiltona mozna zapisac przy pomocy nawiasow

Poi ) .
JeRens q, = (QZaH) P = (pzaH)

Ponadto F = H:d_H (H,H)JraH_aH

dt ot ot




Przyktad. Mozna pokaza¢ iz w przypadku gdy funkcja Hamiltona jest skalarng funkcja
potozenia i pedu czgstki ( na ktérg nie natozono wiezéw) czyli zachodzi
H=H{r*,p>,7 p)=H\x> +y> +z*,p’ +p§ +pl,xp. +yp, +2p.

to wszystkie sktadowe momentu pgdu sg statymi ruchu (catkami pierwszymi ruchu)
Dowdd dla sktadowej z-towej (x,y,z,px,pypz —wspotrzedne uogolnione 1 zwigzane z nimi pedy)

OL. OH N oL. oH N oL, oH OL,oH 0oL 0H 0L oH

L,H)= L =xp, -
(L. H)=" op. oy op, 0z dp. op, ox dp, &y op. oz 2 =Wy T IPs
2 — —
8H:8172l or | éiH# a(r-p):8€2x+ ?H# ). aLz:p oL,
ox or* ox o(F-p) ox Or o7 - p) Ox y . Y
OH ©OH op> oH o(F-p) oH OH
= + = 2p. + oL
op. opp, 0G-p) b, op’ 7 aF-p) P ZLZ -
oH oH o oH o(F-p) oH oH Py
325 a5 =TSPy oL. oL oL
oy o’ oy oF-p) oy or o( - p) oL, _oL. _, T,
0H ©oH op> oH o(F-p) oH OH 0z 0p. o
=— +—— =—2p, t /=
op, @op*op, oF-p) op, op o(7 - p) r .
=(L.,H)+—=2=0

OH OH OH OH ==\L_,H )+
L,H :_2 X +—x __2 X_T x+ z
A a(r-pV ' / )

o(F - p) L_=const



Twierdzenie Poissona - Jacobiego

Jezeli F, (q,p,t) oraz F, (q,p,t) sg catkami pierwszymi rownan kanonicznych
Hamiltona, to (F,,F,) jest takze catkg rownan Hamiltona.

Przyktad zastosowania twierdzenia Poissona-Jacobiego
Mozna pokazac 1z (Lx L, ) =L,

A zatem jezeli L. oraz L, sg calkamiruchuto1 [_ jest catkg ruchu
Dowdd tego iz (Lxﬂ L, )=L.

i ]k
L=Fxp=|x y z|=ilwp.-zp,)+j(ep.—xp.)+k(xp, - 3p.)
p. P, P

L=yp,-zp,  Ly=zp.—xp.

(L L )_ al’x aLy + al’x aLy + al’x aLy _ al’x aL)’ _ al’x aL)’ _ al’x aLy _
v ox 9p, oy Oop, 0z op. Op, Ox Op, &y Op. Oz
=0+0+xp, —0-0-yp, =L,




Dowod Twierdzenia Poissona-Jacobiego

dF, OF, d(F,F,) o(F,F,)
F.H)+——— V2 _((F,F),H L2
— =R H)+— = (AR)LH) =

Z tozsamosciJacobiego (E?(anFé))_F(szQIj)) (F (FF)) 0

FHTWM (. E)+ (1, (F, ) =0
(o )= ~{0, (R ) ST (o ) 5 01 )= B s 1) (5 )

F,F,- state ruchu —» "= 20 /
pf2 7 staie ruehu d\df (£, F,) H)=(F,(F,, H))-(F,.(F,H))
dF OF,
dr = (7 H)+ o (F H)—-—%

I B ot T 8F2 aE
i o OF /((E,Fz),H)}(E,—tj{ )
& A ()=t ( anj [aﬂ ) o(F, )

ot = 1719— - —9F2 -
ot t ot

d(EaF):((E F)H) a(Ean):_a(Ean)_i_a(Ean):O

dt

(F,F,) statg ruchu



Niektore zalety formalizmu opartego na roOwnaniach Hamiltona

Wprowadzajac wektory 2f wymiarowe

q, oH
op,
o
zZ = qf ( )_ apf
2 MGG s Drseenenes D st )= _G_H
oq,
| Pr_ _OH
, . . a‘]f
rownania Hamlltona - -
: oH . OH
p=—, ¢=—, [=12,....f
g, ap,

mozna zapisa¢ w zwartej postaci 2 = h(z,?)



Inne zalety formalizmu opartego na rownaniach Hamiltona wynikajg z

1)
2)

3)

4)

5)

tatwiejszej analizy uktadow, dla ktorych wystepujg wspotrzedne
cykliczne

mozliwosci elastycznego wyboru wspotrzednych 1 pedow
traktowanych jako zmienne niezalezne (transformacje kanoniczne)
ciekawych witasnosci trajektorii ruchu w przestrzeni fazowe;j
uzytecznych m.in. przy badaniu uktadow chaotycznych oraz
wilasnosci statystycznych uktadow ztozonych z wielu jednakowych
obiektow

mozliwosci tatwiejszego sformutowania metody znajdywania
rozwigzan przyblizonych rownan ruchu

tego 1z funkcja Hamiltona po dokonaniu zamiany wspotrzednych 1
pedow na operatory tych wielkosci 1 dokonanie jej zamiany w ten
sposOb na operator Hamiltona stanow1 podstawe przy
formutowaniu opisu uktadow w ramach mechaniki kwantowe;j



Przyktady wykorzystania formalizmu kanonicznego do opisu
uktadow dla ktorych mozna wprowadzi¢ potencjat lub potencjat
uogolniony



Przyktad. Czgstka o masie m poruszajaca si¢ po powierzchni kuli o srodku w
poczatku uktadu wspotrzednych 1 promieniu R w polu sity ciezkosci (wahadto

sferyczne)
Rownanie wiezow we wspdtrzednych kartezjanskich

f=x"+y’+z"-R*=0
Ruch po powierzchni —liczba stopni swobody /=2
Za wspotrzedne uogdlnione mozna przyjac 2 z 3

wspotrzednych w sferycznym uktadzie 7
wspotrzednych a mianowicie kat biegunowy 0 1
azymutalny ¢. N\ |
Zwiazek wspotrzednych w uktadzie kartezjanskim 6 r
ze W%)c')lrz dnymi uogo6lnionymi y
X =

sin & cos @ 0<O<r l

Q!

y=Rsinfsing@
z=Rcosd 0<p<2z

Mozna tatwo pokazac iz rOwnanie wigzOw jest spetnione tozsamosciowo dla
dowolnych wartosci wspotrzednych uogolnionych z zakresu ich zmiennosci 1
wspolrzedne te jednoznacznie okreslajg potozenie punktu na powierzchni kuli

f=x"+y"+2" =R’ =R’sin’ Ocos’ o+ R’ sin’ Osin’ ¢+ R’ cos’ 0— R’ =
R’ sin’ «9(0052 @+sin’ go)+R2 cos O—FR’° :Rz(sin2 0+cos’ «9)—R2 =R*-R*=0



Okreslenie energii kinetycznej we wspotrzednych uogdlnionych

x=Rsin¢9005(p:>)'c=@6}+@¢=Rcos6?cosg09—Rsin6?sin(pgb
060  0p

. : .oy - Oy . . . .

y:Rsmé?sm(p:>y:%«9+a—(p:Rcosé?smgo«9+Rsm<9(:OS(pgo
@

z=Rcosl =z =g9= —Rsin 66
00
R’ cos’ 6?(cos2 @ +sin’ (0)92 +R*sin’ 6?(cos2 @ +sin’ gp)(pz +
T :%()&2 +5° +z'2):% —2R*sin O cos O cos psin php + 2R* sin @ cos 6 cos ¢ sin phg | =
+ R*sin’ 66°

= %Rz (92 (0052 0 +sin’ 49)+ sin’ 9¢2): %Rz (92 +sin’ Hgbz)

Do powyzszego wzoru mozna dojs¢ takze prosciej rozwazajac ruch ciata w
uktadzie sferycznym wspotrzednych , w ktorym do opisu potozenia w przestrzeni
stuzg 3 zmienne 7.0,

W tym ukladzie réwnanie wiezéw przyjmuje posta¢é f =r—R =0
Nie prowadza ona zadnych ograniczen na wspotrzgdne g ® ktore sg dobrymi
wspolrzednymi uogolnionymi



Sktadowe predkosci w uktadzie sferycznym v, =r v, = ré v, =rsin6p

Uwzgledniajgc warunek r = R =const z ktérego wynika m.in. iz = 7 =0

otrzymujemy 1z v, =0 Vy = RO v, = Rsin 0p
1 =207+, +9))= 2 (R0 + B sin’ 0?)
R0 s 0

W dalszych rozwazaniach przyymijmy i1z os Oz jest skierowana pionowo do dotu.
Wowczas sktadowe sity ciezkosci w uktadzie kartezjanskim dane sg wzorem

F.=0,F =0,F =mg

. = O = —a—V
ox
: : oV
Okreslenie potencjatu F,=0= "o =V =-mgz
oV
F =m =
-8 Oz

We wspotrzednych uogdlnionych V =—m gz =—m gR COS (9



Funkcja Lagrange’a

L=T-V= %(Rzé*2 + R?sin® 69" )+ mgR cos(6)

6,9 -wspolrzedne uogdlnione

Pedy uogolnione
aL 2/ 6L 2 . 0 .
_ — =—=mR"sin” 6
)2 Py mR°0 D, P P

Obliczenie funkcji G ( uogo6lnionej energii)

f )
G=> plq.9.0)3, —L(g,4,t) = p,0+ p,p— L =

=1

= mR*6* + mR* sin® 6¢»° —%(R%"z + R” sin” O¢” )— mgR cos(8) =

= (R2<92 + R’ sin* O¢° )— mgRcos(8)=T +V
Wyznaczenie funkcji Hamiltona 1 sprawdzenie czy jest stalg ruchu

Poniewaz zwigzki migdzy wspotrzednymi kartezjanskimi 1 sferycznymi (przyjetymi
jako wspotrzedne uogolnione) nie zaleza od czasu , a potencjat nie zalezy od predkosci
(czyli nie jest to potencjal uogdlniony) to uogdlniona energia G réwna co do wartosci
funkcji Hamiltona H jest rowna catkowitej energii mechanicznej ciata



W tym przypadku do policzenia funkcji Hamiltona nie trzeba korzystac¢ koniecznie
f . .

ze wzoru ogolnego H=Zplql(q,p,t)—L(q,q(q,p,t)
I=1

ale mozna skorzysta¢ ze wzoru uproszczonego H =T (q ,q(q, p,t ))+ Vi(qg,t)

Uwzgledniajac to 1z
: y_ Po : : : P
=mR*0 = 0 = =mR*sin’ Op = ¢ = 2
- mR’ P P R sin? 0
otrzymujemy
2
H=T+V=22R*6*+ZRsin’ 6> —mgRcos@ = = R* L2
2 2 2 mR
2 2
m_, . p 1 p
+—R?sin*(@ £ —mgRcos(0)=——| p, +—L—~ |-mgRcos(&
2 ( )m2R4 sin*(6) gReos(0) 2mR’ (pg sinz(H)J gReos(0)
Poniewaz funkcja Hamiltona nie zalezy jawnie od czasu o _ o to funkcja
Hamiltona jest stata ruchu ot
dH
—=8—H:O:>H=c0nst
dt ot

Powyzszy wniosek mozna byto wyciagnac takze biorgc pod uwage fakt iz funkcja
Lagrange’a nie zalezata jawnie od czasu dHf _OH _ OL _ 0
dt ot ot




2
Funkcja Hamiltona H ! [ Do+ Py j— mgR COS(H)

“omk | P Sin? (0)
Roéwnania Hamiltona o _ . _
b= 0H  p, ., — Relacjeidentyczne z tymi definiujgcymi pedy

_oH op, mR’ uogolnione poprzez pochodne z funkcji
7= a - b= OH _ p, Lagrange’a po wspotrzednych uogdlnionych
ap, mR*sin” 6
. oH . .
oH Po=— 20 = e s?n3 7 cos@ —mgR s1n(6’)
==
" o, )% =—5£=O:>p = const
@ 5@ Q

Ped uogolniony p, = mR*sin® O zwiazany ze wspolrzedna cykliczna ¢ jest stala
(calka) ruchu. Znajomos$¢ warunkow poczatkowych ruchu pozwala okresli¢ jego
wartos¢, co dalej pozwala przy znanej postaci zaleznosci 6(¢) okresli¢ zaleznos$¢ ¢(t)
rozwigzujac jedno roOwnanie rozniczkowe rzedu pierwszego

Uwzglednienie tego faktu pozw%la takze rozwigza¢ uktad rownan

y_ P : p :

Hzm—;z Dy =W¢i’n3ecosﬁ—ng sin(@)

wyznaczajacy zaleznos¢ (1), p,(t) bez znajomosci zaleznosci od czasu @(¢)
Poniewaz 6 nie jest wspoOtrzedng cykliczng to ped zwigzany z tg wspotrzedna

p, =mR*0 nie jest calka ruchu.




Czym jest ped uogolniony p,,
Pokazemy iz  p,=mR’sin’0p  jestz-owa sktadowg momentu pedu czgstki
x = Rsin@cos@ = x = R coscos pf — R sin Osin g
y = Rsin@sinp = y = R cos fsin b + Rsin 6 cos p¢
z=Rcosf = z=—Rsin 60
L =xp,—yp, = m(xj/ — y)'c) = m(R2 sin @ cos @ cos @sin @ + R sin* 0 cos” p¢ +
— R?sin @ cos @ cos @sin pf + R sin” @sin* gpgb): mR’ sin’ O = P,



Wykorzystujac to iz z-towa sktadowa momentu pedu jest catkg ruchu
o 2 2

L. =p,=mR"sin” Op = const

mozna wzor na funkcje Hamiltona przepisa¢ w postaci

1 p2+p—(’2’ —ngcos(H):# Do+ L, —mgRcos(0)=
? ki ) 2mR*\ "7 sin’(9)

H=—"
2mR’ in*(6
2 2 2
pH Lz pH
= + —mgRcos\0)=—"=+V_.(0
2mR*>  2mR’sin’(6) mgRcos(0) 2mR’ o)
2
edzie V,(0)=— 1 mgReos(6)

2mR’ sin*(0)

Ma on zblizong posta¢ do postaci funkcji Hamiltona dla czgstki poruszajacej si¢ w
przestrzeni jednowymiarowej w polu o efektywnym potencjale 7V, (0)

Poniewaz liczbowo funkcja Hamiltona jest rowna catkowitej energii ciata, ktora jest

2 . . M4
catkg ruchu H=const=FE, za§ _Po _>0 to ruch ciata moze zachodzi¢ tylko w
2mR

obszarze w ktorym E >V, («9)
W ogolnosci gdy =0 tow czasie ruchu zachodzi relacja

gdyz  jim v (6)=co
0<0. <0<6_ <nx Jfim 70)




Whiosek dodatkowy z przyktadu

Gdy wsrdd f wspotrzednych uogolnionych k wspoétrzednych jest wspotrzednymi
cyklicznymi (czyli funkcje Lagrange’a i Hamiltona od nich nie zalezg) to funkcja
Hamiltona zalezy tylko od f-k wspotrzednych i pedow zaleznych od czasu
(moze tez jawnie zaleze€ od czasu). Pozostate k pedow (sprzezonych
kanonicznie ze wspoétrzednymi cyklicznymi) wystepujgcych w funkcji Hamiltona
jest statymi ruchu i mozna je wyznaczy¢ z warunkéw poczgtkowych ruchu.

Np. gdy funkcja Lagrange’a ma posta¢ L = L(q,,94,,9,)

: oL
to pP,=—=0= p,=const
0q,
i funkcja Hamiltona zalezy tylko od 2 zmiennych zaleznych od czasu :
oL
wspotrzednej q, i pedu P1 = E (w przyktadzie @ oraz Po )
1

Powyzsze uproszczenie nie zachodzi dla funkcji Lagrange’a gdyz z tego iz
p, =const  nie wynika iz q’z — const

W ogolnosci moze zachodzi¢ q, :% # const nawet wtedy gdy  p, = const
4

. . - — 2 302 N —_
(w przykladzie ¢=const mimo tegoiz P, =MmR"sin” 0p =L, = const



Analiza  zaleznosci 0(t) , Pe() i (1) ( dla zainteresowanych)
W celu wyznaczenia 6(¢)i p, () trzeba rozwigzaé uktad rdwnan rézniczkowych
rzgdul I?

= z cos @ —mgRsin(6
Po mR*sin® @ "e ( ) (1)
Y Po
o= mR? (2)

Posta¢ rozwigzania zalezy od warunkdow poczatkowych ruchu 6(r=0)=6, oraz
ot =0)= p,. Od wartosci tych warunkow poczatkowych zalezy energia ciata
2 2
p9 Lz (3)
E=H-= + —mgR cos(f
2mR*>  2mR’*sin’ (6?) & ( )

ktorg mozna okresli¢ zapisujagc roOwnanie (3) dla chwili t=0:

2 2 4)
pHO Lz (
— + —moR 7
2mR® 2mRsin’(6,) | C cos(6))
Odwracajac tg relacje mozna uzalezni€ p,, od E i 6,z doktadnoscig do znaku.
Postepujac w ten sposob mozemy badac ruch uktadu w zaleznosci od L., E, 6,

W celu wyznaczenia zaleznoSci ¢(r) mozna tez wykorzysta¢ zamiast rownan (1) i (2)

réwnanie powstate z rownania (3) po wstawieniu do niego relacji p, = mR*6

wynikajgcej z rOwnania (2) majgce tez posta¢ rOwnania rozniczkowego

mR*0’ L
+

m (5)
2 2mR* sinz(ﬁ) &R COS(Q)

rzedul: E=



W celu przeprowadzenia dalszej dyskusji wprowadzamy nowg zmienng ¢ = cosé

Wowcezas 1 = —sin 06 = —1—cos’(0)0 = —V1-u>0 = 6 = — == p, :_ﬂzu
. l1-u l-u
5 i E= mR°0” + L, —mgR cos(6)
Rownanie (5) 2 2mRsin’ (0) g
. . , 2.2 2
przyjmuje posta¢ p _ MK - 2Lz —_mgRu
20-u”) 2mR " (1-u”)
Po jego obustronnym pomnozeniu przez ; -
dzeni hstatych P=—2r | o= (% - 2E  hoina je zapisac
wprowadzeniu nowych statych P=——5, @ =% oraz ¢ = o7 mozna je zapisa¢
-2 2
: P
w postaci & =— —+—— —2w,u (6)

l-u” 1-u
Zalozmy dalej szczegolne warunki poczatkowe ruchu iz ¢, = %,90 =0)=0 czyli tez

Poo =0 . Wowezas u, =u (1=0)=0,1i, =uu(t =0)=0

Roéwnanie (6) zapisane dla =0

-2 2
g =— ~+ P ~—2wyu, =P’
I=uy  1—u, 2 L L
' Inione przy tym zatozeniu gdy €=7F o= o E=—t
bedzie spe mR: MR 2 mR




Réwnanie (5) przyjmuje posta¢  P? = 4 ——2m,u

Mozna je zapisa¢ w postaci
i’ = (P2 + Za)gqu —uz)— P’ =’ = u(— 2wu’ — PPu+ 2(05): f(u) (7)
Ma ono rozwigzanie dla takich u dla ktérych wielomian
f(u)= u(— 2qu” — PPu + 2(002)2 0

Pierwiastkami tego wielomianu sg liczby

—\[P* +160; — P’ P +160) - P* . Zal. [ -0

<
2 2
4a, 4a,

u, = <-Lu,=0,uy; =

Nierdwno$¢ f(u)>0 jestspelniona gdy »<wu, lub u,<usu
Poniewaz —1< cos(H) <1 toruch ciata zachodzi¢ moze tylko dla

u= cos(@) takiego iz O=u,<u<u, <l czyli 0<@_ < 93%

gdZie Hmin = arCCOS(U3)



Zaleznos$¢ u(t) oraz mozna okresli¢ rozwigzujgc np. numerycznie rOwnanie

ruchu
0’ :u(—Zcoozu2 —P2u+2a)§):f(u) (8)

pami¢tajac o zmianie znaku # po dojsciu do punktu w ktorym ¢ = 0 |

Jak widac postepujac w ten sposob mozna znalez¢ takze zaleznosci od czasu
mR’

6 = arccos(u) oraz p, = mR*0 = — F
—u

u

Funkcja wu(?) jest przy tym funkcjg okresowg z okresem ,akt(')ry
uwzgledniajac rownanie wynikajace z rownania (7) df = \/%
u
¢ du

 du
mozna okre$li¢ liczac calke eliptyczna 1 =2 =2
* ¥ PR '([\/f(”) J)‘\/u(—Za)guz—qu+2w§)

ktorej wartos¢ mozna okresli¢ np. przy pomocy metod numerycznych.
Po znalezieniu zalezno$ci ¢(r) zaleznos¢ ¢(f) mozna okresli¢ wykorzystujac relacje:
t
1

L L
2 — 4 — — O z d
=Ry A=A =0 f sin? ()"

Obliczenie szukanej zaleznosci mozna np. sprowadzi¢ do policzenia catki, ktorg
mozna wyznaczy¢ przy pomocy metod numerycznych. Okres zmian kata ¢ nie musi
by¢ rowny wielokrotnosci lub podwielokrotnosci zmian kata 0 czyli ruch nie musi by¢

okresowy



Rysunek gdy np. R=1m, m=1kg, L.=2.0N*m, 0= 0)=% 0(t=0)=0

: L 1 1 2E 1
W takim przypadku P = =2- a)oz\/%zw/%l; €= =P =4~ E=2J,

mR* S mR’ s
P +16a; — P? x =y =lm ,
Uy, = 4(02 = 0,90 emin =qar COS(M3) = 045]"ad max max ‘xmin = ymin = R Sln(gmin ) = 043m
0
5 : - ' Przekroj trajektorii w przestrzeni
Krzywa —1 fazowej (to ze krzywa na rysunku
5 : 2 si¢ nie przecina wynika z
E zamknieta @ Tue prz y
S oniewaz & : wlasno$ci badanego
67 p T uktadu) Petna trajektoria w
MU.D 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 21 ogélnoéci nie musi byé krzywq
T T T T !; !_‘\' L L L L *j— 7a ] 1@'[2}
2 4
wé’ 0= T 6 (rad)
--E_q__\ -2 ; . / "\ - L L L 1 )
Q. N . /
0.0 I Df2 I 074 I UfG ' D.IS I WI.O I If2 I 'If4 I II6 I 1I.8 I 2.0 PI’ZCkI’O_]
8 T T T AL L RN B EL Ry 1 11
K 7 _traj ektorii w
5 / ] g 0 przestrzeni
=] ' / i konfiguracyjne;
0 L7 B PR T B A TEELE B TR A B G T 14
00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20
t( S) 40 @5 oo os o

x/R

Zalezno$ci 0(t), p,(t)sa dane funkcjami okresowymi o tym samym okresie 7. Zalezno$ci x(2) i y(¢) nie sa dane
funkcjami okresowymi, gdyz okres zmian kata ¢ nie musi by¢ wielokrotnoscig lub podwielokrotno$cig zmian kata 6



Rysunek dla przypadku gdy R=Im, m=1lkg, L.=4.0N*m, 4 _0)- % O(t = 0) = 0

. L, 1 1
W takim przypadku P = =4- wo=\/%=\/9,81; = 2k :p2:16i E=8J,

mR* S
P! +160; - P?
D 067 0

4(002 m

Uy = w =arcos(u;)=0.83rad x,, =y, =lm x_ =y = Rsin(é’

3 Il 1

1.6 1 B

14

5 0
i=] 1 S .
T 1.2 N;:, |
= |
1.0 E
4 a 14
0.8 +—r——r———T——T——T——T—T—T
0.0 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 54
— T T T T T
2 F \ 2 ' :
/ \ 1.0 1.5
04 . 6(rad)

.\..

1
— B -1 =
= / >
o —
(o 4 o -1
¥ P
2 o .
/
0+~
00 02 04 06 08 10 12 14 168 18 20
T T T r T T T ! T
t(s) -1.0 -0.5 00 05 10



Przykiad. Elektron o tadunku e<0 w polu elektromagnetycznym opisanym
przez potencjat skalarny =y () (»=|7| ) oraz wektorowy ;_ _Byy Bxs

-wyznaczenie funkcji Hamiltona oraz catek ruchu w biorac za

wspoétrzedne uogolnione wspétrzedne w uktadzie cylindrycznym
(czesciowo do samodzielnej analizy)

Elektron porusza si¢ w gtatym jednorodnym polu magnetycznym o indukcji wzdtuz
i ]k
. Boroti=| & 2 i:B}?:[(),O,B]
ost Oz gdyz ox 0Oy 0z
By Bx
: e 04 OV 1 oV oV oV oV
oraz polu elektrycznym E = —gradV —— = ——— €, ————€,———e =———¢€ ———¢,
ot op yololi) 0z op 0z

gdyz V=V(r)= V(\/pz +2° ): V(p,2)

Uwzgledniajgc relacje
X = pcos((p) y= psin((p) e, :fcos(go)+]'sin((o) e, :—fsin(¢)+]’cos(go)

potencjat wektorowy mozna zapisa¢ w uktadzie cylindrycznym :

By;+Bx~, B[_ ~] B,oﬁ

A=- sin @i + p cos
) 7 pSM@L + pCosyy )




Uwzgledniajagc wzory na sktadowe predkosci w uktadzie cylindrycznym
V,O = ,0 IO(D \% ;= Z

energia kinetyczna elektronu jest rowna
2\_ M (.2 2:2 .2
T =— 5 (v +v +vz)—5(p +p0° Q0" +z )

Potencjat uogolniony U jest rowny 4,=0,4.=0 A= e =P
~ = / eB .
U=eV(r)—ev- A—eV(p,z)—e(v A,+v,A4,+v.A ) eV(p,z)—ev,A, —eV(p,z)—Tp @
eB
U=elV(r)—ev-A=eV(r)- e(xA + VA, +ZA) eV(r)—T(—xy+yx)=

eB eB B _ B Bx
= eV (r)———L, = eV(p,2)———mp’p = eV (p,2) —— p*¢ ATy ATy

L = m(xj/ _ y)'c) =mp’¢ - z- towa sktadowa momentu pedu mechanicznego,

Funkcja Lagrange’a

L=T—U=%(b2 + P27+ 2 )-eV (p,z )+?p %

Na ruch elektronu nie natozono wiezoéw p, ¢,z —wspotrzedne uogodlnione



L=T-U =%(ﬁ2 +p°p° +Z'2)—€V(p,2)+?f?2¢

Pedy uogolnione zwigzane ze wspotrzednymi uogdlnionymi p, ¢,z

P ap p¢_a¢_ ,O(D 2 10 z 52

S
Obliczenie funkcji G = G =;pldl -L

G=p,p+tp,p+p,z—L=

: : B . : : :
=mp’ +mp’ @’ Jrej,oz(p+mz'2 —%(pz + g +z'2)+ eV(,O,Z)—?,Oz(P =

m

= E(pz + o9 + 27 )+ eV(p,z): T+eV(,0,Z)

Widac i1z funkcja G (rowna co do wartosci funkcji Hamiltona) nie jest rowna T+U
tylko sumie energii kinetycznej 1 potencjatu skalarnego mnozonego przez tadunek
czastki. W przypadku gdy potencjat skalarny nie wystepuje (/=0) funkcja G jest
rOwna energii kinetycznej ciala.

W celu znalezienia funkcji Hamiltona trzeba wyrazi¢ funkcje G jako funkcje
wspotrzednych i peddéw uogolnionych tak by nie zawierata predkosci uogolnionych.



Obliczenie funkcji Hamiltona H

. ..p _ s D:
,. eB . P, eB 1 (p, eB 1 (P,
=mp’p+—p D p=—""t——— = - = | 22 _4
Po =P 9Ty P =9 mp> 2m mpl p 2 P mp\ p 7

2
H:%(pz +p’¢’ +z'2)+eV(p,z)2;{p/2) +(%—?pj +p22]+eV(p,z)

Poniewaz aa—]j= 0 to H jeststatg ruchu. Wida¢ ponadto 1z H ma postac

H = L(f)u —62)2 +eV(p,z)= L[(pup —eAp )2 +(pw —eA(p)2 +(puz —eA. )2]+ eV(p,z)
2m 2m
2
1 p
H _M{(pp —eAp)2 +[7¢—€ij +(pz —6A2)2]+€V(,0,Z)

gdzie P.,>D.,»P.. Sktadowe w ukfadzie cylindrycznym wektora  p, =mv + e

B
Py»Pys P - pedy zwigzane ze wspotrzgdnymi uogdlnionymi 0, @, Z ; 4, =04, ijaAz =0

gdyz  p,=p 6—x+p a—y+p g——p psing+p, pcosp=pp, €, = pp
1) ux 8(0 uy 8(0 uz 8(0 ux uy u (1) ue

R é, =—1isin(p)+ j cos(p)

P, :p“x_p—*_puy%—i_puz%:pux cos@+p,, sing=p, €, =p,



2 2 2 p2
H=— [pi{%—?pj +pf]+eV(p,Z)=L{pZ+%—eBp¢,+ef p’+pl|+eV(p.z)

_% 2m

Rownania Hamiltona

. O0H p, . oH p, ¢&'B’ oV
P Pp="7 "= "3 p—e——

p, m op mp 4m op
. _OH p, eB pwz_aﬂ:o
i ap, mp®  2m Op

: oH oV

Z:GH:pz pZ:——:—e—

op. m 0z 0z

p. jest statg ruchu gdy V' = V(p) czyli potencjat skalarny nie zalezy od z

. eB
p, = mp’ o+ % P’ jest statg ruchu 1 reprezentuje z-towa sktadowg uogolnionego
momentu pedu czyli wektora L =rFXxp, =rx (]3 + €A)= ¥ X (m? + eA)
.~ = B By B B
gdyz (r xA)Z = xAy —yAx = x7x+y7y :E(XZ +)72):E,02



Przyblizona posta¢ funkcji Hamiltona dla przypadku stabego pola magnetycznego

H=-L 2+p—§’—eB + B 24 p?|+el( )~L 2+p—5’—eB +p2 |+eV(p,z)
_2]’}’[ pp p2 p¢) 4 p pz pDZ ~2m pp pz pq) pz 109

Opis przy wykorzystaniu zmiennych #-%.Z shuzacych do opisu ruchu w uktadzie

odniesienia obracajgcym si¢ wokot osi OZ w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek

zegara z czestoscig Larmora o ;B ‘; ( dla zainteresowanych)
m m

L=T-U =%(p2 +pigt +z‘2)—eV(p,z)+73p2¢

Wprowadzamy nowg zmienng & =@ —0f = @ = O + 0 = (0 =a+w

L=T- U—2<p +p’a’ +2p cw+ pro +z) eV(p, )+?,0 a+%p W =
_m(., 2 22 2 . 2 .2, -2 2 - 2.2 _
—E(p +pa” +2pTav+ p e +z )—eV(p,z)—ma)p a—-mp o =
— %(pz +p’a’ - plw’ +z’2)—eV(p,z)

oL : . P,
pP,= ap mp:p—; pa:mpzd:d: pa2

mp

oL . )2

p,=——=mz=z=



Przyblizona posta¢ funkcji Hamiltona dla przypadku stabego pola magnetycznego

H :L p’ +p—;—eBp + B o’ +p2}+eV(p Z)zi|:p2 +p—;—eBp +p2}+eV(p Z)
o ,02 2 4 z ’ ml P ,02 4 z ’

Opis przy wykorzystaniu zmiennych £-%,Z stuzacych do opisu ruchu w

uktadzie odniesienia obracajagcym si¢ wokot osi OZ w kierunku przeciwnym do

ruchu wskazowek zegara z czestoscia Larmora - _ €8 _ 148
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eB ‘e‘B stabe pola magnetyczne
“2m  2m Dla elektronu w atomie (traktowanego klasycznie) poruszajacego sie¢ w

plaszczyznie z=0 pod wptywem sily centralnej pochodzacej np. od jadra mamy
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W uktadzie obracajacym si¢ z czgstoscig Larmora w przypadku gdy pole
magnetyczne jest stabe funkcja Hamiltona jest taka jakby pola magnetycznego nie
byto. Obecnos¢ pola prowadzi wigc w pierwszym przyblizeniu do precesji orbit
elektronu z czestoscig Larmora. e B B
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