Dynamika ruchu obrotowego bryty




Bryla sztywna si¢ sklada z wielu punktow materialnych przy czym
odlegtosci miedzy dowolnymi punktami bryly nie ulegajg zmianie w
czasie ruchu bryty.

Bryta sztywna moze podlegac:

a) ruchow1 postepowemu w ktorym wszystkie punkty bryty
poruszajg si¢ z jednakowa predkoscig (co do wartosci, kierunku 1
zwrotu) —opis analogiczny do opisu ruchu punktu materialnego

b) ruchowi obrotowemu w ktorym wszystkie punkty bryty poruszaja
si¢ po okregach, ktorych srodki lezg na os1 obrotu, z jednakowa
predkoscig katowa

¢) ztozeniu obu ruchdéw przy czym kierunek osi obrotu moze ulegacC
w 0g0Inosci zmianie w czasie




Ruch po okregu-predkosc 1 przyspieszenie kgtowe

Przy opisie ruchu obrotowego bryty wystarczy analizowac ruch

dowolnego jej punktu nie lezacego na osi obrotu w ruchu po

okregu . Do opisu ruchu obrotowego bryty wokot osi o staltym
kierunku w przestrzeni mogg stuzy¢ wielkosci wprowadzone
przy opisie ruchu punktu materialnego po okregu.

1) kat ¢ miedzy wektorem wodzacym dowolnego punktu
bryty poruszajacego si¢ po okregu a osig OX uktadu
wspotrzednych o poczatku w srodku okregu lezagca w
ptaszczyznie okregu.

Kat ¢ dla r6znych punktow bryty jest w ogolnosci rozny (np. punkty 1 15). Jest taki sam tylko
dla punktow lezacych na te samej potprostej przecinajacej os obrotu pod katem prostym —punkty
1,2,3,4) .

Zmiany tego kata w czasie sg jednak takie same dla wszystkich .punktéw. Dlatego
predkos¢ katowa 1 przyspieszenie katowe sg jednakowe dla wszystkich punkti’)w 1
opisuja ruch bryty jako catosci. Zaleta w stosunku do wektorow predkosci V,
przyspieszeniad , oraz szybkosci [V| ktore sa w ogdlnosci inne dla réznych punktow
bryty 1 nie opisujg ruchu bryty jako catosci.




Predkosc¢ katowa jako wektor

Predkosc¢ katowa jest wektorem , ktorego kierunek 1 zwrot mozemy ustali¢
analizujac ruch dowolnego punktu bryty, ktory porusza si¢ po okregu.

Wektor ten ma kierunek zgodny z kierunkiem osi obrotu (prostopadtym do
plaszczyzny okregdw po ktorych poruszajg sie¢ punkty bryty ).

Zwrot wektora predkosci katowej mozna ustali¢ przy pomocy reguty prawej reki.
Gdy palce prawej reki wskazujg kierunek obiegu punktu po okrggu, to prawy kciuk
wskazuje zwrot wektora predkosci katowe;.

Ziavot W eddtara -a?



Przyspieszenie katowe jako wektor

Przyspieszenie katowe tez jest wektorem , ktorego kierunek i zwrot ustalamy tak
jak dla dowolnego punktu bryty, ktory porusza si¢ po okregu.

Zakladamy 1z orientacja os1 obrotu nie ulega zmianie w czasie ( okrag po ktorym
porusza si¢ kazdy z punktow lezy stale w tej samej ptaszczyznie) .

Wowczas wektor przyspieszenia kgtowego ma kierunek zgodny z kierunkiem osi
obrotu. Zwrot wektora przyspieszenia katowego jest taki sam jak predkosci
katowej gdy szybkos¢ punktow bryly rosnie 1 przeciwny gdy szybkos¢ punktow

y







Pyt. Rozwazy¢ ruch obrotowy bryly wokot ustalonej osi obrotu. Ktore z ponizszyc
wielkosci sg jednakowe dla wszystkich punktow bryty?
a) przyspieszenie
b) przyspieszenie katowe
c¢) predkos¢
d) szybkos¢ (dtugos¢ wektora predkosci)




Jak wprawi¢ cialo w ruch obrotowy?

Aby wprawic¢ ciato w ruch obrotowy nalezy podziata¢ na nie sitg. Wazne jest jednak
miejsce przytozenia sily i jej kierunek. Nie kazda sita moze wywotac obrot ciata.

Jesli prébujac otworzy¢ drzwi przytozymy
site na linii zawiasow lub w kierunku

rownolegtym do skrzydta drzwi to ich nie
otworzymy.

Trzy sity przyktadamy w réznych miejscach tego samego ciata. Sita przytozona dalej od

osi obrotu jest bardziej skuteczna w powodowaniu obrotu ciata, niz sita przytozona
blizej osi obrotu. Sita F. nie wywotuje obrotu ciata.




g(:IOL Mozt W-t&(: =
0{0“0 e koeru vel 'i- Sktadowa prostopadta do linii fgczacej
3 _,f N punkt zamocowania preta i punkt
L przytozenia sity F. Powoduje obrét, wiec
_, puzyteczna”

F-Sk’fadowa rownolegta do linii tgczacej
punkt zamocowania preta i punkt
przytozenia sity F. Nie powoduje
obrotu, wiec ,nieuzyteczna”

Wielkoscig fizyczna 0dp0w1ed21alnq za wprawienie ciata w ruch
obrotowy jest moment sity T = 7 X F okreslony wzgledem
nieruchomego punktu lezgcego na osi obrotu ktorego wartos¢ jest rowna
|T|=rFsin(a)= 7F;

Zalezy on tylko od uzytecznej sktadowej sity 1 jego wartos¢ rosnie wraz
ze wzrostem odleglosci punktu do ktorego przytozylismy site od osi
obrotu




Moment sity jest prostopadly_)do plaszczyzny
w ktorej leza wektory i F 1 jego
kierunek czesto pokrywa si¢ z tg osig

Gdy tak nie jest to za wprawienie ciala w
ruch obrotowy wzgledem ustalonej osi
obrotu odpowiada rzut momentu sity na tg
ustalong o$ obrotu.

Gdy na bryte dziata kilka sit wielkoscig majgca bezposredni wptyw na ruch
obrotowy bryty jest wypadkowy moment tych sit ( lub jego rzut na os obrotu).

Wypadkowy moment sity jest rowny sumie wektorowej momentow wszystkich
rozwazanych sit (okreslajacych site wypadkowg). Wszystkie te momenty musza
by¢ okreslone wzgledem tego samego punktu O wzgledem ktorego okreslamy
wypadkowy moment sity.




Wypadkowy moment sity dzialajacy na punkt materialny
Gdy na punkt materialny dziata kilka sit to wowczas wypadkowy
moment sity jest rowny momentowi sity wypadkowe]

bo wszystkie sily sg przytozone do tego samego punktu 1 wszystkie
wektory @ okreslajace miejsce przylozenia kolejnych sit ¥]
jednakowe 1 rowne wektorow1 wodzacemu punktu FE=sg

Wypadkowy moment sity dziatajacy na uktad punktow materialnych
(takze bryte sztywna ztozong z nieprzeliczalnej 1losci punktow )

Wypadkowy moment sity rowny momentowi sity wypadkowej dzialajacej na

uktad gdyz rozne sity moga by¢ przytozone do réznychgunktow uktadu

Gdy silayﬂ jest przytozona do innego punktu niz sii:ﬂ to

W%Eadkowé moment sity jest rOwny sumie momentow wszystkich sit

Gdy sity dzialajace miedzy punktami uktadu sa rownolegle do prostych taczacych te
punkty to nie wnoszg one wkiadu do wypadkowego momentu sity, ktory jest rOwny
sumie momentow sit zewnetrznych nie zwigzanych z oddzialywaniami miedzy
punktami uktadu.




Pyt. Trzy sity o wartosciach F;=7N, F>=2N 1 [F3=3N
przytozone sg do bryly sztywnej, ktora moze obracac -

Fsi
si¢ wzgledem os1 przechodzacej przez punkt O es \l 7
prostopadtej do ptaszczyzny rysunku. Sily te leza w 7 5
plaszczyznie ponizszego rysunku, s3 przylozone do ) =
punktéw bryly lezagcych w te] plaszczyznie w 1 /5

odlegtosciach od punktu O rownych »;=20cm, »>=80cm
1 r3=40cm odpowiednio.
Co mozna powiedzie¢ o wypadkowym momencie sity okreslonym wzgledem punktu
O? Ktore z ponizszych twierdzen jest prawdziwe?
a) Wektor momentu sity jest prostopadly do ptaszczyzny rysunku 1 jest
zwrocony za ptaszczyzng rysunku a jego dlugosc jest rowna 0,4N - m.
b) Wektor momentu sity jest prostopadly do plaszczyzny rysunku 1 jest
zwrocony przed ptaszczyzne rysunku a jego dtugosc jest rowna 0,4N - m.
c) Wektor momentu sity jest prostopadty do ptaszczyzny rysunku a jego
dhugosc¢ jest rowna 2,8N - m.
d). Wektor momentu sity lezy w plaszczyznie rysunku a jego dilugos¢ jest
rowna 4,2N - m.

Moment sity F; jest rowny O

Wartos¢ momentu sity F', jest rowna 1,6 N*m 1 moment ten jest skierowany przed ptaszczyzne
rysunku

Wartos¢ momentu sily F'; jest rtowna 1,2 N*m 1 moment ten jest skierowany za plaszczyzne

rysunku

Wartos¢ wypadkowego momentu sity jest wige rowna (1,6-1,2) N*m =0, 4 N*m 1 ma taki zwrot
jak moment sity F',=

Odp. b jest prawidiowa



Bryla pozostajgca w spoczynku moze zaczac si¢ obracac
nawet wowczas gdy sita wypadkowa jest rowna zeru

Srodek masy w spoczynku lub
porusza si¢ ruchem jednostajnym
prostoliniowym

Bryta pozostajaca przed przytozeniem tych sit w
spoczynku zaczyna jednak podlega¢ ruchowi
obrotowemu wokot osi obrotu przechodzace;j
przez srodek masy O gdyz wypadkowy moment
sit i By wzgledem O jest rozny od zera
co pokazano ponizej

T =rxF+r,xF, =2rxF #0

w
Opis ruchu obrotowego bryty mozna wyprowadzi¢ z relacji wiazacej ze
sobg wypadkowy moment tych sit z L momentem pedu bryty

Do opisu ruchu bryly wokoét ustalonej osi obrotu wykorzystuje si¢ rzuty
momentu pedu i sity na tg oS




Moment pedu uktadu punktow materialnych (bryty
sztywnej) okreslony wzgledem punktu O

(suma wektorow)

ped i-tego punktu
suma po wszystkich

punktach materialnych wektor okreslajacy potozenie i-tego
uktadu punktu w uktadzie o poczatku w punkcie O

moment pedu i-tego punktu

Jest on rOwny sumie momentow pedu wszystkich punktow materialnych tworzacych
rozwazany uktad (takze bryle sztywng). Wszystkie te momenty muszg by¢ okreslone
wzgledem tego samego punktu O wzgledem ktorego okreslamy moment pedu uktadu.
Praktyczny sposob okreslenia rzutu momentu pedu bryty na o$ obrotu zostanie podany
w dalszej czesci wyktadu .




Szybkos¢ zmiany w czasie momentu pedu ukladu punktow
materialnych (bryly sztywnej) jest rowna wypadkowemu
momentowi sily bedacemu sumg wektorowa momentow sil

dzialajacych na wszystkie punkty ukladu (wszystkie punkty bryly).
Momenty pedu i sily sg okreslone wzgledem tego samego punktu
nieruchomego w ukladzie inercjalnym (np. poczatku ukladu).

Dowdd relacji powyzszej relacji wynika z prawdziwosci analogicznej relacji zachodzacej dla
pojedynczego i-tego punktu wigzacej moment pedu tego punktu z wypadkowym momentem sity
dzialajacej na ten punkt

Relacja powyzsza pozostaje prawdziwa takze gdy moment pedu uktadu punktow
materialnych 1 wypadkowy moment sity dziatajacy na ten uktad okreslimy wzgledem
punktu lezacego w srodku masy uktadu punktow materialnych (bez dowodu). W
szczegoOlnosct w przypadku bryty sztywnej punktem tym jest sSrodek masy bryty.

Gdy sity dziatajace miedzy punktami uktadu sa rownolegle do prostych taczacych te
punkty to nie wnoszg one wktadu do wypadkowego momentu sity. W szczegolnosci
przyjmujemy 1z sity dzialajace migdzy punktami bryly sztywnej nie daja wktadu do
tego momentu.




Rzut momentu sity na os obrotu

Do policzenia rzutu momentu sity wzgledem punktu O lezgcego na osi
obrotu na pewien kierunek np. ustalony przez kierunek osi obrotu Oz

mozemy stosowac wzor Z—.” =7, X }?l

—

2l - rzut wektora na plaszczyzne prostopadia do osi obrotu

2l - rzut wektora na ptaszczyzn¢ prostopadta do osi obrotu

- rzut wektorow 1 na o$ obrotu
DowoOd. Poniewaz [MaRiIRaiN t0 RIS

—_

—

Poniewaz [MEWIRIE t0 FoxF =7 xF +7 xF

1 || os Oz => |FxF)Los 0OZ

Te dwa z trzech czlonow nie wnoszg wigc wktadu do

Rzut na os obrotu nie zalezy od wyboru punktu O na os1 obrotu

Gdy o$ obrotu pokrywa si¢ z osia Oz to wektor ma rozng od zera tylko
sktadowa z-owa T,

7, =g

gdy zwrot os1 Oz zgodny ze zwrotem wektora
gdy zwrot os1 Oz przeciwny do zwrotu wektora




Okreslenie rzut momentu pedu obracajacej si¢ bryty na os
obrotu Oz wzgledem dowolnego punktu O na osi obrotu

Okreslamy wektor moment pedu i-
tego punktu bryty 1 przedstawiamy go
jako sume¢ wektora rownolegtego do
0s1 obrotu 1 prostopadiego do tej

Ly =7 X pillos 0z

bo wektor pedu Pi 1 rzut wektora wodzacego na
plaszczyzne prostopadia do osi obrotu  7j tego
punktu lezg w plaszczyznie prostopadiej do osi
obrotu OZ a wektor bedacy iloczynem
wektorowym dwoch wektorow jest prostopadty
do plaszczyzny w ktorej leza oba wektory

L, =ryxp, Los Oz

bo wektor rzut wektora wodzgcego na o$ obrotu 7;j; tego punktu jest rownolegly do osi obrotu

OZ a wektor bedacy 1loczynem wektorowym dwoch wektorow jest prostopadty do obu wektorow
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Moment bezwladnosci wzgledem os1 obrotu

odlegtos¢ od osi

masa i-tego punktu .
i-tego punktu

Charakteryzuje rozktad masy bryty wzgledem
osi obrotu

Suma po punktach ukladu

Prz. Ciato sztywne ztozone jest z dwoch czastek o masie m potaczonych pretem o znikomej masie
i dtugosci L.

a) Oblicz moment bezwtadnosci ciata wzgledem osi przechodzgcej przez srodek preta i
prostopadtej do niego.

L-J v "‘L’%L* ""(‘Li)l: 2

&
A

I
I
i
|
!

A v, =1y, =L/2, m;=m,=m

b) Oblicz moment bezwtadnosci ciata wzgledem osi przechodzgcej przez lewy koniec preta i
prostopadtej do niego.

']B-.-. m-ol"' /mLz = /wLL

r;,=0,r,, =L, m,=m,=m




Moment bezwladnosci

W ogolnym przypadku bryt sztywnych ztozonych z
nieskonczonej 1losci punktow suma zawiera nieskonczenie wiele
nieskonczenie matych wyrazow . 0% obrotu

Cienkoscienna obrecz 1y, =const=r

_ 2 _
I_Zmirij_ =
i

2 2
=Y m, = r*m
[

dm(dV)- masa (objetosc ) elementu bryty
] ., lezgcego w odlegtosci od osi obrotu z
czesto musimy zastgpiC catka L akresu gdzie

W praktycznych obliczeniach sumg

-gestosé bryly calka po objetosci bryty




p=const

I=[ridm=|priav = p[riaV
m V V

S —pole przekroju preta
—objetoscC czescl preta
potozonej w odlegtosci z zakresu
G| od osi obrotu
dV =dV +dV, =2S-dr,
dm = pdV =2pS -dr,

W przypadku rozwazanym preta o staiywkroju f(r) =28 = const

rJ_,max:l/z /2 1

_ 2 117 2 _ 2 .. 2 312 2 I’ 1 3
I,=p|ridv=p J-rLf(rL)er—2pSJ-rldrl—2pS-§rL‘0 —3pS-(8—0j—12pSl

rJ_,min =0 0

t rrs t p m m
gestosSC preta ol
VoS

[ —dtugos¢ preta; m —masa preta; V- objetosce preta




Moment bezwtadnosci wybranych bryt o statej gestosci

Dysk (walec) \
1 2

(wzgledem osi symetrii

walca) I

Kula o promieniu I

(wzgledem osi ) 5

przechodzacej przez [ =<mr

Srodek kuli) |

Pret o dtugosci / >

(wzgledem osi | = % ml ‘

prostopadlej do preta « -

przechodzacej przez jego /2 l/2

ST0aek) m-masa bryty




Twierdzenie Steinera

[=1,+md’

[, -moment bezwladnosci
wzgledem os1 przechodzace;
przez srodek masy bryty

[ -moment bezwtadnosci
wzgledem osi rownolegtej do
os1 przechodzacej przez srodek
masy bryty

m-masa bryty,
d-odlegtos¢ miedzy osiami




Dowod Twierdzenia Steinera ( dla zainteresowanych)

A Vé

Os obrotu o
momencie
bezwtadnosci |

For

ya’mznfzi vdm |=my_ =0

Wektor okreslajacy
potozenie srodka masy w

\S, ° uktadzie o poczatku

rodek masy . -
S b e umieszczonym w srodku

bezwtadnosci |, masy ma wszystkie

sktadowe rowne 0
Izjrfdm =I (x—a)2 +(y—=b)" fm

]:j(xz+y2)im—2ajxdm—2bjydm+j(a2+b2)dm

I=[rjdm+d*[dm=1,+md"




Przyktad zastosowania Twierdzenia Steinera —moment bezwtadnosci
preta o masie m wzgledem osi przechodzacej przez koniec preta

A 1y

< >

d=1/2 &

I, =Lml’

12

_ 2 1 2,1 2 1 2
[, =1,+md" =<ml" +;ml" =5ml

Moment bezwtadnosci zalezy nie tylko od masy ciala ale takze od
rozktadu masy wokot os1 obrotu. Moment bryty, ktorej masa jest
skupiona blizej osi obrotu jest mniejsza niz tej] w ktorej masa ta jest
oddalona dalej od tej osi




Moment bezwtadnosci zalezy od masy ciata, ale i od rozktadu masy wokét osi obrotu.
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Rzut momentu pedu bryly na o$ obrotu

Rzut ten nie zalezy od
wyboru punktu na osi
obrotu wzgledem
ktorego go okreslamy




Zwiazek rzutu momentu pedu na oS obrotu z rzutem
wypadkowego momentu sily na os obrotu Oz

Zakladamy 1z os obrotu Oz musi by¢ nieruchoma w pewnym uktadzie inercjalnym
lub ma ustalony kierunek 1 przechodzi¢ przez srodek masy bryly (lub uktadu
ztozonego z obracajgcych sie bryt) . Rzuty momentu pedu bryly (uktadu bryt) i
wypadkowego momentu sity na o$ obrotu okreslamy wzgledem dowolnego punktu
lezagcego na tej osi gdyz nie zalezg one od wyboru punktu na osi obrotu, wzgledem
ktorego je okreslamy. Do wypadkowego momentu zwykle nie daja wktadu sity
wewnetrzne  dziatajagce  miedzy punktami  materialnymi  uktadu. Moment
bezwladnosci uktadu ztozonego z kilku bryt moze ulega¢ zmianie w trakcie ruchu.

Zasada zachowania momentu pedu w przypadku
ruchu obrotowego

T, =0—>L =constgr, =0— L =const

Jezell rzut wypadkowego momentu sity na os obrotu jest rOwny
zeru to rzut momentu pedu bryly na tg os jest zachowany




Zasada zachowania momentu pedu-przykfady
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Zasada zachowania momentu pedu-przykifady
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Energia kinetyczna w ruchu obrotowym

Jest ona rOwna sumie
energii kinetycznych
wszystkich punktow
materialnych
tworzacych bryle bryly

1 2 1 2
Ekin,obr = EzmiVi — zzm ri,w

(zmm) e




Pyt. Dwa walce obracajg si¢ wokot swoich osi symetrii, przy czym wartos¢ predkosci
katowe] pierwszego walca jest dwukrotnie wieksza od predkosci katowej drugiego
walca. Wiadomo ponadto 1z energie kinetyczne ruchu obrotowego obu walcow s3
jednakowe. Ktore z ponizszych twierdzen sg prawdziwe?

a) Wartos¢ momentu bezwtadnosci wzgledem osi obrotu w przypadku 1 walca jest
czterokrotnie mniejsza niz w przypadku drugiego walca.

b) Wartos¢ momentu bezwtadnosci wzgledem osi obrotu w przypadku 1 walca jest
dwukrotnie mniejsza niz w przypadku drugiego walca.

c) Wartosci momentow bezwladnosci wzgledem osi obrotow w przypadku ob
walcow sg jednakowe.

d) Wartos¢ rzutu momentu pedu pierwszego walca na o$ obrotu jest dwukrotnie
wigksza niz drugiego.

¢) Warto$¢ rzutu momentu pedu pierwszego walca na o$ obrotu jest dwukrotnie
mniejsza niz drugiego.

f) Warto$¢ rzutu momentu pedu na o$ obrotu jest taka sama w przypadku ob
walcow.

Odp. Ze wzoru wynika 1z moment
bezwladnosci pierwszego walca jest 4-krotnie mniejszy
niz drugiego > poprawne stwierdzenie a)

Dodatkowo uwzgledniajgc wzor m
widac 1z rzut momentu pedu pierwszego walca na oS

obrotu jest dwukrotnie mniejszy niz drugiego
— poprawne stwierdzenie e

Os obrotu



Przykiad

Poczatkowy moment bezwtadnosci catego uktadu 7, a
predkosc katowa uktadu o,

koncowy moment bezwtadnosci /,.
Jaka jest predkosc katowa uktadu »,”.

Czy energia kinetyczna uktadu ulegata zmianie?




Rzut wypadkowego momentu sity na o$ obrotu rOwny zeru
— Rzut moment pedu na oS obrotu jest zachowany

- LkZ:LpZ
1
— poczatkowy: L, =1,® w, =, [_p
k

PP
— koncowy: L, =1, ®,

Z




Wzrostow1 predkosci kagtowej towarzyszy w omawianym
przypadku wzrost energii kinetycznej uktadu

[ka)l?
2

Ekm,k —




Bryta w polu sity cigzkosci

Jesli na bryte dziata sila cigzkosci to mozna przyjac€ 1z jest ona
przytozona do srodka ci¢zkosci bryty oraz ma wartoS¢ rowng

gdzie m-masa bryly , g- wartosC przyspieszenia ziemskiego
co mozemy uwzgledni€ liczac wypadkowy moment sity dziatajacy na
bryte

Energia potencjalna bryly w polu sity ciezkos$ci jest rtowna [ISSSEEYL
gdzie h to wysokosc¢ srodka ciezkosci nad poziomem odniesienia

Gdy g=const w obszarze bryly to srodek ciezkosci pokrywa si¢ ze
srodkiem masy.

Jezell na bryl¢ dziala tylko sita ciezkosci bedaca sitg zachowawczg to
suma energii kinetycznej 1 potencjalnej brylty w polu sity cigzkosci nie
ulega zmianie w czasie. Wniosek pozostaje stuszny takze w przypadku
wystepowania innych sit nie wykonujacych pracy w trakcie jej ruchu.




Przyklad. Pionowy pret o wysokosci / 1 masie m ustawiono pionowo na ziemi. Po
podpitowaniu go przy podstawie pada on na ziemig, przy czym dolny koniec prgta pozostaje
w spoczynku. W momencie upadku preta na ziemie okresli¢ jego energie kinetyczng oraz
szybkos¢ punktu lezgcego w srodku preta.

Szukane E kin,konc’ Vsm

Dane [, m,g

Jedyng sitg wykonujgca prace jest sita ci¢zkosci. Jest ona

] Srodek masy sitg zachowawczg . Catkowita energia preta jest wielkoscig

"2 stala
Energia preta w pozycji pionowe] l
h = E pocz E kin, pocz +LE pot,pocz = potpocz = MYGlsm = MY 2

=l/2
M 17 E kin, pocz — O E pot ,konc — 0
Energia preta tuz przed jego upadkiem na ziemie E,,. = E, jone + E por sone = Linkone
— l —
1) pocz E konc — mg 5 =k kin ,konc



Powigzanie energii kinetycznej z predkoscig katowa o okreslong w chwili tuz przed

upadkiem preta na ziemig 10
@

kin,konc ~—
2

Srodek masy

/2 gdzie moment / — moment bezwtadnosci preta wzgledem

os1 obrotu

] Z twierdzenia Steinera ,
ha=d= 8 [=1,+md’ :Lmlz+m(£) :mlz(ijLi):lmlz
! | 12 2 12 12) 3
% Io® 1
Vom A zatem Ekin,konc = o = gmlza)z
Powigzanie predkosci katowej z szybkoscig srodka masy preta poruszajacego
si¢ po okrggu o promieniu R=102 | =Rwmw= lla) — = 2V
sm l
1 1 4v: 2
A zatem E. . =—ml*w’ =—ml’ - =—mVSi1
’ 6 l 6 [ 3
Uwzgledniajac to iz £y, 1

=mg— mam
82 y

[ 2 3 1
mg—=—mV, =V =.—-gl=—.3gl
g2 3 " 4g 2 s



II zasada dynamiki ruchu obrotowego
bryly sztywnej (o stalym momencie bezwladnosci) wokol osi obrotu
nieruchomej ( w pewnym ukladzie inercjalnym ) lub osi o ustalonej
orientacji w przestrzeni przechodzacej przez srodek masy

I=const
~dL, :d(]a)) 0 ]d_a):]g

[-staly moment bezwtadnosci wzgledem osi 7 >0=¢>0
obrotu,
e-przyspieszenie katowe, 7, <0=>¢e<0
7,,, —Sktadowa z-towa wypadkowego momentu sily
(0§ Oz —o$ obrotu) okreslonego wzgledem
dowolnego punktu na osi obrotu

Wypadkowy moment sity dziatajacy na bryte nadaje
jej przyspieszenie katowe wprost proporcjonalne do
wypadkowego momentu sity 1 odwrotnie
proporcjonalne do momentu bezwtadnosci




Im wiekszy moment bezwtadnosci bryty tym trudniej jest jg

wprawiC w ruch obrotowy 1 zatrzymac gdy bryla si¢ obraca

Pyt. Dwa walce o jednakowych masach mogg poruszac si¢ wokot osi bedacych osiami
symetrii tych walcow. Do obu walcow przytozono jednakowg sil¢ w punktac
lezacych na powierzchni boczne; walcow. Sita ta ma kierunek styczny do
powierzchni bocznej walca 1 prostopadly do osi symetrii walcow. Promien kot
lezagcego w podstawie pierwszego walca jest dwukrotnie wiekszy niz promien kota
lezacego w podstawie drugiego walca. Co mozna powiedzieC o wartosci
przyspieszenia katowego z jaka poruszajg si¢ te walce?

a) Przyspieszenie katowe pierwszego walca jest czterokrotnie mniejsze niz drugiego.
b) Przyspieszenie katowe pierwszego walca jest dwukrotnie mniejsze niz drugiego.
c) Przyspieszenie katowe obu walcow jest jednakowe.

d) Przyspieszenie katowe pierwszego walca jest dwukrotnie wigksze niz drugiego.

Zaznaczy( jedno prawdziwe stwierdzenie sposrod podanych powyzej

Odp. Wartos¢ rzutu wypadkowego momentu sity na oS

obrotu rowna dlugosci momentu przytozonej sity jest rowna

T,,,~1Fsin(90°)=rF. Jest ona dwukrotnie wigksza w

przypadku pierwszego walca o wigkszym promieniu.

Moment bezwtadnosci walca wzgledem osi obrotu rowny

1=0.5*mr? jest 4-kotnie wickszy w przypadku pierwszego

walca o wiekszym promieniu.

/1;—> Przyspieszenie katowe rowne € = Tlﬂ jest wigc dwukrotnie

mniejsze w przypadku pierwszego walca o wigkszym
promieniu . Poprawna odpowiedz to odpowiedz b

Os obrotu



Ruch postepowy 1 obrotowy

ruch postepowy ruch obrotowy
droga liniowa droga katowa
predkos¢ predkos¢ katowa
przyspieszenie przyspieszenie katowe
masa - moment bezwladnosci

Ped moment pedu L, =1@
moment sity
i cne

rgia kinetyczna

sita wypadkowa

energia kinetyczna [y




Toczenie bez poslizgu jako ztozenie ruchu
postepowego 1 obrotowego bryty sztywne;j

W ogdlnym przypadku ruch bryly sztywnej moze by¢ zlozeniem ruchu
obrotowego 1 postepowego. Przykladem takiego ruchu moze by¢ np.
toczenie bez poslizgu bryly w ksztalcie np. kola, walca czy obreczy
bedace zlozeniem ruchu postepowego z predkoscig rowng predkosci
srodka masy bryty 1 obrotowego wokot osi przechodzTe! érzez

ruchomy srodek masy z predkoscig katowa o wartosci o taka 1z

(ruch postepowy) _ (ruch obrotowy) Zlozenie ruchOw-toczenie

0$ obrotu




Zwiazek predkosci katowej z szybkoscia srodka
masy w przypadku toczenia bez poslizgu

Droga pokonana przez punkt
lezacy w srodku masy bryty w
uktadzie nieruchomym jest
rowna drodze punktu
poruszajacego si¢ po torze
stykajacym si¢ z podiozem w
uktadzie zwigzanym z Srodkiem
bryly (kota, walca, kul1 )

7 = dS d(R|Agp])
S de dt

do _
—R|—/—| =R
R |w]

M S Karlapper



/Zwiazek przyspieszenia katowego z

przyspieszeniem srodka masy

Jesli bryta toczy sie bez poslizgu to srodek masy
bryly porusza si¢ z szybkoscig

Vem = R|w|

Gdy do bryly przylozymy zewngtrzng sile to
srodek masy bryly moze poruszac si¢ z
przyspieszeniem . W przypadku toczenia si¢
bez poslizgu przyspieszenie to mozna powigzac z
przyspieszeniem katowym w ruchu obrotowym.

dV, d(R|w dw

dt dt

Ruch ciata z okre$lonym powyzej przyspieszeniem katowym Przyspieszenie
bez poslizgu wymaga by rzut wypadkowego momentu sity  katowe
na oS obrotu byt rowny co do wartosci 7,




Toczenie mozna tez opisac jako ruch scisle obrotowy
wokot os1 obrotu lezacej na styku bryty z podtozem.

Widac 1z szybkos¢ poszczegdlnych punktow bryty
jest inna 1 zalezy od potozenia punktu

P’

o——|w2R=2/wR=2V,

Predkos¢ katowa wszystkich
punktow kotla jest taka sama
1 rOwna co do wartosci .

Szybkos¢ punktu P jest rowna zeru, P’ jest rowna 2V M S Karlapper

sm



Widac 1z w przypadku toczenia bez poslizgu energia kinetyczna jest
rOwna sumie energii kinetycznej w ruchu postepowym zachodzacym z
predkoscig srodka masy 1 energii w ruchu obrotowym wokot osi
przechodzacej przez srodek masy




Energia kinetyczna bryly sztywnej podlegajgce; jednoczesnie
ruchow1 post¢gpowemu 1 obrotowemu wzgledem os1 przechodzace;
przez srodek masy jest sumg energili w ruchu postgpowym 1
obrotowvm

energia kinetyczna energia kinetyczna /) -moment

w ruchu postepowym w ruchu obrotowym  bezwiadnosci
wzgledem osi
obrotu

kwadrat szybkos$ci §rodka masy bryly =~ przechodzace]
przez srodek

masy




Przyktady (czgsciowo do samodzielnej analizy)




Przyklad. Na koncach niewazkiej nici przerzuconej przez
ruchomy krazek w ksztalcie walca o masie m 1 promieniu R
zawieszono dwa klocki o masach m; 1 m, (m;>m2). Nic nie slizga
si¢ wzgledem brzegu bloczka. Okresli¢ wartos¢ przyspieszenia, z
jakim poruszac si¢ beda oba klocki.




r, =17, +7,. = RF,, —RF,,

le =7. = RF,, — RF,,




Rownanie ruchu postepowego ciezarkow

ma=1F,—F,=mg-F,

Fy, =mg—ma

— —

mya, =F, +F,,

C

a,

Fc2
mya=—F_,+F,,=—mg+F,,

m1>m2




Ni¢ nie slizga sie po
bloczku

a —
[—=mg-—ma—m,g—m,a

— R’

mq—my

1
Sm+my+m,




Przyktad Staczanie si¢ kuli z rowni pochytej bez poslizgu

Kula o promieniu R
stacza si¢ Z rowni o
kacie nachylenia do
poziomu [7 bez
poslizgu. Znalez¢
przyspieszenie
liniowe Srodka

masy kuli .

Okreslenie wypadkowego momentu sity
wzgledem srodka kuli O lezacego na osi1
obrotu

Moment sity c1¢zkoScl P Ay

C C C

Moment sily reakcji [N

Wartosc.momentu ‘;t‘ =7 x F,



Staczanie si¢ kuli z rowni pochylej bez poslizgu

Rozktad sity
ciezkosci na sile
prostopadta do
rowni i site
rownolegta do
zbocza

F,=F, +F,

Ruch postepowy _ Ao
- _ _ E =
F =ma B E:H E = md,, R
Ruch obrotowy
= _ 1z _7 F _ ]Oasm

Wkiad do momentu sity wzgledem srodka masy wnosi tylko sila tarcia



Nie obowigzuje
WzOor

obowigzujacy tylko
przy zsuwaniu sie
ciat

a,, nie

zalezy od




Aby staczanie kuli bez
poslizgu byto mozliwe musi
zachodzi¢

r<F

[ — 7 ls,max

Es,max — Rlus — P;J_ﬂs — mg COS(a),US

U~ statyczny wspotczynnik tarcia




Zasada zachowania energil w opisie staczania si¢ kuli z
rowni pochytej bez poslizgu

rozwazania

energetyczne

uwzgledniajace

energie potencjalng w

polu sity ciezkosci

atkowita energia kuli jest zachowana. Energia potencjalna na
szczycle rOwnl zamienia si¢ na energi¢ kinetyczng u podstawy rowni




Przyktad. Szpulka z nawinietg nicig moze toczyc si¢ bez poslizgu. W
jakim kierunku 1 z jakim przyspieszeniem zacznie si¢ ona toczy¢ gdy do
nici przytozono site Fy Znamy R.1 r-zewnetrzny 1 wewnetrzny promien
szpuli oraz kat a jaki ni¢ tworzy z poziomem

Rozklad sity F yna skladowe ﬁNZ[FNx, Fyy]=[Fycos(a) , Fy sin(a)]

Przyspieszenie srodka
masy szpulki jest rowne
a=[a,0]
Poniewaz srodek masy
szpulki nie porusza si¢ w
plonie z przyspieszeniem to
sktadowa y-owa sity
wypadkowej znika

FR — FC_ FN Sin(a)
Fox = Fnx — Ft

Czyh

Sktadowa x-owa sity wypadkowej jest z kole1 rOwna

Czyli Mma= Fycos(a) = Fr 3 zatem F; = Fycos(a) — ma




Rownanie ruchu
obrotowego szpulki

log = Ty,

gdzie 7, _—rzut na os Oz
wypadkowego mementu sity
okreslonego wzgledem srodka
szpulki

Moment sity Fy, ma zwrot
przeciwny niz os$ Oz, zas$ moment
sily tarcia ma zwrot taki jak 0§ Oz
(za rysunek) a zatem

T, = Tr Ty 8dzie 7 =F R —warto$¢ momentu sily tarcia
T y =Fy r—wartos¢ momentu sity naciggu nici

Zwiazek przyspieszenia srodka masy z przyspieszeniem katowym € = %

A zatem Io%:FtR_ Fyr



F, = Fycos(a) —ma
a
lo2 = FR-Fyr

IO% = Fycos(a)R—maR— Fy r

Ioa = RFy[cos(a)R—r]—maR*
_ RFy[cos(a)R—r]
I, + mR?

a

Wida¢ iz >0 gdy cos(a) > % co odpowiada ruchowi szpulki w prawo 1

nawijaniu si¢ nici na szpulke ( wektory predkosci 1 przyspieszenia srodka
masy skierowane w prawo, wektory predkosci katowej 1 przyspieszenia
katowego skierowane za ptaszczyzne rysunku , szpilka zaczyna obracac
si¢ w kierunku zgodnym z ruchem wskazowek zegara).

W przeciwnym razie szpulka zaczyna poruszac si¢ w lewo 1 ni¢ si¢ odwij
ze szpulki (szpulka obraca si¢ w kierunku przeciwnym do kierunku ruchu
wskazowek zegara, zmiana zwrotoOw wektorow predkosci 1 przyspieszenia
srodka masy oraz predkosci katowej 1 przyspieszenia katowego )



