Kwantowy opis atomu jednoelektronowego - wyjscie poza model
Bohra, analiza w oparciu o dyskusje rozwigzan rownania
Schrodingera niezaleznego od czasu- rownania witasnego dla

operatora Hamiltona
1) Moment pedu w mechanice kwantowej. Réwnania wiasne dla
operatorow kwadratu oraz rzutu na os Oz orbitalnego momentu
pedu. (wnioski wynikajgce z analizy tych rbwnan sg pomocne
m.in. przy wyznaczaniu i dyskusji stanow wtasnych operatora
Hamiltona dla czastek poruszajgcych sie w potencjale o symetrii
sferycznej V() =V() | dla ktérych moment pedu zgodnie z fizyka
klasyczng jest catkg ruchu)
2) Opis atomu wodoru i jednoelektronowego w modelu opartym o
rozwigzanie rownania Schrodingera
a) szkic rozumowania prowadzgcego do okreslenia funkcji
wtasnych i wartosci wtasnych operatora Hamiltona (dozwolonych
energii) dla elektronu w atomie. Indeksowanie standw wiasnych
operatora Hamiltona przy pomocy liczb kwantowych, degeneracja,
orbitale atomowe
b) funkcja gestosci stanow oraz radialna gestoscC
prawdopodobienstwa dla elektronéw w atomie, reguty wyboru



Moment pedu (orbitalny)
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Operator kwadratu momentu pedu



Moment pedu-relacje komutacyjne
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( dowdd wybranych relacji zamieszczono w dodatku 1 na koncu wyktadu)
Whnioski wynikajgce z powyzszych relacji komutacyjnych :

1) Nie mozna jednoczesnie wyznaczyc¢ roznych sktadowych wektora momentu pedu,
bo komutator operatorow reprezentujgcych te sktadowe jest rozny od zera. Gdybysmy
po dokonaniu pomiaru sktadowej x-owej momentu pedu dokonali natychmiastowo
pomiaru sktadowej y-kowej, to powtorny natychmiastowy pomiar sktadowej x-owej nie

byt by okreslony i mogtby dac¢ inny wynik od pomiaru dokonanego wczesnie,.
2) Jednoczesnie mozna dokonac pomiaru tylko jednej sktadowej momentu pedu (np.

sktadowej z-towej lub x-owej lub y-owej ) i kwadratu momentu pedu (dtugosci wektora

momentu pedu)
( gdyz tylko dla takich operatorow istnieje wspaolny uktad funkcji wkasnych).
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Wspolrzedne sferyczne
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Uzaleznienie operatorow orbitalnego momentu od wspotrzednych
w uktadzie sferycznym

Operatory sktadowych momentu pedu
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Rownanie wlasne dla operatorow I’ oraz ;
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Wspolny uklad funkcji wlasnych obu operatorow stanowis
funkcje kuliste y” ((9, ¢) Spetniaja one ponizsze réwnania wiasne

LY"(0,p)=1tmY"(6,0)
L*Y"(0,0) =11+ 1)Y," (60, 0)

Funkcje te sg indeksowane przy pomocy dwoch liczb kwantowych /1 m

mogacych przyjmowa¢ ponizsze wartosci
[=0,1,2,.......... : m=-l—-1+1,..,1-1]1

Liczby te wyznaczaja wartosci wlasne a wigc 1 mozliwe wyniki pomiarow

N

wielkosci zwigzanych z operatorami I’ i L rowne odpowiednio

nel(1+1) oraz  hm )

Warunki ograniczajace zbior dopuszczalnych wartosci liczb /1 m oraz wzory
okreslajace wartosci wlasne operatorow L L tworzgce widmo dyskretne

wynikajg z wymagania by funkqe wlasne byly skonczone 1 jednoznaczne
Dla ustalonej liczby / liczba m moze przyjmowac 2[+1 wartosci . Tyle wynosi

stopien degeneracji stanow wlasnych operatora [>  odpowiadajacych
wartodci whasnej 7°1(I+1)




N

Sposob znalezienia funkcji i wartosci wkasnych dla operatorow LZ i L’

przedstawiono w dodatkach 3a,3b i 3c



Kwantyzacja przestrzenna momentu pedu
Rzut momentu pedu na o§ Oz przyjmuje dyskretne wartosci L_ = hm ktorych
modutl jest mniejszy od pierwiastka z wartosci wlasnej operatora kwadratu
momentu pedu (dhugosct wektora momentu pedu).

Lz <L:h\/l(l+l) 120,1,2, .......... ; m:_la_l+19"“9l_lal
Kat jaki tworzy moment pedu z osig Oz moze przyjmowac tylko dyskretne
wartosci, przy czym nie moze by¢ on rowny katowi 0 ani 7.

Rysunek dla /=2 To ze |L_|<L wigze si¢ z tym 1z

gdyby L,=L to L,=L =0 czyli
e

mozna by dokonac¢ jednoczesnego
pomiaru wszystkich sktadowych

momentu pedu co nie jest
mozliwe gdyz |L..L, |=inL, #0
L, L.|=ini, =0

Pomiar ten jest mozliwy tylko
wowczas gdy L,=L,=L,=L=0
Sytuacje obrazujemy w uproszczony
sposOb wyobrazajac sobie 1z wektor

L podlega przypadkowej precesji
e wokot osi Oz zachowujgc statg
(b} " dlugo$¢ oraz rzut na 0§ OZ .




Wynik pomiaru rzutu momentu pedu na osie Ox 1 Oy jest
nieokreslony. Mozna w jego wyniku otrzyma¢ rozne wartosci.
Pochodzg one z tego samego zbioru wartosci ktore w stanie o
okreslonej wartosci liczby [ mozna uzyska¢ w wyniku pomiaru
rzutu momentu pedu na os Oz. Prawdopodobienstwo ich
otrzymania w pomiarze zalezy od stanu w jakim znajdowat si¢
uktad przed pomiarem ( opisanym przez liczby /1 m okreslajace
kwadrat momentu pedu oraz rzut momentu pedu na os Oz)
Mozna pokazaé iz w stanie wlasnym operatorOw L’*oraz L.
wartosci oczekiwane operatorow ;. oraz L, znikaja (L)=(L,)=0
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Unormowane funkcje kuliste spetniaja warunek ortonormalnosci
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Gdy m=0 to y~ zalezy od katow 0 1 ¢ , przy czym ‘Yzm‘ zalezy tylko od kata ¢




WyKkresy biegunowe funkcji‘Yl’"‘z. Os pionowa odpowiada osi Oz. Wartos¢ funkcji
w kazdym z punktow przestrzeni zalezy tylko od kata jaki wektor wodzacy tego
punktu tworzy z osig Oz. Dla punktow dla ktorych kat ten jest rOwny 6 wartos¢ ta
jest proporcjonalna do odlegtosci od poczatku uktadu wspotrzednych punktu
przeciecia obwiedni zo6ttej figury na wykresie z prosta tworzaca kat ¢ z osig Oz
(dhugosci zielonej strzatki na wykresie).

|l=0,m=0

4» SCm

=1, m=0 l=1, m=+/-1




Atom jednoelektronowy -rozwazania oparte na rozwiazaniu
rownania Schrodingera)

¥

. Energia potencjalna V(r)=-— Ze
° , : 4re,r
r Nl gdzie r:‘F‘:\/xz-kyz—l—Zz
r j \ Operator Hamiltona
@ +Ze : A D h? Ze*
= H=2p—+V(r)=—2—A—4 ¢
: L £
Z-liczba atomowa pierwiastka II e e 5 2” o”@ S
(liczba protonow w jadrze). Operator Laplace’a :  A=—5+—5+—
W przypadku atomu wodoru Z=1 ox™ oy Oz
(jadro stanowi proton o tadunku e) A 1| 0 (Fz 0 j+ 1 o (sin p 0 j+ 1 82
Dla Z>1 atom zjonizowany Z-1 r’|or\" or) sin@ o0 00 ) sin’ 6 0¢°
krotnie
Rownanie Schrodingera niezalezne od czasu I;h// —Ey o {_ n’ A— Ze® }W ~-Ey
(rownanie wlasne dla operatora Hamiltona) 2m, dmeyr

Zaktadamy 1z jadro o masie M jest nieruchome. Ruchu elektronu o masie m, 1jadra
wokot srodka masy uktadu mozna uwzgledni¢ dokonujac podstawienia
m,M
m,+M

m, — =
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" lsing o0 >t PY:) " sin 0 9> -operator kwadratu momentu pedu

pl=—h’— L d (r g j -operator kwadratu pedu radialnego

P2 or\ or -
Mozna pokazac ze [ﬁ,iz] ﬁ faf,LAz]+2;{i,LA2 [V(r),iz]:o
A A N CYA R XA
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Wynika to m.in. z faktu iz operatory L’,L. nie zalezg od zmiennej radialnej r, a

)
operator #- nie zalezy od zmiennych katowych ¢ oraz ¢ . Poniewaz |._i*|-0

[Fl,ﬁjzlﬁl,izjzo to operatory L’,L. oraz H majg wspolny uktad funkcji wkasnych

Rozwigzanie rownania Schrodingera niezaleznego od czasu (rownania wtasnego dla
operatora Hamiltona) mozna poszukiwaé w zwigzku z tym w postaci (7 )=Y,"(0,9)R(r)
gdzie funkcje kuliste Y,” (6?,(0) spetniajg rownania wtasne

LY (0,0)=110+0Y"(0.0) L Y"(0,0)=hmY"(0,0)

120,1,2,3 m:-l,-l+1,....,l']:l



Mozna pokazaé¢ (dodatek 4) iz rozwigzaniem rownania ﬁw(?): Ew(?) jest funkcja w
postaci ¥ (77 ) =Y" (9, go)R(r) gdy funkcja R(r) spetnia réwnanie rézniczkowe
> dzR(r) dR(r) Zme’r 2mr’E
v + 2r + ~+ .
2re it

—[([+1) [R(r)=0
dr’ dr ( )] ")
Mozna pokaza¢ (dodatek 4) iz rOwnanie to ma rozwiazanie takie iz R(r)# oo
dla dowolnego r>0 wowczas gdy energia elektronu £ przyjmuje
dyskretne wartosci rOwne

4 n=1273,

me'Z> 1 ,
o Wzér zgodny z
RN/ 0 h° n modelem Bohra

E=E,=-|E|=

Rozwiazanie R(r)# istnieje przy tym tylko dla n>1
Postac¢ funkcji R(r)=R ,(r) zalezy od liczb kwantowych / oraz n
Funkcje te charakteryzujg si¢ tym iz limR,(r)=0 i mozna je wyrazi¢

wzorem w ktorym pojawiajg si¢ L(p) = L' (p) czyli tzw. stowarzyszone
h

2./2m,|E|

wielomiany Laguerre’a r, - R(p zlj _ Gj exp(— é}a@ gdzie a-
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Rnl(r)‘zrzdr =1

Wybrane funkcje R, speiniajgce warunek normowania j
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Podsumowanie rozwigzania zagadnienia wlasnego dla
operatora Hamiltona dla atomu jednoelektronowego

Funkcje opisujacg elektron w stanie o ustalonych liczbach n,/,m
=\ m nazywamy orbitalem. Funkcje
Wnlm (7/') Rnl (I/')Y (9 (0)

ta jest tak unormowana iz j d%‘%lm‘ —j drr j dOsin(6 j dgp‘wnlm —1

/\

Funkcja ta jest wspolng funqu wiasng 3 operatorow H,I’ L
A . . me'Z* 1

Hy \r)=Ey  \r E =——-=

nlm( ) n nlm( ) n 3272_255;.12 n2

LZWnlm( ) h l(l"‘l)';”nzm( ) Ll,anm( ) hm%zm( )

n=1,23,.....-gtowna liczba kwantowa

[=0,1,2,.....n-1 —orbitalna liczba kwantowa

m=-1,-1+1,....,I-1,] -magnetyczna liczba kwantowa

W stanie wlasnym operatora Hamiltona mozna jednoczesnie dokona¢ pomiaru energii
elektronu, kwadratu jego momentu pedu oraz rzutu momentu pedu na o$ OZ.

Widmo wartosci wlasnych operatora Hamiltona jest zdegenerowane (liczbie n od
ktorej tylko zalezg wartosci wtasne tego operatora moze odpowiadac kilka liczb /1 m




1) Energia elektronu w atomie jednoelektronowym zalezy tylko od gtownej liczby
kwantowej n a nie zalezy od liczb orbitalnej /1 magnetycznej m . Wystepuje
degeneracja wartosci wlasnych operatora Hamiltona. Stopien degeneracji zalezy

od liczby kwantowej n 1 przy zaniedbaniu spinu wynosi

n—1 —
Z(Zl+l):l+3+5+ ........ +2n+1:1+22n l*n:nz

[=0
co znaczy ze n? liniowo niezaleznych funkcji falowych
moze opisywac elektron znajdujgcy si¢ w stanie o tej samej energii E

Uwaga. Uwzglednienie spinu (wlasnego momentu pedu elektronu nie zwigzanego z
jego ruchem wokot jadra) powoduje dwukrotny wzrost stopnia degeneracji do
2n? oraz konieczno$¢ wprowadzenia do opisu stanu elektronu w atomie czwartej
liczby m_ ( magnetycznej spinowej liczby kwantowe)) przyjmujgcej wartosci  ze

zboru .- okre$lajacej rzut spinu na o$ Oz w jednostkach #

1
2" 2
2) Wystepowanie degeneracji ze Wzglegdu1 na liczb¢ kwantowa [ wigze si¢ z

faktem 1z energia potencjalna 7V (r) o« —.
r

Niewielkie zaburzenie postaci tej zaleznosci (wystepujgce np. w atomach
wieloelektronowych) prowadzi do zniesienia te] degeneracji (wystapienia
zaleznosci1 energii elektronu od liczby kwantowej /).

3) Wystepowanie degeneracji ze wzgledu na liczb¢ kwantowa m jest wynikiem
symetrii sferycznej uktadu. Symetria ta moze zosta¢ zaburzona np.
po umieszczeniu atomu w polu elektrycznym lub magnetycznym.



4) Stany elektronowe (orbitale) o tej samej liczbie n tworza powtoke
elektronowa, a stany o tej samej liczbie / podpowloke elektronowa .
Stany z kolejnych podpowtok okreslamy przy pomocy liter zaleznych od
liczby kwantowej [

s dla /=0
p dla [~=l
d dla =2 |
f dla =3 Np. Stan o n=1,/=0 oznaczamy jako 1s.
n | ] Podpowloka m m,
. s
10 Is 0
210 2s 0 .
1 2p -1,0, 1 >
310 3s 0
1| 3p 1,0, 1
2 3d -2,-1,0,1, 2




Poziomy energetyczne w atomie

jednoelektronowym olejne
Bt podpowtoki

. P d f
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Wartosci energii poziomow energetycznych sg takie

same jak w modelu Bohra

Roznica energii sgsiednich poziomow maleje ze

\ wzrostem n (w przeciwienstwie do oscylatora
jednowymiarowego dla ktorego nie zalezy od n i

Jjednowymiarowej studni potencjatu dla ktorej

rosnie z n)

Stanow1 0 najnizszej energii (stanowi m e

podstawowemu) odpowiada n=1,/=0,m=0. E =— oy = —13,6eV

Dla atomu wodoru (Z=1) energia tego stanu 2rn°¢e 0 h

n=1




Reguty wyboru dla przejs¢ optycznych pomiedzy roznymi orbitalami
Znajomosc¢ funkcji wtasnych operatora Hamiltona pozwala na okreslenie natezenia
linii widmowych promieniowania emitowanego przez atom towarzyszgcego przejsciom
elektronow miedzy stanami opisanymi roznymi
funkcjami falowymi , a nie tylko ich potozenia co byto "2 s sy sy 4oy
mozliwe w teorii Bohra. W szczegolnosci pozwala
ona na sformutowanie regut wyboru umozliwiajgcych
na okreslenie tego pomiedzy jakimi stanami wystepuje °
znaczgce prawdopodobienstwo przejsc elektronow 598

Zwigzane z emisjg promieniowania. (1

Mozna pokazac iz przejscia takie zachodzg miedzy
stanami, dla ktorych superpozycja odpowiadajgcych im, 3
funkcji falowych prowadzi do pojawienia sie zmiennego

w czasie rozktadu tadunku elektrycznego typowego

dla dipola elektrycznego bedgcego efektywnym zrodtem,
promieniowania. Jedna z regut wyboru méwi iz efektywnie®
przejscia mogg zachodzic tylko pomiedzy stanami,
dla ktorych liczba kwantowa / rozni sie o 1.

Al ==x] 1

Jezeli elektron nie moze przejsc ze stanu wzbudzonego do stanu o nizszej energii bez
pogwatcenia regut wyboru to stan taki nazywamy metastabilnym. Czas przebywania
elektronu w takim stanie moze byc¢ dtuzszy niz w innych stanach wzbudzonych.

5p 5d 5f og
4p 4d 44
/ 3!)/Ad /

1s




Wybrane funkcje wlasne

Wnlm — Rnl (F)Ylm (8’ €0)

operatora Hamiltona atomu jednoelektronowego

\\3/2
Y100 N ay 2
3/2
P a2x a, ) a, 2a,
Wi = 1 2 gexp 4 cos(6)
0 aor a, a, 2a,

3/2
o= 2] Zoaf -2 snlolenslio

a, a, 2a,

3/2
vai= | 2] Lon| -2 snloerpi-io

a, a, 2a,

2
Y.m| nie zalezy od @



Radialny rozklad prawdopodobienstwa P(r)

T 27
P(r)dr = rzdrj do Sin(ﬁ)jdgo W, (77)‘2 = N T
0 0 S

= r2dr|R (r)(zjdé’sin(ﬁ)zf ol (0.0) = s
0 0 -

(i

2

IR, (r) [ ay" (0

P(r) = r?|Rpy|*
Z unormowania funkcji falowej wynika 1z
3 ) P(r)dr okresla
L= [d’r ~  prawdopodobienstwo
znalezienia elektronu w
warstwie sferyczne; wokot
jadra o promieniu 7 1
R, (1)’ grubosci dr

wnlm

= Tdrrzfde sin(é’)zfd(ﬂ Y i
0 0 0

dr\Rmfﬂfd@sin(@)Tdco\Yﬁ\z -

O'—-.S O ey 8

R, (|7 j dQ\Y'”\ = j dr

Radialny rozktad gestosci prawdopodoblenstwa spetia relacje j P(r)dr =



Radialny rozktad prawdopodobienstwa dla elektronu w atomie jednoelektronowym

0.6
P(r)

]
o

1) Ruch elektrondw nie jest
ograniczony do orbit o scisle

okreslonych promieniach.

2) W stanie o okreslonym
n oraz I=n-1gdy Z=1

rozktad radialny £(r)
osigga maksimum dla

T 1 2 .
N=3 r=n-a, gdzie

=0 0, =" -promien 1

2
m,e

0.1

. orbity elektronu w
| =1 modelu Bohra atomu

0.1]

= wodoru.
n=3 Gdy Z>1 rozkfad ten
osigga maksimum dla

Open AGH —podrecznik
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Radialny rozktad prawdopodobienstwa dla elektronu w atomie jednoelektronowym

P(r)

0.6

3) W stanach o /#7-1
wystepujg na wykresie

dodatkowe maksima
jak i wezty w ktorych P(r)=0
4) Srednia odlegtosc¢ elektronu

od jagdra (r)=[rP("dr rodnie
ze wzrostem n czyli energii.
Odlegtos¢ ta w atomach o

0.1

Z>1 maleje ze wzrostem
ilosci protonow w jgdrze Z.
5) Dla r—0 gestos¢ F()

jest wieksza w stanach o
I=0 niz w innych stanach

0.1]

o P, L _ Ze
2m, 2m,y"  4rner

p,~ ped radialny (rzut pedu na

5

o5 | kierunek taczacy elektron z
jadrem) )

[#£0=> > 00

e




Gestosci prawdopodobienstwa |y, (7 )(2 Rozklad radlalny

| | P(r)=r j do j AP ()
Orbitaleftypu s — pelna symetria sferyczna
Liczba orbitalna 1=0, Jiczba we¢ziow =n-1 R, SRR
7 7 A x I
£ Ri_ {1 ! I‘I
15 b ."II l\k
Is Orbital A .

5 4] | 5 )]

f"l,u'll II'-. B il
0 10 20 30 H)
Obszary bardziej czerwone na rysunku (o

wigkszej gestosci czerwonych kropek)

odpowiadaja obszarom o wigkszej gestosci

prawdopodobienstwa znalezienia elektronu



Orbitale typu p (I=1), zaleznos¢ gestosci prawdopodobienstwa
od kata ¢

Gestos¢ prawdopodobienistwa -« -
zalezy od kata @ PR 5 i
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Obszary wiekszej gestosci niebieskich kropek odpowiadajg obszarom o wiekszej gestosci

prawdopodobienstwa znalezienia elektronu

Po usrednieniu gestosci po stanach o roznych m, ktorym odpowiada ta sama energia gestosé
stanOw nie zalezy od kata 0



Zalety modelu atomu jednoelektronowego wytaniajgcego sie z rozwigzania
rownania wiasnego dla operatora Hamiltona w stosunku do modelu Bohra.

1) Nie wykorzystanie nie majgcych uzasadnienia zatozen wprowadzanych w
priori w modelu Bohra (np. wzoru na dozwolone promienie orbit wynikajgcego
z kwantowania momentu pedu) i otrzymanie przy braku tych zatozen
poprawnych wzorow na dozwolone energie elektronu w atomie

2) Otrzymanie poprawnego opisu orbitalnego momentu pedu, od ktérego
zalezy moment magnetyczny, ktérego opis w modelu Bohra nie jest poprawny.
Jego wilasciwy opis jest istotny z punktu widzenia opisu zmiany energii atomu
PO umieszczeniu go w polu magnetycznym .

3) Otrzymany model stanowi dobrg podstawe po jego odpowiedniegj
modyfikacji do przyblizonego opisu atomoéw wieloelektronowych, do opisu
ktorych model Bohra sie nie nadaje.

4) Znalezienie funkcji falowych opisujgcych elektron w stanach stacjonarnych
Znajomosc tych funkcji pozwala na okreslenie w sposob poprawny gestosci
prawdopodobienstwa znalezienia elektronu w réznych punktach przestrzeni
(odejscie od pojecia scisle okreslonych orbit elektronowych) oraz okreslenie
tego, pomiedzy jakimi stanami jest mozliwe efektywne przejscie elektronow z
emisjg promieniowania, czyli tzw. regut wyboru. Pozwalajg one takze na
okreslenie czestosci takich przejs¢ na jednostke czasu, od ktorych zalezy
natezenie emitowanego promieniowania.



Przyktadowe pytania opisowe

1) Okresli¢ czemu rowne sg komutatory operatorOw rzutu orbitalnego momentu pedu na osie uktadu
kartezjanskiego oraz kwadratu tego momentu? Jakie wielkosci z ktérymi zwigzane sg te operatory mozna
jednoczesnie okreslic? Jakie wartosci mogg one przyjmowac? Na czym polega kwantyzacja przestrzenna
orbitalnego momentu pedu?

2) Co oznacza fakt i1z wartosci wlasne operatora Hamiltona dla elektronu w atomie wodoru s3
zdegenerowane? Okresli¢ stopien degeneracji przy zaniedbaniu oraz przy uwzglednieniu spinu elektronu.
(Zaniedbujemy istnienie oddzialywania spinowo-orbitalnego). Jakie 3 liczby kwantowe wykorzystujemy
do opisu funkcji falowej elektronu w atomie jednoelektronowym? Jakie moga one przyjmowac wartosci?
Od ktorej z powyzszych liczb zalezy energia elektronu? Z pomiarem jakich wielkosci fizycznych sg
zwigzane pozostate liczby? Do opisu stanu kwantowego elektronu w atomie wykorzystujemy jeszcze
jedna liczbe przyjmujacag dwie wartosci. Jakie warto$ci moze przyjmowac ta liczba 1 co ona okresla? Co
trzeba zrobi¢ z atomem wodoru aby zmniejszy¢ stopien degeneracji stanow wilasnych operatora
Hamiltona dla atomu wodoru?

3) Jaki sens mozemy nadac radialnej gestosci prawdopodobienstwa dla elektronéw w atomie wodoru 1 jak
mozna j3 wyznaczy¢ znajac funkcje falowa dla elektronow w atomie wodoru. Okresli¢ podstawowe
cechy tej gestosci dla elektronéw znajdujacych si¢ w roznych stanach kwantowych.

4) Okresli¢ podobienstwa 1 roznice pomigdzy wlasnosci atomu przewidywanymi przez model Bohra
oraz model oparty o rozwigzanie rownania Schrodingera



Przyktadowe pytanie testowe

1) Zgodnie z prawami mechaniki kwantowej dla czastki kwantowej
mozna jednoczesnie wyznaczyc¢

a) rzut momentu pedu na dwie rozne osie kartezjanskiego ukladu
wspotrzednych

b) rzut momentu pedu na 0§ Ox 1 kwadrat momentu pedu

¢) rzut momentu pedu na os Oz 1 kwadrat momentu pgdu

d) wszystkie sktadowe wektora momentu pedu oraz jego dtugosc.

Zaznaczy¢ wszystkie prawdziwe stwierdzenia. Czy rzut momentu
pedu na wybrang o$ (np. 0§ OZ) moze by¢ rowny dlugosci wektora
momentu pedu?



Przyktadowe pytania testowe

1) Ktére z ponizszych stwierdzen dotyczacych atomu wodoru sg prawdziwe?
a) Przewidywane w modelu Bohra dozwolone energie elektronu w atomie wodoru sg

takie same jak te wynikajgce z rozwigzania rOwnania wilasnego dla operatora
2

)
. n e .
Hamiltona & =2 - dla elektronu w atomie wodoru.
2m  4wer

b) Ograniczenie ruchu elektronow do orbit kotowych o $cisle ustalonych promieniach
wynika z rozwigzania rOwnania Schrodingera dla elektronu w atomie wodoru.

c) Atom wodoru emituje promieniowanie o widmie cigglym czyli moze emitowac
Swiatto o dowolnej dlugosci fali.

d) Energia elektronu w atomie wodoru jest skwantowana.

Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia.

2) Zgodnie z prawami mechaniki kwantowej dla elektronu w atomie wodoru mozna
jednoczesnie wyznaczy¢

a) rzut momentu pedu na dwie rdézne osie kartezjanskiego uktadu wspotrzednych

b) rzut momentu pedu na 0§ Ox 1 kwadrat momentu pedu

c¢) energie elektronu, kwadrat momentu pedu elektronu oraz rzut momentu pedu na os Oz
d) energie elektronu oraz wszystkie skladowe jego wektora wodzacego oraz pedu.

Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia.
Zaniedbujemy wplyw sprz¢zenia spinowo-orbitalnego.



2) Ktore z ponizszych stwierdzen dotyczacych atomu wodoru sg prawdziwe?
a) Przewidywane w modelu Bohra dozwolone energie elektronu w atomie wodoru sg
takie same jak te wynikajgce z rozwigzania rownania wlasnego dla operatora
~2 2
p e

Hamiltona H =+—- dla elektronu w atomie wodoru.
2m  4re,r

b) Ograniczenie ruchu elektronow do orbit kotowych o $cisle ustalonych promieniach
wynika z rozwigzania rOwnania Schrodingera dla elektronu w atomie wodoru.

c) Atom wodoru emituje promieniowanie o widmie cigglym czyli moze emitowac swiatto
o dowolnej dtugosci fali.

d) Widmo wartosci wlasnych operatora Hamiltona jest widmem zdegenerowanym
(niektore wtasnosci wlasne tego operatora sg zdegenerowane) .

Zaznaczy¢  wszystkie poprawne stwierdzenia. Zaniedbujemy wpltyw  efektow
relatywistycznych na wyznaczenie energii atomu

3) Zgodnie z prawami mechaniki kwantowej dla elektronu w atomie wodoru mozna
jednoczesnie wyznaczy¢

a) rzut momentu pedu na dwie rozne osie kartezjanskiego uktadu wspotrzednych

b) rzut momentu p¢du na 0§ Oz 1 kwadrat momentu pedu

c¢) energie elektronu, kwadrat momentu pedu elektronu oraz rzut momentu pedu na o§ Oz
d) energie elektronu oraz wszystkie sktadowe jego wektora wodzgcego oraz pedu.

ZaznaczyC¢ wszystkie poprawne stwierdzenia. Zaniedbujemy wplyw sprzezenia spinowo-
orbitalnego 1 innych efektow relatywistycznych na wyznaczenie energii atomu.



4) 7 czym zwigzana jest niezaleznos¢ energii elektronu w atomie jednolektronowym od
orbitalnej liczby kwantowej / stanu w jakim znajduje si¢ elektron?
a) Tym, ze elektron w atomie znajduje si¢ w potencjale odwrotnie proporcjonalnym do
odlegtosci elektronu od jadra.
b) Tym, ze elektron w atomie znajduj¢ si¢ w potencjale sferycznie symetrycznym
zaleznym wylacznie od odlegtosci elektronu od jadra.
c) Tym ze w atomie wystgpuje oddzialywanie spinowo-orbitalne
d) Tym ze elektron ma spin r6zny od zera.

Zaznaczy¢ poprawng odpowiedz sposrod podanych powyzej

5) Z czym zwigzana jest niezaleznos¢ energii elektronu w atomie jednolektronowym od
magnetycznej liczby kwantowej m stanu w jakim znajduje si¢ elektron?
a) Tym ze elektron w atomie znajduje si¢ w potencjale odwrotnie proporcjonalnym do
odlegtosci elektronu od jadra.
b) Tym ze elektron w atomie znajduje si¢ w potencjale sferycznie symetrycznym
zaleznym wylacznie od odlegtosci elektronu od jadra.
c) Tym ze w atomie wystepuje oddziatywanie spinowo-orbitalne
d) Tym zZe elektron ma spin r6zny od zera.

Zaznaczy¢ poprawng odpowiedz sposrod podanych powyzej



6) Gdy =zaniedbujemy istnienie oddziatywania spinowo-orbitalnego 1 innych efektow
relatywistycznych to do opisu stanu kwantowego elektronu w atomie wodoru
wykorzystujemy 4 liczby kwantowe: n-glowng liczbe kwantowa, [-orbitalng (poboczng)
liczbe kwantowa, m-magnetyczng liczbe kwantowa, mcmagnetyczng spinowg liczbe
kwantowg. Ktore z ponizszych stwierdzen sg stwierdzeniami prawdziwymi?

a) Energia elektronu w atomie wodoru nie zalezy od

1) liczby n
2) liczby [
3) liczby m
4) liczby mi;

Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia.

b) Gdy wartos¢ gtownej liczby kwantowej jest rowna n=2 to orbitalna liczba kwantowa /
moze przyjmowac wartosci

1)-1,0,1
2) 1,2
3) 0,1
4)-2,-1,0,1,2

Zaznaczy¢ poprawne stwierdzenie.



c) Gdy wartos$¢ orbitalnej liczby kwantowej jest rowna /=2 to magnetyczna liczba kwantowa
m moze przyjmowac wartosci

1) -2,0
2)-2,-1,0,1,2
3)0,1,2
4)1,2,3,....

Zaznaczy¢ prawdziwe stwierdzenie.

d) Wartos¢ rzutu orbitalnego momentu pedu na o$ Oz jest wyznaczona jednoznacznie przez
wartos¢

1) liczby kwantowej n
2) liczby kwantowej /
3) liczby kwantowej m
4) liczby kwantowej m;

Zaznaczy¢ prawdziwe stwierdzenie.

e) Wartos¢ kwadratu (orbitalnego) momentu pedu jest jednoznacznie wyznaczona przez
wartos¢
1) liczby kwantowej n
2) liczby kwantowej /
3) liczby kwantowej m
4) liczby kwantowej m;
Zaznaczy¢ prawdziwe stwierdzenie.



7) Elektron w atomie wodoru znajduje si¢ na podpowloce 2p. Ktore z ponizszych
stwierdzen sg stwierdzeniami prawdziwymi?
a) Elektron znajduje si¢ w stanie podstawowym o najnizszej energii.
b) Wartos¢ gtownej liczby kwantowej n jest rowna 2.
c) Wartos¢ orbitalnej liczby kwantowej / jest rowna O.
d) Magnetyczna liczba kwantowa m moze przyjmowac nastgpujgce wartosci:
-1,0, 1
Zaznaczy¢ wszystkie prawdziwe stwierdzenia.

8) Elektron w atomie wodoru znajduje si¢ na podpowloce 1s. Ktére z ponizszych
stwierdzen sg stwierdzeniami prawdziwymi?

a) Elektron znajduje si¢ w stanie podstawowym o najnizszej energii.
b) Wartos¢ orbitalnej liczby kwantowej / jest rowna 0.
¢) Rzut momentu pgdu elektronu na 0§ Oz jest roéwny 7 .

d) Magnetyczna liczba kwantowa m moze przyjmowac nastgpujgce wartosci:
-2,-1,0,1, 2.

Zaznaczy¢ wszystkie prawdziwe stwierdzenia.

9) Ile r6znych wartosci mozna otrzyma¢ w wyniku pomiaru rzutu orbitalnego momentu
pedu elektronu w atomie wodoru na o§ Oz przy zatozeniu iz elektron znajduje si¢ w
stanie wlasnym operatora kwadratu moment pedu okreslonym przez wartos¢ orbitalne;j
liczby kwantowej /=27

Wybrac¢ poprawna odpowiedz sposrod podanych ponizej.
a) 2 wartosci
b) 3 wartosci
c) 5 wartosci
d) Wynik moze by¢ okreslony przez dowolng liczbe rzeczywista



10) Ktore z ponizszych stwierdzen dotyczacych radialnej gestosci prawdopodobienstwa P(r)
dla elektronu w atomie sg stwierdzeniami prawdziwymi?

a) Radialna gestos¢ prawdopodobienstwa dla elektronu w atomie wodoru w stanie o /=n-1
osigga maksimum dla odlegtosci od jadra » roOwnej promieniowi orbity atomu w modelu
Bohra.

b) Radialna gestos¢ prawdopodobienstwa w atomie jednoelektronowym moze osiggngc
wartos¢ rowng 0 dla wybranych odlegtosci od jadra » z zakresu 0<r<co.

c) Radialna gestos¢ prawdopodobienstwa w atomie jednoelektronowym osigga wartosci
rozne od 0 tylko dla dyskretnych wartosci odleglosci elektronu od jadra 7.

d) Radialna gestos¢ prawdopodobienstwa w odleglosci od jadra bliskiej 0 jest wieksza w
stanie o orbitalnej licznie kwantowej /=0 niz stanach o 1=0.

e) Srednia odlegloéé¢ elektronu od jadra w atomie jednoelektronowym rosnie ze wzrostem
gtownej liczby kwantowej n stanu w jakim znajduje si¢ elektron.

f) Srednia odleglo$é¢ elektronu od jadra w atomie jednoelektronowym w ustalonym stanie
kwantowym maleje ze wzrostem liczby atomowej Z pierwiastka.

Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia.

11) W jakich stanach kwantowych gestos¢ prawdopodobienstwa znalezienia elektronu w
atomie wodoru okreslana jako kwadrat modutu funkcji falowej (nie radialna) zalezy
wyltacznie od odlegtosci od jadra » (ma symetrie sferyczng) a nie zalezy od zmiennych
katowych?

a) w stanach w ktorych gtowna liczba kwantowa jest rowna n=1

b) w stanach w ktorych orbitalna liczba kwantowa jest rowna /=0

c) w stanach w ktorych orbitalna liczba kwantowa jest rowna /=1

d) w stanach w ktoérych magnetyczna liczba kwantowa jest rowna m=0

Zaznaczy¢ wszystkie poprawne odpowiedzi.



Dodatki (dla zainteresowanych)



Dodatek 1. Dowod wybranych relacji komutacyjnych

W dowodach wykorzystujemy relacje

5, 4]=-|4,B] 4B,¢|= 4lB.¢|+|4.¢lp
4,6+ ¢|=|4, 8]+ |ac) 4,4]=0
B‘i’)%jJ:O U?wf?jJ:O piﬂﬁjJ:ihéf

xl:£,£22ﬁ9£3:2 plsz9p2:py9p3:pz



9 [L,L ]=ihL,
[L.,L,1=[L,,%p,—%p.1=[L,,2p . 1-[L,,%p.]1=
= {2p., L ]+[xp.,L.]=
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4B,¢|=4|B.¢|+|a, ¢l



2.0 |=-|L..2|={3p. - 2,.2)=[3p..2]+[2p,. 2] =
——3[p..2)-[5.2]p. + 2, 2]+ [2.2]p, =
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4B,¢|=4|B.¢|+|a, ¢l
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[L.,L,0=~2p,L1-[2L.1p, +ilp.,L]+[%,L.1p. =

b [L.,L*]=0
W dowodzie wykorzystujemy relacje
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Dodatek 2. Wyprowadzenie wzoruna [_ . _ \/ 2 2 2
we wspolrzednych sferycznych X =rsinfcos@ F=qX Ty +2Z

A n n h 0 19 ysziﬂgSin(D @ = arccos z
Lz=xpy—ypx=7 X J 4+ 2

z=rcost
Dla dowolnej funkcji f
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Dodatek 3a ROwnanie wiasne dla operatora [,

z

. Y A
Lo=-ins2 LZCD(go) = aCD(go)
_ih oe = a® Poniewaz operator L. zalezy tylko
c%’; od zmiennej ? to jego funkcje wlasne
— i = oD mozemy poszukiwac jako funkcje
d P zmiennej @
dd ia
O 7

Po scalkowaniu obu stron powyzszego roOwnania
otrzymujemy

ln(CD) — i_a p+InC C-stala dowolna
h

O\ i Lo
In] — |=— CI):CeXp(—goj
(cj nY h



O(p)=a,(p)=C eXp(%a coj

Z warunku jednoznacznosci funkcji falowej wynika 1z

@, (p+27)=D,(p)

C exp(i% (CD + 272)) —C eXp(% CDJ exp(%((0+27r)j=exp(%¥(0jexp£i2;mj
j/
(i27wzj (27705) . (27[05)
exXp =Ccos| — |+isin| — |=1
h h h Wartosci wlasne

Ywey ]/
V(104 i .
= 2 mm o = mh m-liczba catkowita

h

Funkcja wlasna
ozn.

(Da ((0) — (Dm ((0) =C eXp(im gp) ——odpowiadajaca

warto$ci wlasnej m#




2r
Warunek normowania przyymujemy w postaci j dol®, (o) =1

@, (p)= Cexplimp)=|®, (o) =|C °
2

A zatem ‘C‘ZJdQZI _>‘C‘227Z'=1 | C =——
0

2z
Ostatecznie izq)m (gp) — mhq)m ((0)

Wartosci wlasne operatora i to L. =mh m= 0,£1,+2......
A

Rozpatrywany operator jest operatorem o dyskretnym
widmie wartosci wiasnych. Rzut momentu na os Oz podlega
kwantyzacji
Ortonormalne funkcje wtasne spetniajace warunek jdgod) D =5
maja postacé | .
®,(p) ’

Widmo wartosci wlasnych operatora L_ nie jest zdegenerowane
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Dodatek 3b Roéwnanie wlasne dla operatora [?

. -
12 = —p? .1 a(smﬁﬁj 12 82
sinf 00 00) sin“ @ op”

L’Y(6,0)= BY(6,0)

1 0 0 1 0
d 0 v(6.0)= BY(0
 sin 6 8(9(8111 86’) Sin26’8¢2_ ( ,gp) p ( 9(9)

PoniewaZ[LAZ, £2J= 0 to operatory L, oraz [? maja wspolny uktad funkcji
wlasnych.

A zatem wszystkich wspolnych funkcji wlasnych operatorow 2 i L,
tworzacych uktad zupelny mozemy poszukiwa¢ w postaci

Y(0,0)=00)®,(p)
przy czym £Z®m ((0) =hm®, (§0)

za$ postaé funkcji  ©(6) trzeba okresli¢



. I 27 s 0
L’ =-h’ .1 g (sm&’ g j 12 g ; L, =—ih—
siné@ 06 00 ) sin“0op” |

f.atwo mozna zauwazy¢ ze
Poop L9 (sm Qﬂj : I

sin@ 00 00 ) sin’ 0
a zatem
A A 1 0 00(0) 08) ;
'Y =]’ D —| —h* D — I I'D
00)=200(0)=| -1 50022 o, (o)1 20 2, )

Poniewaz IZCDm (qo) = izthDm (qo) =n’m’® (go) to otrzymujemy

A 1 o(. ,00(9) O(6)n’m’
L'Y(0.0)=|-h* 0——||® d
(6.9) { Sin @ ae(sm PY: ﬂ o)+ SinZ ¢ (0)

Réwnanie wlasne [A,ZY(H, Q)= /BY(Q:» (0) przyjmuje postac

o, 1 o(. ,000)) me)]|
: (Dm(@)'_siné’ ae(sm@ 00 j sin’ 0 __ﬂ OE), ()




—thDm((ﬂ){ L0 [sinea(”(‘g)j—mz@( )} o), (9)

sind 06 00 sin” &

Poniewaz zaden z operatorow rozniczkowych nie dziata na
funkcje®, () to z powyzszego rdwnania wynika rownanie,
ktore musi spetnia¢ funkcja ©(0)

2
sin @ 06 00 ) sin“ 0@

2
: : . sin“ (6 .
Mozna je po pomnozeniu obu stron przez - 2( ) zapisa¢ w
h

postaci .
sin(@)— 0 (sm 0 8@) m’e = — ,Bsm2 (6) C
06 06 h

sin(6)-2- (smé’—j [ﬂ sin*(6) mzj(a:o

06 06 h’



sin(@)i smé’— ,Bs1n2( )—m2 O=0
00 00 h

Powyzsze réwnanie moze by¢ spelnione przez funkcje © =0/ (0)
przyjmujacg skonczone wartosci dla dowolnego ¢ z zakresu 0<9<r
tylko wéwczas gdy [ = n’l (/+1)

przy czym [ jest liczba calkowita dodatnia lub zerem oraz
[>|mle—1<m<I (dowod w dodatku 3c)

. .. R N I
Funkcje ©]'(6) speiajace warunek normowania ”G), (9)( sin(0)10 =1
0

mozna dla m>0 zapisa¢ w postaci

@7(9):\/(”;(})ji;)j'””’em(cos 0)

gdzie B" (COS 9) to stowarzyszone funkcje Legendre’a
Funkcje @/'(9) spelniaja przy tym relacje

0,"(0)=(-1)"6;(0)




Argumentem stowarzyszonych funkcji Legendre’a £” (&)
jest & =cos(0)
Spetniaja one rOwnanie rozniczkowe
2\0°B" 08" _ m’ m_
(1-¢£?) e +(1(1+1) 1—§2JP’ =0
Mozna je powiazaé z wielomianami Legendre’a B (&)
wzorem mi2 d™ P,
R©)=l-& )" % )
S
Wielomiany Legendre’a wyrazajg si¢ wzorem

PE)= g5 )

W jawnej postaci funkcje ©;(¢) dla m>0 mozna zapisa¢ w postaci

w0 (211N - m)! 2oz d M (1=cos?(6)
07(0)= 2'! \/ 2(1+m) (I_COS (9)) dEcosH)”m y




Dodatek 3¢ Szkic rozwiazania rOwnania

);Hisme%j [ﬂ“; 9) mzj@):O

Dokonujemy podstawienia ¢ = COS(@ ) ®=0(9)—> P=P(¢)

sin(6

Po zamianie zmiennej w rOwnaniu otrzymujemy

o 00 0 -
sm \/1 cos’ —w/l £ 00 oco0 ot in(0)=—1-¢* — §

—(1—52)%(1 )2 J+( Lli-£)-m Jp=0

05 05




(1—52)%((1—52)2—?j—(m2—ﬁ (17;52)]%0

W celu znalezienia rozwigzania dokonujemy podstawienia
P)=(1-¢) P(¢)

gdzie 13(5 ) = Z ps /- jest pewnym szeregiem potegowym

1 otrzymuj emy

Lo -y Lonseli-e) 7
-6)2{0-6 7 L=y B -y oo 6
-y Zaugli-g V|- m -2y B




p 1 2p s s—1 |~ s P — 2 s—1 ~ 2
—2§(s+1)(1—§2)“a—P+(1—g2)” aP—[zs(1—§2)—4s2§2(1—§2) ]P—2s§(1—§2)a—P—[m2—’8(1 68)(1—52) P=0 /(1—5 )S

o0& PYe o0& 7’
—2&(s+1)1- 52)2—§+ (1-&F 2;: _s(i-&)-as P -2se(1- £2) Z—?—[mz - ﬂ(lh_f )jﬁ ~0

Dla & —>+1 otrzymujemy [-m’>+4s’]P=0 skad wynika iz niezerowe
rozwiazanie powyzszego rOwnania v‘v [postaci szeregu
m

mozna znalez¢ tylko wtedy gdy s= =

Po to zeby funkcja falowa nie osiggala wartosci nieskonczonych
trzeba przyjacé s :@ .Wdowczas rOwnanie upraszcza sie do postaci

(1-&f Z; — 2| +1)E(1- &2 )Z—? + {— m? + ﬁ(lh;f) +|m(m|e> -1+ 52)}}3’ ~0




Rozwigzanie powyzszego rOwnania poszukujemy w postaci

J
Zp < po wstawieniu do powyzszego rownania otrzymujemy

G =D, - [j(j 0+ 2 +1)j = £+ }pjé’}zo

JKE

.
Il
(=)

(G -Dlp,& 3| G0+ 2+ 1)~ o e |p 7 =0

M8

.
Il
(=)

JG=0 %2 1) 4| o fp 27 =0

M b

[l
=)

> LiG-Dlp,&" -

M8

<.
I
\S)

J



o0

ij(j D]p,&2 - Z{j(j—l)+2([m‘+l)'—h£2+‘m‘+m2}pj§j:O

J j=0
Q0

2

j=0

{[(]+2)(]+1)]P]+2 [j(j—1)+20m‘+l)j—hﬁz+‘m‘+m2}pj}§j —0

Rownanie powyzsze bedzie spetnione wtedy gdy kazdy ze
wspotczynnikow stojacych przy wyrazie ¢ bedzie rowny zeru dla
dowolnego j. Otrzymujemy stad zwigzek rekurencyjny

f(f‘1)+2qm\+1)f+\m\+m2‘;§ (J+\m\)(1+\m\+1)—ﬂ
o (j+1(j+2) U ;
Powyzszy zwiazek wyznacza ogolne rozwigzanie Z p;s

analizowanego rownania zalezne od statych dowolnych Do i )2
o Ul | | |
Widac 1z b, DG+ ~1 a wiec szereg P(¢)jest rozbiemny
1 mozna pokaza¢ iz poszukiwana funkcja wlasna operatora £’
przyjmowata by nieskonczone wartosci dla ¢ —+1
Po to zeby tego unikna¢ trzeba przyjac 1z dla pewnego j=k mamy p=0
dla j>k w szczegolnosci p,, ,=0 co mozna osiagna¢ wowczas gdy

(k+\m\)(k+\m\+l)—h£2:




W ten sposob z szeregu nieskonczonego tworzymy wielomian, przy
czym cel osiaggniemy jezeli dodatkowo zalozymy 1z w przypadku gdy &
jest liczbg parzysta to wszystkie wspotczynniki p; dla j nieparzystych sa
rowne zeru, zas w przypadku gdy k jest liczba nieparzysta to wszystkie
wspoltczynniki p; dla j parzystych sa rOwne zeru.

Warunek mozna zapisa¢ w postaci

(k-+[m )k +} + - £ =0
l(l+1)—£=0 odzie l=k+‘m‘ k>0

Wynika stqd iz stata okreSlajgca wartosci wlasne operatora I jest rowna
,8 hl(l+1)

przy czym liczba / moze przyjmowac nastepujace wartosci /=0,1,2,3,......

( / moze liczba naturalng tacznie z zerem), przy czym wiadomo 1z liczba
okre$lajaca wartosci wiasne operatora L. spelniaé musi zaleznoé¢ ‘Wl‘ </

_pm _[1_ £2 m‘/2 ~
Funkcje Ple)=h"= (1 d ) P(&) zwane stowarzyszonymi funkcjami
Legendre’a spetniajg rownanie rozniczkowe

,\O°P oP B m’ 3
(1-¢ )agz ag{l(l”) 1_52}0_0




Dodatek 4. Uzasadnienie rOwnania . %gr) oy df;("){fm eh;" Q2 E ;(,H)JR(F) 0
o o . . v r e,
1]€g0 rozwigzanie °

Rozwigzanie rownania Schrodingera niezaleznego od ¢zasu ( rOwnania
wilasnego dla operatora Hamiltona) H WE e) 3
dla atomu jednoelektronowego ( wodoru dla Z= 1) poszukujemy w postaci

/4 (I_; ) = Ylm (6’ . (D)R (I’) gdzie funkcje kuliste Ylm (6’, (0) spelniajg rOwnanie wtasne

Y (6,9)= 21+ DY"(0,0) [ y"(0,0)=mmY"(6,0)
120919293 m:-l,-l+1,....,l-1,l

2 r2 2
L . e v_ P L Ze
Okreslmy efekt dziatania operatora Hamiltona (hamiltonianu) 1 = m + om e

e e 0

na
w(7)=Y"(0,0)R(r)
5 1 1 ; Ze’
Ay (r,0.9)=— 1" (0.0)DIR0)+ = ROV (0.0) - —— RO (0.0)
m, 2m r e, r

) ] ) B2 +1 . Ze* .
Hy(r,0,y)=——Y"(0,0)p’R(r)+ (i)R(r)Yl (6,0)-——R(r)v,"(6,9)
2

m 2m r e, r

e



Rownanie Schrodingera niezalezne od czasu przyymuje postac

Ly (0.005:00)+ D R 0.0) - 2 RO (0.0)= ERGOY 0.0)
m, 2m r

47, r

Poniewaz w powyzszym rownaniu brak jest operatorow zaleznych
od zmiennych katowych , ktore zmieniaty by postaé funkcji  ¥,"(6,¢)
to z rownania tego wynika bezposrednio roOwnanie na funkcje R(7)

1 ., nI(l+1) Ze’ 1 o(,0
—— D 'R(r) + R(r)—-————R\r)= ER(r pl=-h’
2m, P R(7) 2m,r’ ) drze,r ) ) r’ Gr(r Grj
Po prostych przeksztalceniach mozna je zapisa¢ w postaci
2 2
rzdLg’”)m dR(r) , [ Zm.e f+2m r'E “I(L+1) |R(\) =0
dr dr 27 h n’
: .. : : . o=l : h
Po wprowadzeniu nowej zmiennej bezwymiarowe] ©~,  gdzie a=
. 1 702 [m , : . . ) 2,/2me‘E‘
oraz oznaczenia ; _ . rOwnanie przyjmuje postac
4re, h \2JE
d’R(p dR(p A1 l(l+1)
p’ (2 )+2p ( )+p( —— - R(p)=0
dp dp o 4

a jego asymptotyczne rozwigzanie dla p —»« speiniajagce warunek R < ma posta¢
R(p) =~ eXp(— g



Rozwiazanie pelnego rownania przewidujemy w postaci  R(p) = exp(— gj P L(p)
gdzie L(p)=2.b,r'jest pewnym szeregiem o ktorym zaktadamy iz L(p=0)#0 czyli b, #0
=0

Rownanie ktore musi by¢ spetnione przez ten szereg ma postac

{pz d22 + p|2(s +1) —p]i+p(z—s —1)+s(s+1) —l(l+1)}L(p) = () (*)
dp dp

Spetnienie zatozen dotyczacych szeregu wymagaby S=/1lub 5= —(l + 1)

przy czym p(p)= eXp(_ B] p’L(p) pozostaje skonczone dla »—~0 tylko gdy 5=/
2

2

Gdy s =/ rownanie (*) upraszcza si¢ do postaci {,02 CZ) +pl2(+1) - p]%+ p(4 —l—l)}L(p) =0

2



{pz j ot pl2+ ) - ol pl(a- —l)}L(p) =0
Io dp

Rozwigzania powyzszego rOwnania poszukujemy w postaci szeregu
potegowego (/) _ ibjpj

(b, i -Dp’ +2U+1)jb,p’ +(A—1=1=j)b, p"*)=0

M

J

[l
e

(](] 1)+2(l+1)]YDp —|—Z/1 ] —1— ])b,O]H 0

j=0

((G+1)j+20+ DG +DP, 07"+ (=1 -1 )b, p™ =0

0 j=0

s

Z[(J+1)J+2(l+1)(1+1)) b, +(A—1-1- ) Jo"" =

Réwnanie powyzsze bedzie spetnione wowczas gdy rowne zeru beda
wspoltczynniki stojace przy kazdym z wyrazow p/*'(dla dowolnego j=0).
Dostajemy stad zwigzek rekurencyjny jr(+1-2)

MG 2R+

8 I




2 3

b _ j+(l+1-2) oo ezp(p):ﬁm%fi |
b, j+D+2(j+1)I+1) J o RGeSy

Szereg L(p):Z(;bjpj jest rozbiezny dla p—oo L = explp) i
trzeba go urwa¢ na skonczonym wyrazie gdyz inaczej funkcja
R(p=ra)= exp(_L)(Lj L(ﬁj nie byta by skonczona dla r—oo .

2a \ a a
Mozemy przyja¢ np. iz b=0 dla j>k. Wowczas musi zachodzi¢
k+(I+1-1)=0
Warunek ten mozemy zapisa¢ w postaci

A=k+Il+1=n

gdzie wprowadzona liczba n musi by¢ liczbg catkowitg wieksza od
zera gdyz k1 [ sg liczbami catkowitymi takimi 1z £>0, [>0.
Ponadto musi1 zachodzi¢ n>[ bo k>0 .



1 Ze*

Poniewaz A= 2 to z warunku A =
4ze, h \2JE] A=n

wynika wzor na dozwolone energie elektronu w atomie jednoelektronowym (Z=1 w
atomie wodoru)

me'zZ> 1 n=L23...

3272-25§h2 n? = Wzbr zgodny z
modelem Bohra

+[2(+1)- p]—+(n - 1)}L(p) 0
dp

E=E,=-|E|=

Wiclomiany L(p) spetniajagce rOwnanie { dp2

2[+1
to tak zwane stowarzyszone wielomiany Laguerre’a Lp)=L,.; (P)

hd : r1°c r dPL
Mozna je okresli¢ ze wzoru ng(p):—k(/’)

dp” \%% ktérym WYSt@pUje

wielomian Laguerre’a 1 (p)=exp(p) d k(ﬂk eX}l?(— P))

dp
Funkcje R, (r) <o od postaci ktorych zalezy funkcje wtasna operatora
Hamiltona odpowiadajaca wartosci whasnej E, : ¥ (" .0,9)=R, (1Y (0.9)

. . , . ! . 7
mozna zapisa tacit R =R =1)=(ﬁ] (——]Lﬂ“(”) dzie =
o p1sac w postacl R, (r) (p . — | exp| -~ - g a 2W




a=—2 2h - ‘E‘_ mee4Zz 1 7 ZZI"
| Rt T, na,

YN

a, = -promien najmniejszej orbity elektronu w teorii Bohra

m,e’ atomu wodoru
Czes¢ zalezna od wspolrzednej radialnej funkcji falowej

[
Rnl (r) — an exXp| — Zr 221 Lil:ll % n=12,......
na, \ na, na,

r  2Zr o
lequll [ p=—= —) -stowarzyszone wiclomiany Laguerre’a rzedu n-/-1
a na
0

N, ;-czynnik normujacy

r 2
Funkcje R, (r) normuje si¢ najczesciej tak by .HR"Z (r)| r’dr=1
0

N = 277" \/(n—l—l)!

" (a0)3/2n2 [(n+l)!]3

Funkcje te spetiaja relacje iz limR,(r)=0

r—>0

Wowczas



