Wybrane zagadnienia formalizmu
matematycznego mechaniki kwantowe;j

1) Operatory.

2) Rownanie wlasne dla operatorow, zwigzek wartosci wiasnych z
wynikami pomiarow 1 funkcji wlasnych z opisem stanu uktadu po
pomiarze.

3) Probabilistyczne przewidywanie wynikOw pomiarow wielkosci
fizycznych, wartos¢ oczekiwana, nieoznaczonos¢ pomiaru
wielkosci fizycznej, redukcja funkcji falowej w trakcie pomiaru

4) Mozliwos¢ jednoczesnego wyznaczenia roznych wielkosci
fizycznych, komutator operatorow.

5) Sformutowanie praw mechaniki przy wykorzystaniu wektorow
stanu, reprezentacje macierzowe operatorow.



Funkcja stanu (funkcja falowa)

Stan ukladu kwantowego okresla funkcja stanu (funkcja falowa), ktore;
argumentami moga by¢ wspotrzedne przestrzenne 7, (okreslajace potozenie) i
spinowe §;  (okreslajace rzut spinu na wyrdzniony kierunek) czgstek
wchodzacych w sktad badanego uktadu.

Przy pominigciu zmiennych spinowych funkcje ta w przypadku uktadu ztozonego z
pojedynczej czastki mozna zapisa¢ w postaci\P(F ,t) :

Funkcja ta musi by¢ ciggta (wraz z pierwsza pochodng po zmiennych przestrzennych
gdy potencjal nie doznaje nieskonczonego skoku), jednoznaczna oraz skonczona.

Funkcje ta normujemy z doktadnoscig do statej o module 1 tak by

(6.

Ewolucje w czasie funkcji \P(F ,t) opisuje rownanie Schrodingera zalezne od czasu

‘=1

2
Ly V(F,e)¥
ot 2m
. o> o0° 0 : : :
gdzie A= e V(7,t) -potencjal (energia potencjalna)

W czasie pomiaru wielkosci fizycznych opisujacych stan ukladu kwantowego
(oddziatywania uktadu kwantowego z uktadem klasycznym) zwykle nastepuje
nieciggta zmiana funkcji stanu uktadu zalezna od uzyskanego wyniku pomiaru.



Operator

Kazdej wielkosci fizycznej 4, ktora mozna mierzy¢ (obserwabli)
przyporzadkowujemy liniowy operator hermitowski 4 , stanowigcy odwzorowanie
okreslajgce sposob przeksztatcania funkcji nalezagcych do przestrzeni w ktore;
okreslamy funkcje stanow uktadu kwantowego.

Operator 4 jest liniowy jezeli jego dziatanie na dowolna kombinacje funkcji ¥1>¥%>

z rozpatrywanej przestrzeni dana wzorem ¥ = AW, + L,i/, (4,4, -stale dowolne)

mozna wyrazi¢ wzorem Ay = A Ay, + A, Ay,

Operator jest hermitowski jezeli dla dowolnych funkcjt ¥,¥,
zaleznych od wspotrzednych przestrzennych nalezacych do rozpatrywane;

*

rzestrzeni spelnia on roOwnosc: . . A
P P szAW1d3r:£jW1AW2d3rj
R’ R3

Operator dziata zawsze na funkcje stojacg na prawo od operatora. Gdy brak jest
nawiasOw zmieniajacych kolejnos¢ dziatan to najpierw wykonujemy dziatania
stojace bardziej na prawo.

W ogdlnym przypadku mnozenie operatorow nie jest przemienne czyli AB = BA



Operator polozenia

Operator polozenia ma postaé 7 = Xi + Jj + 2k =7 = xi + yj + zk
Dziatanie jego sktadowych w ukladzie kartezjanskim na dowolng
funkcje zalezng od wspotrzednych przestrzennych sprowadza si¢ do
wykonania mnozenia

xy(r)=xy(r) yw(r)=yy(r) zy(r)=zy(r)

W przestrzeni jednowymiarowej operator ten ma tylko jedng sktadowa

N

F=X=2X Xy (x)=xy(x)

Operator ten jest operatorem hermitowskim



Operator pedu

gradient
Operator pedu ma postac

P =[aj+f9yj+f921€=—ihif—ih3*’—ih3/€ v ="v

Ox oy 0z I
Dziatanie jego sktadowych w uktadzie kartezjanskim na dowolng

funkcje zalezng od wspotrzednych przestrzennych mozna opisac
wzorem

A cowlr) . .\ . owlr . op(F)
py(F)=—in 49, pyw(r):"hgg—y(r) py(F)=—ih=—
W przestrzeni jednowymiarowe) operator ten ma tylko jedna sk1?d3)wq
0 ho . L OwlXx
0 =p, =—ih—= wix)=—ih
PP ox 1 0x P W( ) Ox

Operator ten jest zawsze hermitowski w dziataniu na funkcje

spetniajgce relacje limV/(x»Y»Z) = liml//(x,y,Z) = ]imV/(X,y,Z) =0

X—>*o0 y—>t0o0 Z—>Fo0

(dowod w dodatku 1)

Operator pedu jest takze hermitowski w dziataniu na funkcje
w(x,y,z)= Aexpli (kxx +k,y+ kZZ)) dla rzeczywistych k .k, k,



Operator Hamiltona (hamiltonian) dla pojedynczej czastki

ﬁ2 hZ

H = , | V(V ) = ) A+ V(I” ) Energia potencjalna
m m czastki o masie m
m-masa czastki laplasjan A= A

+—+
ox> oy’ oz’
W reprezentac)i potozeniowe) we wspotrzednych kartezjanskich

o\ oY o\ 2 & o
52— 524 By P = —ih—j N +(—ih—j ! BN N
P =P TPy P ( o ( Gyj P o o oz

A he o’
W przestrzeni jednowymiarowe;j H = 5 | V(x )
2m Ox
Jest to operator zwigzany z calkowita energia czastki
2
Wielkos¢ okreslona wzorem H = % +V(¥)
m

w mechanice klasycznej nosi nazwe funkcji Hamiltona i jest
rowna energii mechanicznej czastki (p-klasyczny ped czastki)



Operatory wielkosci fizycznych majacych odpowiedniki
w mechanice klasycznej

Operatory wielkosci fizycznych majacych swoje klasyczne
odpowiedniki wyrazajace si¢ przez funkcje zalezne od polozenia i
pedu czastki tworzymy przez zastgpienie sktadowych wektorow
wodzacego 1 pedu przez operatory tych wielkosci, przy czym
powstate operatory muszg by¢ operatorami hermitowskimi.



Rownanie wlasne dla operatorow

wartos¢ wiasna a,
A /
A Yo = GYn

Funkcja wlasna odpowiadajaca (nalezaca do) wartosci wiasnej a,,

W wyniku dzialania operatora na funkcje wlasng otrzymujemy ta samg funkcje
witasng mnozong przez statg bedacg wartoscig wilasng.

Uktad kwantowy opisany przez funkcje wlasng operatora znajduje si¢ w stanie
wilasnym tego operatora.

Funkcje wlasne operatora musza spelnia¢c odpowiednie warunki nakladane na
funkcje falowe (muszg byc¢ skonczone, jednoznaczne 1 ciggte zwykle wraz z
pierwszg pochodng po zmiennych przestrzennych), co moze skutkowac
nalozeniem warunku na dozwolone wartosci wiasne. Zbior wartosci wiasnych
operatora (widmo wartosci wilasnych) moze byC zbiorem dyskretnym jak 1

ciagtym.



Rownanie wlasne dla operatorow, degeneracja

12 Wni — an‘”ni

Do indeksowania funkcj1 wiasnych y,; nalezacych do tej samej wartosci wiasnej a,
mozna uzy¢ indeksu i zmieniajgcego si¢ w zakresie i=1,........ J

- krotnos¢ degeneracji= liczba liniowo niezaleznych funkcji wlasnych
odpowiadajacych tej samej wartosci wilasne;.

Funkcje |y  oraz 7 powiazane relacja 1/7 = C /4 (C-stata)

sg od siebie lintowo zalezne. Opisujg one uktad znajdujacy si¢ w tym samym stanie
kwantowym. Mogg by¢ one wyznaczone z doktadnoscig do statej o module 1 po
nalozeniu na funkcje warunku unormowania.

Funkcje sg liniowo niezalezne, jezeli znikanie sumy & = » %

pociaga za sobg to 1z wszystkie wspotczynniki ¢, ; sg rowne zeru.



Rozwazmy funkcje w = Asin(kx)
. L d
1) Czy jest ona funkcja wlasng operatora pedu Px = —lha ?

W celu sprawdzenia dzialamy na nig operatorem pedu

p.y =—ih a4 s;n(kx) = —ihkAcos(kx) # const -y
X

Nie jest to funkcja wlasna operatora pedu.

2) Czy jest ona funkcjg wlasng operatora Hamiltona

A heod’
Al v=0 i H,=——— 9
ogdy potencjal V=0 1 0 =TS T
W celu sprawdzenia dzialamy na tg funkcje tym operatorem
A h* d’Asin(kx) BkT . h'k’
Hy =— s1r21( ) = Asin(kx) = W
2m dx 2m 2m

n d?

Jest ona funkcjg wilasng operatora A, =--——
2m dx

n’k’

2m

odpowiadajaca wartosci wilasne;



Operator Hamiltona a rownanie Schrodingera

Rownanie wlasne dla operatora Hamiltona dla pojedynczej
czastki kwantowej to rownanie Schrodingera niezalezne od
czasu

. L p2 N
Hy =EFEy < —%A-FV(V) v =Ey —

Rownanie Schrodingera zalezne od czasu mozna zapisa¢
wykorzystujac operator Hamiltona w postaci

2 R
ihﬁ—\PZ —h—A+V(I7) T—)iha—q’:[:ﬂlf ¥ =)
Ot 2m ot
B B OO o

+——+
ox>  oy* oz



Mozliwe wyniku pomiaru w mechanice kwantowej

W wyniku pomiaru wielkosci fizycznej reprezentowane) przez
operator  mozemy otrzymac¢ tylko wartosci wilasne tego
operatora, przy czym uklad po pomiarze znajduje si¢ w stanie
opisanym przez funkcje wilasng (kombinacje liniowg funkcii
wilasnych) odpowiadajgcg (odpowiadajacych) wartosci wiasne;
otrzymanej w wyniku pomiaru.

W szczegbdlnosct jeshi przed pomiarem uktad znajdowat sie w
stanie bedgcym stanem witasnym operatora j odpowiadajgcym
wartosci  wilasnej a,, to w wyniku pomiaru wielkosci
reprezentowane] przez ten operator otrzymamy na pewno wartos¢
a,.

W innym przypadku wynik pomiaru jest nicokreslony 1 mozna
wyznaczy¢ tylko prawdopodobienstwa otrzymania roznych
wartosci wlasnych w pomiarze, przy czym po dokonaniu
pomiaru uktad znajdzie si¢ w stanie opisanym funkcja wilasng
odpowiadajaca wartosci wilasnej otrzymanej] w wyniku pomiaru.



Wartosci wlasne 1 funkcje wlasne operatora hermitowskiego

1) Wartosci wlasne operatora hermitowskiego sg rzeczywiste .
2) Funkcje wiasne operatora hermitowskiego nalezace do
roznych wartosci wlasnych sg ortogonalne tzn. gdy

Ay (F)=a v (7) Ay, (F)=a,p,(F) A %,

to zachodzi relacja j v (;7 )Wn (;7 )513 =0
R3

(dowod w dodatku 2)

3) Funkcje wlasne nalezace do tej samej wartosct wiasnej w ogolnosci
nie musza by¢ ortogonalne. Gdy jednak wystepuje f-krotna
degeneracja czyli istnieje f niezaleznych liniowo funkcji
wlasnych odpowiadajacych tej samej wartosci wlasnej to zawsze
mozna utworzy¢ z nich f liniowo niezaleznych funkcji wiasnych
nalezagcych do tej wartosci wilasnej wzajemnie do siebie
ortogonalnych.



3) Funkcje ortogonalne unormowane tak iz j W: (77 )Vn (77 )d 3 —1

speiniaja warunek ortonormalnosci

| d n=m
jwm d r = 5 m.n :{ 54 } §m,n -delta
0 Kroneckera

gdy n#m

4) Dla operatorow o ciagglym widmie wartosci wtasnych (np. operatora pedu) ,
ktorych nie mozna unormowaé¢ warunek ortonormalnosci zapisuje sie w
przestrzeni 1DIM w postaci

j /4 :; (x)l//n (x)dx =0 (m — n) (m 1 n przyjmujg wartosci ze zbioru ciggtego)

gdzie delta Diraca o spetnia wlasnosci

5(x—x,)= {oo dla  x=x, }; ]:Oa(x — X dx =1; ]iF(x)5(x —x, Mx = Fx=x,)

0 dla x#x,
k

S(x—x,)= %};m exp(ik(x —x, ))dk
-k

Dyskusje zagadnienia wlasnego dla operatora pedu o ciaglym
widmie wartosci wlasnych zamieszczono w dodatku 3.



Zupetosc¢ uktadu funkcji wlasnych operatora hermitowskiego
Funkcje stanu uktadu fizycznego ¥(7.1) z pewnej przestrzeni
funkcyjne; mozna zawsze zapisa¢ w postaci liniowe]
kombinacji funkcj1 wlasnych operatorow hermitowskich, ktore
w tej przestrzeni dzialajg v .(7)

Zalozmy ze znamy uklad ortonormalnych funkcji wlasnych
oraz odpowiadajace im wartosci wlasne ¢, operatora A
spelniajgce rownanie wilasne

/I 1/, (77 ) = a, y (77 ) (i=1,...f; f-krotnos¢ degeneracji)
Woéwezas W (7,t)= e, (¢t (7F) (W przestrzeni 1 wymiarowe;

¥lo0)=2 ey )

Dla operatora o cigglym widmie wartosci wlasnych suma w powyzszych wzorach

zamienia si¢ na catke. .
Wspoitczynniki ¢, ; mozna okresli¢ ze wzeru

c, ()= j v (F)P(F,t)d’r Lcm(t)— f () (o, 1)d )

(catka przykrywania funkcji falowych) j d'r = j . j Y j &



) Z warunku ortonormalnosci
Dowod: \

P15 D (O, (F)

jW:i(F)yn'i'(F)d3r :5n'n5i'i
R3

iji(F)P(F9t)d3r:ZCn',i'(t)jW:i(F))Vn'i'(F)d3r: Cn',i'(t)gn'nﬁi'i :Cn,i(t)
R3 n'i' R3

I/Z',Z"



Prawdopodobienstwo uzyskania roznych warto$ci w pomiarze
wielkosci fizycznej

Jezel1 uktad znajduje si¢ w stanie opisanym unormowang funkcja
falowa W(7.f) (spetniajaca warunek [ e)d’r=1)to

prawdopodobienstwo uzyskania wartosci a, w pomiarze wielkosci
reprezentowanej przez operator 4 spetniajagcy rown. 4 v ,, = a v ,

Cle 0 gdsie €= [y X
R3

jest rowne P(A=a, )=
=1

Gdy widmo warto$ci wlasnych operatora 4 nie jest zdegenerowane
© W)=Y e, () Ay, =a,w,
c,(t)= [ v, F)¥F, 0)d’r P(4=a,)=
R3

( brak sumowania po i czyli r6znych funkcjach
wilasnych nalezgcych do tej samej wartosci wilasnej)

Mozna pokazaé iz zawsze ) P(d=a,)=1 gdy [[¥(7.¢]d* =1 (dodatek 4)
n R?



Redukcja funkcji falowe;

Jezeli w wyniku pomiaru wielkosci fizycznej reprezentowane] przez
operator 4, uzyskano wartos¢ a, to uktad po pomiarze znalazt si¢ w stanie
wilasnym operatora A4 reprezentujacego tg wielkos¢ fizyczng o wartosci

wlasnej a, 1 nastgpila redukcja funkcji falowej opisana ponizszym wzorem
\P(F): ch',zwwl(?) \P(F): ch,iwm (’7)

A l// ni = d nl// ni
Przy braku degeneracji

V()= e, (F) ¥ )=y, ()

Oznacza to 1z nastepny pomiar wielkosci reprezentowanej przez operator A
przeprowadzony natychmiast po pierwszym da ten sam wynik (w obecnosci
jak 1 przy braku degeneracji). Stowo natychmiast ma znaczenie w przypadku
gdy i, (r) nie jest funkcja wtasna operatora Hamiltona, gdyz wowczas
ewolucja tej funkcj1 w czasie opisana przez rOwnanie Schrodingera zalezne
od czasu w ogolnosci prowadzi do zmiany postaci tej funkcji tak 1z przestaje

by¢ ona funkcja wlasng.



Kot Schrodingera




Wartos¢ oczekiwana operatora

Zaktadamy 1z mamy bardzo duzo ukladow znajdujacych sie w
jednakowym stanie opisanym unormowang funkcjg falowa

W (7,¢) (spelniajaca warunek (|p(rrY'a'r=1 )
R3

Wartos¢ srednia pomiarow wielkosci fizycznej reprezentowane;
przez operator 4 na tych uktadach jest rowna wartosci
oczekiwanej operatora 4 1 moze by¢ okreslona ze wzoru

<21> S £ V' (F,t) AP (7,1 )d’r

W przestrzeni iednowymiarowe] < 1;1> _ T\P*(X t) IZI\P(X t)dx
J“‘P(x,t)(zdx =1 —% | |
7 0¥(x,1)

Dl_a operatora pedu <[?> = _[ W (x, 1) P (ox, ¢ )dx = I‘P*(x,t) 5
At S l X

dx




W stanie wlasnym operatora 4 odpowiadajacym wartosci
wlasnej a, wartos¢ oczekiwana tego operatora jest rowna
wartosci wlasnej a,, , ktorg otrzymuje si¢ w pomiarze z
prawdopodobienstwem rownym 1~ P(4d=aqa,)=1

P(Ad=a,)=0 dla mM#Hn

W dowolnym stanie opisanym unormowang funkcja wtasna ¥, (F)
spelniajgcg rownanie wlasne Ay, (F ) =a v, (r) zachodzi bowiem

(4)= j}w;‘(?)fl v, (F)d’r = j}w;‘(?)anwn(ﬂd” .

~a, [v. W, (M =a,
R3

W innych przypadkach jest ona srednig wazong mozliwych wynikow
pomiarOw z wagami okreslonymi przez prawdopodobienstwa
uzyskania tych wynikOw w pomiarze <A> =Y P(A=a,)a,



Dowdd (operatory odpowiadajgce realnym wielkosciom fizycznym nie zawierajg rozniczkowania po czasie)

()= [ Cabivtaper = [ [zc W >] [zcnx W (7 )]
—jd3r20nl (7 chl Awm dechnl gym()zcm ta,y (¥)=

_chl chl h Ian Wm FZZZC%Z"( k ()ananné;z
_Z cn,i(tX2

/
C,; ‘ an—ZP(A—an)an Pd=a,)=)
n i=l
Dla operatora polozenia X =x, bedacego operatorem o ciaglym
widmie wartosci wlasnych, relacja analogiczna do zapisanej powyzej
ma w przestrzeni jednowymiarowej postac:

X)= j‘lf*(x,t)fc\P(x,t)dx = ILP*(x,t)x‘P(x,t)dx = p =" (x,0)¥(x,1) -gestose
prawdopodobienstwa
F: znalezienia czgstki w punkcie x

= jx‘P X, t)¥(x,t)dx = jxp(x t)dx

—Q0

Gestosci prawdopodobienstwa mozna tez wprowadzi¢ dla innych operatorow o
ciagtym widmie wartosci wlasnych.



Nieoznaczonosc¢ pomiaru wielkosci fizycznej reprezentowanej przez operator
bedacy miarg rozrzutu wynikow pomiaru te] wielkosci wokot wartosci

sSredniej w stanie opisanym przez unormowang funkcje falowag ‘P(F)

e <21> — Rj P AVdr

<212> = [¥ 2¥d’r
3

W stanie opisanym funkcja wtasng operatora A
spetniajaca rownanie wiasncl W (,7) —a y (,—;) mamy AA=0 gdyz

(4)= [y, Xy, & = [y, day,d'r=a,[v,dy,d'r=a] [yy,d'r =
R R’ R’ R’

<121> = J‘w,jfl v d’r= J.l//,fanwnd3r =a, J.WZW,,CPV =a,
R’ R’ R’




Przyktad Jakie wartosci 1 z jakim prawdopodobienstwem mozna uzyska¢ w wyniku

pomiaru energii czgstki w nieskonczonej studni potencjatu opisanej funkcja falows :
3z

T
Al 2sin| —x |+sin| —x dla 0<x<L
Y(x,t=0)=y(x)= (L j (L j

0 dila x<0 Iub x>L
Okresli¢ wartos¢ oczekiwana operatora Hamiltona dla tej czgstka.

Czqétka porusza si¢ w jednowymiarowej studni kwantowej o potencjale:

00 x<0 Vo
V(ix)=90 gdy {0<x<L
(0 - x>L
Dla rozwazanej w zadaniu studni potencjatu
a) wartosci wtasne operatora Hamiltona sg rowne x
7z_2h2 O L
2 —
E, = ]’ n® n=1,234,... 1) Widmo warto$ci wiasnych
b) funkcie wt ¢ Hamilt operatora Hamiltona jest
unkcije whasne operatora Hamiltona \ dyskretne, gdyz energia czastki
2 . (nrx moze przyjmowac tylko dyskretne
4 ( x) —J Z Sin I X dla O<x<L s =123 .. wartosci. Sytuacja taka zachodzi
" wowczas gdy ruch czastki jest
L 0 dla x<0 lub x>L ) ograniczony w przestrzeni.
Funkcje te spetniajg warunek ortonormalnosci: 2) Widmo wartoSci wiasnych jest

niezdegenerowane gdyz kazdej

o % 1 d '= ,
jl// (x)// (x)dx =0, = { &4 & n} Dowdd w energii odpowiada tylko jedna
- n n nn O

gdy n'#n dodatku 5 niezalezna liniowo funkcja wlasna.



W wyniku pomiaru energii czastki mozna uzyskac potencjalnie tylko wartosci rowne energiom
stanOw wlasnych operatora Hamiltona,

212
z ’zz o n=1234,....
m

cho¢ prawdopodobienstwo uzyskania czesci z nich moze by¢ rowne zeru.
Zaktadamy, 1z w chwili czasu =0 czgstka opisana jest funkcjg falowa:

.| 7T . (37
T(x, = 0) _ l//(x) _ A{Z s1n(z xj + sm(T xﬂ gdy 0<x<L

0 gdy x<0 lub x>L

E =

Zeby okresli¢ prawdopodobienstwo uzyskania tych warto$ci w pomiarze energii E, stosujemy
wzor dla przypadku operatora o widmie dyskretnym niezdegenerowanym:

P(E=E,)=lc,| (1)

gdzie ¢, jest wspoOtczynnikiem stojgcym przy wn(x) w przedstawieniu funkcji falowej jako

Cl’l

liniowej kombinacji ortonormalnych funkcji wlasnych operatora Hamiltona

w(x)= 2 c,w () 2)

_ \/zsin L dla 0<x<L
V() =3\ L L

0O dla x<0 lub x>L



Zeby mozna byto stosowaé wzor (1) nalezy unormowaé funkcje l//(x) tak by

ﬂl//(x)(zdx =1 (3)

co zapewnia to, 1z suma prawdopodobienstw uzyskania wszystkich dozwolonych wartosci
energii jest rowna 1.
W ogolnym przypadku wartos¢ wspotczynnika ¢, mozna okresli¢ ze wzoru

e, = [ (s @

W zadaniu rozwazanym jednakze nie jest niezbedne stosowanie tego wzoru z uwagi na to, iz
tatwo jest w omawianym zadaniu zapisa¢ bezposrednio l//(x) w postact wzoru (2).

t.atwo mozna zauwazyc, 1z t//(x) jest kombinacja funkeji y,(x) oraz w,(x) 1 mozna ja zapisac

W postaci: t//(x) = A\/g [2;#1 (x)+w, (x)] .

2 . (n'ir j 3
_Jq|7 S ——X dla 0<x<L AZSin(zxijsin(—ﬂxj dla 0<x<L
v, () =\ L y(x) = { L L
0 dla x<0 lub x>L 0 dla x<0 lub x>L



Y rozZwazanym przyktadzie warunek normowania przyjmuje postac

L )
A5 [ @u+w) @u i Jar =1 (5)

—0o0

Lewa stron¢ powyzszego rOwnania (5) mozemy tatwo obliczy¢

L% * Ll %, < y <,
|45 [+ ) G+ Ja =|A|2E{Hl//lwldﬁ2fw1w3dX+2]%9#@6%%%@’)6}-

—0o0

Z ortonormalnosci unormowanych funkcji wlasnych rozwazanego Hamiltonianu wynika, 1z
[viwac =1, [yipde=0, [ylyde=0, [yydc=1

Z rownania (5) wynika wiec warunek: 5|A|2§= 1, czyli |A|2 :5_2L i stata 4 mozna przyjaé¢ np.

2
w postaci A=,|—.
5L
Unormowana funkcja falowa moze by¢ zapisana w postaci:

()=l ()4, ()]



v()= <l )+ v ),

Wynika z powyzszego zapisu, iz jedyne niezerowe wspotczynniki w kombinacji liniowej (2) sg

2 1
w rozwazanym przypadku rowne ¢, = —oraz c, = ﬁ

J5

Te same wartosci mozna otrzymac postugujac si¢ rownaniem (4)
2

r: * 1 K * e *
Np. ¢, = jl//l (x ly(x )dx = \E{Z jy/l W, dx + jl//l z//3dx} = NG

< 1%, <
¢, = [y (x )y (x)dx = ﬁ{ZI woydx+ | wzwst} =0

W wyniku pomiaru energii czgstki mozemy otrzymac tylko wartosci

232 4
1) E = 7 h z prawdopodobienstwem P(E =F, ) = ‘cl‘z —
2mlL’ 5
7°h’ ., > 1
2) E,=9 7 2 prawdopodobienstwem P(E = E;)=|c,|" = 5
m

Widac¢, 1z suma obu prawdopodobienstw jest rowna 1.

Wartos¢ oczekiwana operatora Hamiltona jest rowna

4 7°h* 1 _x°h* 13 7R’
~ < yt< 9 2 = 2
5 2mlL” 5 2ml” 5 2mL
Wartosci tej nie mozna otrzymac w pojedynczym pomiarze, ale mozna jg otrzymac jako

srednig z wielu pomiaroOw energii czastek znajdujacych sie w analiz. stanie kwantowym

()= P(E=E)E, + P(E = E, )E,



Mozliwos¢ jednoczesnego pomiaru dwoch wielkosci fizycznych

Mozna jednoczesnie dokona¢ pomiaru dwoch wielkosci fizycznych jezeli operatory
reprezentujace te wielkosci fizyczne maja wspolny uklad funkcji wlasnych tzn.
dowolng funkcje stanu ukladu mozna przedstawi¢ w postaci kombinacji
wspolnych funkcji wlasnych obu operatorow.

Zalozmy dla uproszczema 1Z oba operatory majg mezdegenerowane widmo wartosci

wilasnych AWn': a. v Bl//n. bn.l//n.

(jednoczesny pomiar obu wielkosci jest mozliwy rowniez gdy wystepuje degeneracja ).
Po uzyskaniu w wyniku pomiaru wielko$ci reprezentowanej przez operator A
wartosct a,, uklad znajdzie sie w stanie wlasnym tego operatora odpowiadajgcym tej
warto$ci Wlasne] Y = Z W, > Y=y,

Poniewaz 1y, jesttez funkCJq wtasng operatora g to po pomiarze wielkosci

reprezentowanej przez operator g (dajacym wartos$¢ b,) stan uktadu nie ulegnie
zmianie. Powtorny natychmiastowy pomiar wielkosci fizycznej reprezentowane]
przez operator A4 musi da¢ w wyniku warto$¢ a, .

Gdyby funkcja y, nie byta funkcja wlasng operatora B to po pomiarze wielkos$ci
zwiazanej z tym operatorem uktad znajduje sie w stame opisanym funkcjg wtasng
operatora B, ktora nie jest funkcja wiasng operatora A, co powoduje V4
natychmiastowy pomiar wielkosci fizycznej zwiazanej z operatorem 4 moze daé
rozne wyniki.



Komutator a jednoczesny pomiar dwoch

wielkosci fizycznych
Mozemy dokona¢ jednoczesnego pomiaru wielkosci fizycznych
reprezentowanych przez operatory A,B gdy operatory te komutujg ze
sobg czyli ich komutator jest rOwny zeru [ A, gJ: 0 >
gdyz wowczas operatory te maja wspolny uktad funkcji wiasnych
(elementy dowodu w dodatku 6)
Komutator dwoch operatorow
W ogolnosci komutator operatordw 4, B jest operatorem danym wzorem
Liczac komutator staramy si¢ zastgpi¢ go prostszym
- - operatorem , ktorego dziatanie na dowolng funkcje ( nalezaca
121, é 121 é B é 121 do.prze.strzeni w ktorej on dziata) ma tak% sam skptek jfll.{ |
dziatanie operatora danego wzorem okreslonym jako roznica

— - iloczynow operatorow 4, B okreslonych w odwrotne;j
kolejnosci. W pewnych przypadkach komutator moze

redukowac sie do stalej

Gdy L&,éjz 0 to méwimy ze operatory A,B komutuja ze soba
czyli wynik dziatania ich iloczynu na dowolna funkcje nie zalezy od kolejnosci ich w
iloczynie



Przyktad wyznaczenia komutatora

.. A . A . ., 0 ho
Z definicji |2, p,]=%p, - p. % po=—in—=——
Powyzszy komutator mozemy zapisa¢ w postaci
%, p.]= xﬁi_ﬁix
: [ Ox [ Ox

Dzialajac powyzszym operatorem na dowolng funkcj¢ zalezng
od wspotrzednych przestrzennych 1 czasu otrzymujemy

[fc, D, ]\P(x, V.2, t) = xﬁg \P(x, V.2, t)_Zﬁ (x\P(x, V.2, t)) =
I Ox [ Ox

:Z(Xﬁlp(x,y,Z,ZL)—\P()C,)/,Z,t)—xé‘{l(x,y’z’t)) —
i\ oOx ox

:—ZT(x’y,Z’t):ih‘{l(x,y,Z,t)
l

Wynika stad 1z [ffaf?x] =ih - = r -
in

0>
=
|
\’l\l>
>
N
|

Podobnie mozna pokazac 1z Y




Przyktad wyznaczenia komutatora

0 ho

. ) A A :/\/\ _/\ A ~ :_ih_:__

Z definicji [x,py} Xp,—p,X Py o 7oy
Powyzszy komutator mozemy zapisa¢ w postaci

%, 5. |= ho _ho.
g i 0y 0y
Dziatajgc powyzszym operatorem na dowolng funkcje zalezng od
wspotrzednych przestrzennych 1 czasu otrzymujemy

.5, ol z) = 2 Wl )2 (¥l )<

= E(pg%‘l’(x, ¥, z,t)—x%‘l’(x, ¥V, z,t)j =0

l

Wynika stad 1z {32, D y} =0



Wybrane wazne komutatory

ih d =k L _ £ £ = _
/ 0 gdy j#k

<>

J")%k =0 |:ﬁj’ﬁk:|:()

Whniosek z obliczen: Nie jest mozliwy jednoczesny dokladny pomiar
tej samej sktadowej pedu 1 potozenia czgstki. Pomiar taki jest mozliwy
dla roznych sktadowych zaré6wno potozenia jak 1 pedu.

Witasnosci komutatora

21,]§+CA’ = 21,].@ + 121,@ 12192 0

B,A|=— A4,B Pé,é}ﬁ{é,é}{ﬁ,é}é




Zespot wszystkich hermitowskich operatorow (odpowiadajgcych réznym
wielkosciom fizycznym) majgcych wspolny zupetny ukfad funkcji wtasnych
stanowi uktad zupetny komutujgcych (przemiennych) operatoréw, gdyz
komutator dowolnych dwéch z tych operatorow jest rowny zeru. Zespot ten
wyznacza wszystkie wielkosci fizyczne, ktore mozna jednoczesnie zmierzyc.
Czesto wspodlne funkcje wtasnych tych operatorow indeksujemy
(oznaczamy) przy wykorzystaniu liczb kwantowych wyznaczajgcych wartosci
wtasne operatorow wchodzgcych w skitad tego uktadu



Wyznaczenie wartosci oczekiwanych 1 nieoznaczonos$ci pomiaru
potozenia 1 pedu dla czgstki opisanej paczky gaussowska
przedstawiono w dodatku 7.

Uogolnienie zasady nieoznaczonosci Heisenberga przedstawiono w
dodatku 8.

Problem zaleznosci od czasu wartosci oczekiwanych operatorow zawarto
w dodatkach 9 1 10. Pokazano tam 17

1) Obowigzuje ponizsza relacja

dotyczaca wartosci oczekiwang dowolnego operatora nie zalezacego
jawnie od czasu. Wynika z niej 1z wartos¢ oczekiwana operatora nie
zalezacego jawnie od czasu, ktorego komutator z operatorem
Hamiltona jest rowny zeru, nie zalezy od czasu

2) W stanie stacjonarnym wartoS¢ oczekiwana dowolnego operatora nie
zalezgcego jawnie od czasu nie zalezy od czasu




Uwagi dodatkowe 3
W przestrzeni jednowymiarowej w ktorej p = p, =—ih— oraz V= Vi(x)
X

NS I I R I DA o] 4
dla operatora pedu otrzymujemy [p H ]_ {p ’ zm} " [p ’ V]_ _lha

gdyz #4143
{p 2} [p p]——— (8lp. pl+1p, plp)=0 [AE’C}ZA{E’CHQI’(?}E
e .aw()_a_V ol OV
5.7 b (x)= zh V(x)z//( ))+V (x)if ~ =iy 5.7 )= —in -
a zatem M_ <dV>OtrzymuJemy relacje odpowiadajaca P
dt dx [ klasycznej mechanice zgodnie z ktéra 5 =5~
Podobnie dla operatora potozenia otrzymujemy
2
i ] { Ll e ol 1 [, 51) -
n. i di®) _ 11 5) _{B)

1 ara A1 T~ A7~y 200 . i%1 . _ _\F/
=——(pl% pl+ x,p]p)=2Lp=l—p ” —ih [X»H]>— "
Otrzymucji emy relacje odpowiadajaca klasycznej mechanice

X P

— = predkosc = —
dt -7 m



Sformutowanie mechaniki kwantowej w jezyku wektorow
stanu (materiat fakultatywny)

Dotychczas przyymowalismy 1z stan kwantowy ukladu w
okreslonej chwili czasu opisujemy przy wykorzystaniu funkcji
zaleznych od zmiennych przestrzennych.

Operatory zas byty reprezentowane przez operacje (zawierajgce
np. rozniczkowanie) wyrazajace si¢ przez te wspotrzedne

Byta to tak zwana reprezentacja potozeniowa mechaniki
kwantowej. Oprocz niej stosujemy czesto reprezentacje pedowa
lub r6zne reprezentacje macierzowe.

W ogolnym przypadku stan uktadu kwantowego mozemy
reprezentowac przez wektor stanu z wektorowej przestrzeni
zwanej przestrzenig Hilberta. Tak wigc funkcjom stanu bedg
odpowiadac¢ wektory stanu ‘\P> (zwane ketami)

P(7,t) —|¥)



Funkcjom do nich sprezonym odpowiadajg wektory z przestrzeni
dualnej (¥ | (zwane bra) ¥(7,t)— <\P‘

W przestrzeni Hilberta musi byC okreslony iloczyn skalarny wektorow zwany iloczynem
wewnetrznym (oznaczany dla wektoréw (| oraz|y,) symbolem (v |w,) )
oraz przestrzen ta musi byC zupetna

Wtlasnosci 1loczynu wewngtrznego

<l// ‘l//>20 <W1‘W2>:<W2‘W1>*
W lew, +cw,)y=cw v )+c,w|v,)

(e, +cew,lw)y=c {w, lw)+c,{w,lv)

Warunek normowania wektorow z przestrzeni Hilberta:

(P|¥)=1 (w reprezentacji potozeniowe; _[‘P(F W (F)d’r=1)
R3

Rownanie wiasne dla operatora 4

4 Wm> =4, Wm> (/Al v (?): a,y¥ ., (F))
Wektor wilasny




N

Warunek ortonormalnosci wektorw wilasnych operatora _ 4

<Wn Wm> = §n,m IW” d37'_5

Wartos¢ oczekiwana operatora

. . Ay= | (7F)AP (F)d*
()=l [<> Jreven

Relacja , ktorej spetnienie gwarantuje 1z operator A jest hermitowski

)=y, | Ay, ) jwiflwld3r=(waﬁwzd3rj
R’ R’

<W2

Poniewaz przestrzen Hilberta jest zupetna to dowolny wektor stanu z przestrzeni
Hilberta mozna zapisa¢ w postaci kombinacji liniowej ortonormalnych wektorow
wtasnych hermitowskiego operatora 4 odpowiadajgcego mierzonej wielkosci

fizycznej
‘\P>:ch,i wm> . \P(F):chll//m(?)
n.i w reprezentacjry oy

<‘P ‘ _ Z C:,,- <',Vm- polozeniowe;j P (77) _ Z C:,iW:i (?)




Prawdopodobienistwo otrzymania wartosci a, w pomiarze wykonanym na
uktadzie znajdujgcym sie w stanie opisanym unormowanym wektorem stanu “P>

A
P =Y
i=1

Wspolczynniki ¢, mozna okreslic liczac 1loczyn wewngetrzny.

=y l¥) o [ en

R
Wspolczynniki te stanowia reprezentacje wektora stanu |¥)  w

bazie utworzonej przez wektory wtasne operatora 4 podobnie jak
sktadowe b..b,,0. stanowig reprezentacje wektora
b=bi+b,j+b.k

w przestrzeni trojwymiarowe] w uktadzie kartezjanskim, w ktorym

wektorami bazowymi sa wersory £, J,k okre$lajace kierunek i
zwrot os1 Ox, Oy, Oz ukladu wspotrzednych.

Wm'> = Z<Wm‘ T>‘Wni> = ;‘Wniani

jest operatorem jednostkowym

2

Ci f-krotnos¢ degeneracji

Widaé iz zachodzi |V)= ch,i ¥)

A zatem Z‘%iX%i =1




Rownanie wiasne dla operatora potozenia (operatora o ciggtym
widmie wartos$ci wlasnych) ( przypadek jednowymiarowy)

X

Wx0> :xo‘wx0> 26(x—x,)=x,6(x-x,)

Przedstawienie wektora stanu w postaci kombinacji wektorow
witasnych operatora potozenia

o0

‘ \{I> — jdxoc(xo )‘ v, > ¥(x)= jc(xo W (x — x, )dx, = c(x)

c(x) = ‘P(x ) to funkcja stanu reprezentujgca wektor stanu
‘\P> w reprezentacji polozeniowej. Stanow1 ona ciagly zbior
wspotezynnikow ¢(x,) ={¥,, “P> okreslonych dla kazdego x,
stanowi1acych reprezentacje wektora stanu w bazie utworzonej z
wektorow wlasnych operatora potozenia



Reprezentacja macierzowa operatorOw oraz wektorow stanu (mat. fak.)

Dowolny wektor stanu (keti LP> mozna przedstawic jako
kombinacje ortonormalnych wektorow stanu‘ 174 m> dowolnego
operatora hermitowskiego 4 spehiajacych rownanie wilasne

Ay, )=a,|y,) majaca postat |\ =%"¢ Iy )
Wspolczynniki  €n = V.| ¥) stoj qcemw POWYZSZym WZOrze
reprezentujg wektor stanu ‘ ‘P>W reprezentacji utworzonej w bazie
wektorow wilasnych operatora A

m=Ln

Do reprezentowania tego wektora mozna wykorzystaC macierz
kolumnowg (generalnie o nieskonczonym wymiarze) utworzong
z tych_ wspotczynnikow

¢
( /- liczba niezaleznych wektorow
‘I’> ~| ¢, wlasnych operatora 4 w zasadzie

cZesto f=o0)




Wektor bra z przestrzeni dualnej <\If ‘ = Z c <wm ‘
reprezentujemy w postaci macierzy wierszowej (¥|=le; .. ¢ .. ]

utworzonej z wspotczynnikow ¢, =(v,, v =(¥|y,)

[loczyn wewnetrzny odpowiada mnozeniu macierzy np.

¢
W)=l o e |=laf et [
gdyz ReE

(2 1vy= 2 (0 )t Wy Xy [¥))= Zlenvallenlva))= 2 crenlyn v =

m,m'

<  m.m m.m A
= 2 culu O = X e =2 en| 2V Wl = 2w )| =1



Operatory reprezentujemy jako macierze kwadratowe. Np operator B
w reprezentacji utworzonej w bazie wektoroOw wlasnych operatora 4
reprezentujemy przez B, By .. B,

Przy czym liczby tworzace macierz reprezentujaca operator [ mozna w zasadzie
okresli¢ jako
b, = <W k

W przypadku operatora hermitowskiego zachodzi B, = B;

Dzialaniu operatora na wektor stanu (ket) odpowiada mnozenie macierzy kwadratowej przez
macierz kolumnowa, w wyniku czego otrzymujemy macierz kolumnowg reprezentujgca nowy
wektor stanu powstaly w wyniku dziatania operatora na ten wektor stanu .

Np. przy obliczeniu wspotczynnikow ¢, tworzacych macierz kolumnowa reprezentujaca wektor
“T’> - B|¥) powstaly w wyniku dziatania operatora B na|¥) w bazie wektorow wiasnych \W>

operatora 4 otrzymujemy PR Z‘Wm ><Wm ‘ —
= (| ¥) = lBl¥) = X v Bw. . [¥))-

Z < Iloczyn n-tego wiersza macierzy kwadratowej reprezentujace;j

> B, = J.';”Zél//zds’"
R3

v,
Z;’ ><W . | ‘P> Z B B przez macierz kolumnowg reprezentujacg |\)




il Te”
B, B, ... B,
. S| By By By,
P)=B¥)e |G |= s
B, B B
1 |By By e .
A R

Wartosci wiasne 1 wektory wlasne operatorow mozna okresli¢
znajdujac wartosci wilasne 1 wektory wlasne macierzy
reprezentujacych te operatory.

W reprezentacji utworzonej w bazie wektorow wiasnych danego
operatora macierz reprezentujaca ten operator jest diagonalna 1 na
diagonali znajdujg si¢ wartosci wtasne tego operatora

Element stojacy na przecigciu n-tego wiersza 1 m-te] kolumny
macierzy reprezentujacej operator 4 w bazie wektoréw
witasnych tego operatora jest bowiem rowny

A

Ay =, Ay, =a,(v,|v,)=a,6,,




Okreslenie wartosct oczekiwanej operatora B w stanie opisanym

wektorem ‘ \If>

N

(B)=(¥|B¥)
¢
B, B, ...B,
L * 1| B, B, ..B,,
=t a gl “
B, B, .. Brll,.




Zadanie rachunkowe 1. Jakie wartosci 1 z jakim prawdopodobienstwem mozna uzyskac
w wyniku pomiaru energii czastki poruszajacej si¢ w nieskonczonej studni potencjatu
danej wzorem

Vix)
(o0 [ x<0
V(x)=40 gdy J0<x<L
| 0 x> L .

jezeli stan czgstki jest opisany funkcja falowa dana ponizszym wzorem :

N

( (T . (5x
- - < <
“P(X,IZO)ZW(X)=<A|:3SIH(LXJ+SIH(L xﬂ dla O_x_L>
0 dla x<0 lub x> L

\ J

Okresli¢ wartos¢ oczekiwana operatora Hamiltona dla tej czgstki.

Zadanie rachunkowe 2 Dokona¢ obliczen komutatora [%,p.] gdzie:

N

X - operator x-owej sktadowej wektora wodzacego czastki
D. - operator x-owej sktadowej wektora pedu czastki.



Przyktadowe pytania testowe

2

, - . ~ h . .
1) Czy wartosci wlasne operatora Hamiltona H = —%A +V dla czastki kwantowej sg

a) dozwolonymi warto$ciami energii jakie moze posiadac czastka kwantowa
b)dozwolonymi wartosciami pedu jakie moze posiadac czgstka kwantowa
c¢) dozwolonymi warto$ciami momentu pedu jakie moze posiada¢ czastka kwantowa
d)mozliwymi wynikami pomiaru potozenia czastki?
Zaznaczy¢ poprawna odpowiedz.
2) Ktore z ponizszych rownan jest rOwnowazne rOwnaniu Schrodingera niezaleznemu od czasu? Zaznaczy¢
wlasciwe rownanie sposrod podanych ponizej.

a) izWIsz

b) Hy =0
e

c) 5P =0

d) Hy =Ey

gdzie H —operator Hamiltona, p’- operator kwadratu pedu, I’ -operator kwadratu momentu pedu, m-
masa czgstki, E- energia czastki

3) Ktore z ponizszych rownan jest rownowazne rownaniu Schrodingera zaleznemu od czasu? Zaznaczy¢
wlasciwe rownanie sposrod podanych ponize;j.

- 0’
a) H¥=h ot’

A L oY
b) HY :lhﬁ
) Pv =ihaa—lf

) 2
d) LY =n’ ‘2:'

gdzie H —operator Hamiltona, p°- operator kwadratu pedu, Z’-operator kwadratu momentu pedu



4) Znamy uktad ortonormalnych funkcji wlasnych operatora 4 spetniajacych rownanie wilasne:
Ay (F)=a,y (¥) (n=1,2,3,........)
Co mozna powiedzie¢ o wartoéci oczekiwanej operatora 4 w przypadku gdy uklad znajduje

si¢ w stanie wlasnym operatora 4 odpowiadajacym wartosci wtasnej a;?
a) Wartos¢ oczekiwana <21> nie jest rOwna zadnej z wartosci wlasnych tego operatora.

b) Wartos¢ oczekiwana jest rowna wartosci wlasnej a; czyli <A> =a,

c) Wartos¢ oczekiwana jest rowna kwadratowi wartosci wtasnej a; czyli <A> =a;
d) Warto$¢ oczekiwana (4) jest rowna sredniej arytmetycznej wszystkich wartosci

wilasnych tego operatora.
rr . o J4 ~ 2
¢) Wartos¢ oczekiwang mozna wyznaczy¢ ze wzoru <A> ={lw[ar.

R

Zaznaczy(¢ poprawng odpowiedz.



5) Znamy uktad ortonormalnych funkcji wiasnych operatora 4 speiniajagcych réwnanie
wiasne:

Ay (F)=a,y, (F) (n=1,2,3,........ )
Wiemy, 1z widmo wartosci wlasnych tego operatora jest dyskretne 1 nie jest
zdegenerowane. Zaktadamy, 1z czgstka kwantowa znajduje si¢ w stanie opisanym funkcjg

falowa ¥(7.7), przy czym funkcja ta jest unormowana tzn. [¥"¥d’r =1 Ktére z ponizszych

wzorOw mozna wykorzysta¢ do okreslenia wartosci oczekiwanej operatora 4 dla czastki
znajdujacej sie w stanie opisanym funkcja falowa ¥(7,t)?

2) <21> = [w avd’r

b) <21> = [ Ay wd*r

c) <,21> =2 Pld=a,h,

gdzie P(:ZI =a,)-prawdopodobienstwo otrzymania wartosci a, w pomiarze
) (4)=2Pl4=a,);

gdzie P(4=a,)-prawdopodobienstwo otrzymania wartosci a, w pomiarze

e) <121> = %Z a, gdzie N — liczba roznych wartosci wlasnych tego operatora.

Sumowanie w powyzszych wzorach obejmuje wszystkie mozliwe wartosci wlasne
operatora 4
Zaznaczy¢ wszystkie poprawne odpowiedzi.



6) Zalozy¢, iz znamy uklad ortonormalnych funkcji wlasnych operatora 4 spetlniajacych
roOwnanie wlasne:
Ay, (7) =a,p,(7) (n=1,23,........ )
Przyjac, 1z widmo wartosci wtasnych tego operatora nie jest zdegenerowane.
Jakie wartosci 1 z jakim prawdopodobienstwem mozna otrzyma¢ w wyniku pomiaru
wielkosci fizycznej odpowiadajace; operatorowi 4 dla czgstki opisywanej unormowang
funkcja falowa ¥(7)?
a) wartoS¢ rowng jednej z wartoSci wlasnych a, z prawdopodobienstwem rownym

2

P(A:an):

J.(//;‘Pd3r
R3
b) warto$s¢ réwng jednej z wartosci wlasnych a, z prawdopodobienstwem réwnym

Pld=a,)-

Il//:‘Pd3r
pet

c) wartos¢ rowng jednej z wartosci wiasnych a, z prawdopodobienstwem rownym
P(A:al‘l): ’

c

gdzie ¢, wspotczynnik stojacy przy funkcji v, we wzorze ¥ = ZC#// ;

d) wartos¢ rownag jednej z wartosci wilasnych a, z prawcliopodobieﬁstwem rOwnym
P(A =a, ) =c,

gdzie ¢, wspotczynnik stojacy przy funkcji v, we wzorze ¥ = ZC,-%

e) wartos¢ rowng jednej z wartosci wilasnych a, z prawldopodobieﬁstwem roOwnym

P(A=an)=J.d3r i
R

WV

2 13 . , 2
d’r z prawdopodobienstwem rownym

W

Cn

f) wartosci dane wzorem I
R

Zaznaczy¢ wszystkie poprawne odpowiedzi sposrod podanych powyzej.



7) Zalozy¢, iz znamy uktad ortonormalnych funkcji wiasnych operatora 4 spetniajacych
rOwnanie wlasne:

Ay (F)=aw, (F) (n=1,2,3,........ )
Przyjac, 1z widmo wartosci wlasnych tego operatora nie jest zdegenerowane.
Ponadto wiadomo iz stan czgstki przed pomiarem byl opisany funkcja falowa w(r), zas w
wyniku pomiaru wielkosci fizycznej, ktorej odpowiada operator 4 uzyskano wartosc a, .
W jakim stanie znajdzie si¢ opisywana czastka zaraz po takim pomiarze?
a) w stanie opisanym funkcja w(?) opisujgca stan czastki tuz przed pomiarem
b) w stanie opisanym funkcja wlasng v, (7)
c) w stanie opisanym jedng z funkcji wlasnych operatora 4 r6zng od funkcji y, (7)
d) w stanie, ktorego nie mozna okreslic w oparciu o przedstawione w pytaniu
informacje
Zaznaczy¢ poprawng odpowiedz sposrod podanych powyzej.

8) Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia sposrod podanych ponizej.

a) Wartosci wlasne operatora hermitowskiego sg rzeczywiste.

b) Wartosci wlasne operatora hermitowskiego sg zawsze dodatnie.

c) Mozliwymi wynikami pomiarow wielkosci fizycznych sg tylko wartosci wlasne
operatorow zwigzanych z tymi wielkosciami fizycznymi.

d) Wartos¢ oczekiwana dowolnego operatora jest zawsze rowna jednej z wartosci
wilasnych tego operatora.

e) Funkcje wlasne operatora hermitowskiego o niezdegenerowanym widmie wartosci
wilasnych sg zawsze ortogonalne do siebie.

f) Funkcje wlasne operatora hermitowskiego o niezdegenerowanym widmie wartosci
wlasnych przyymuja zawsze wartosci rzeczywiste



9) Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia sposrod podanych ponize;.

a) Istnieje mozliwos¢ jednoczesnego doktadnego wyznaczenia wartosci
wielkosci fizycznych, ktorym odpowiadajg operatory AiB , gdy
komutator tych operatorow jest rozny od zera.

b) Istnieje mozliwos¢ jednoczesnego doktadnego wyznaczenia wartosci
wielkosci fizycznych, ktorym odpowiadaja operatory 4 i B , gdy
operatory te maja wspolny uktad funkcj1 wlasnych.

c) Operatory 41 B maja wspolny uktad funkcji wlasnych gdy komutator
tych operatorow jest rOwny zeru.

d) Istnieje mozliwos¢ doktadnego jednoczesnego okreslenia pedu 1
potozenia czgstki kwantowe;.

10) Podac ktore z ponizszych komutatorow sg rOwne zeru
a) 1X, Px. b) [p’\x» ﬁy]

o |2y, o [29]




13) Okresli¢ spelnienie ktorej z ponizszych relacji zapewnia to
iz funkcja 1, jest funkcja wtasna operatora A

a) Ale =y Ym b) A° Ym = Oy Y

c) Alpm = Um lp?%z d) Alp%l = Ay Ym

Jakiej wartosci wlasnej odpowiada ta funkcja wlasna?

14) Wiadomo iz zachodzg ponizsze relacje

~ . A — g
AYp1 = ang Yna A, = anp Yo Yn3 n3 Yn3

przy czym a,1=a,, # dn3a funkcje Y, 1, W5, Y¥,,3 sa liniowo
niezalezne

Czy widmo warto$ci wlasnych operatora A jest zdegenerowane?
Ktore z powyzszych funkcji sg na pewno ortogonalne do siebie?
Zapisa¢ warunek ortogonalnosci ktore one speiniajg?






Dodatek 1 Sprawdzenie tego 1z operator pedu jest hermitowski
Operator p, jest hermitowski w dzialaniu na funkcje ¥i.¥. gdy

jl//z(r)p v, (7 )d '”—U% (P, (F)d’ rj

Przeksztah:amy prawg stron¢ powyzszego rOwnania

{J;Wl*(F)ﬁxWZ(F)d3r] dejdyjdx[Wl X, )V, Z )(pr2(x Vs Z ))T

—Q0 —Q0

0 ho
— =
—dejdyjdwl x,3,2) by (%, y,2)) = P i
—_joodZ_jwdyjdx% X, 2 )(;: a"”z(;’y’z)] = i**:_l-
=—7deIdyjdxw1 (x,y,Z)a%(;cy’ 2)_ @ —

8x
( calkowanie przez czesci) () ody !CLI}}W j (x V> Z ) 0




*

¥ s A . e ¢+, ¢, 0 .V, '
{IWI (I/‘)pxl/lz(l”)aﬁl"] :7 IdedyjdX Wl (éx y Z) WZ(xayaz):

X

= jdzfdyjdwz 6,0, 2) R VDD ), (P

] ox b

Pokazalismy 1z w dzialaniu na funkcje takie 1z limv (x,»,2)=0

/ X—>*o0

I v, (D (F)dr =| [y (P Dy (F)d’r
A \ R’
A zatem operator px jest operatorem hermitowskim w dziataniu na

takie funkcje.

Mozna pokazac analo%lczme 1Z W dzmiamu na funkcje spelniajgce
warunki  limv(x..z)=limy(x.».2z)=0

y—>*o0 Zz—>*+o0

rowniez pozostate sktadowe operatora pedu sg hermitowskie

Ferator pedu JCSt takze hermitowski w dziataniu na funkcje
wix Aexplilk,x+k,y+k.z)) dla rzeczywistych &,k ,k, co mozna
sprawdzi¢ bezposrednio.



Dodatek 2. Dowdd tego 1z wartosci wlasne operatora
hermitowskiego sg rzeczywiste a funkcje wilasne nalezace do roznych
wartosci wiasnych sg ortogonalne do siebie

Ay, (F)=ay,(7)
Mnozymy lewostronnie obie strony powyzszego rownania przez v, (7)

i calkujemy obustronnie JW* Ay (F)r =a JW* Fw, (FM’r
3 R’

Korzystajac z wlasnosci operatora hermitowskiego

lewa strone rOwnania mozna przedstawiC nastepujaco

j'?”m Ay, (7 [Il//n(r 3rj* —uyx;“(f)amwm(f)d%j* -

N

[ [w;:(fmwr] [V A F)=ap,



Otrzymujemy 4, IWZ(F)%Vn(F)d3V =4a, IW;(F)%”n(F)CZ3r (*)
R’ R’

Ad 1) Przyymiymy 1z n=m czyh

, [y G, GXr =a, [y, (P
R? R’

Wynika z powyzszego rOownaniai1z a, =a, czyli wartosci
wlasne operatora hermitowskiego sg rzeczywiste.

Ad 2) Rownanie (*) mozna zapisa¢ w postaci
(@, )P, (P =0
R3
Uwzgledniajac to 1z wartosci wiasne sg rzeczywiste otrzymujemy
(@, —a,)[wiFh,F)r =0
R3
Gdy a, #a, tozpowyzszego rOwnania wynika 1z

Funkcje wlasne nalezace do roznych

(7w (7)d’r=0
IQEWM( W, ) warto$ci wlasnych sg ortogonalne.



Dodatek 3 Zagadnienie wlasne dla operatora pedu

Réwnanie wilasne: py, =hkly,
wartodé Wlam/lwmna odpowiadajgca
warto$ci wlasnej fik : |y, (x) = Aexp(ikx)
Oy, _ h o(Aexp(ikx)) _ h

gdyz py, =—ih = —-ikA exp(ikx) = hky,
ox 1 Ox i

Funkcje te tworza uklad ortonormalny _[OW ol (x)dx =5(k'—k) gdy A= ﬁ

Uwagi

1) Widmo wartosci wlasnych operatora pedu jest niezdegenerowane, bo wszystkie
funkcje wtasne nalezace do tej samej wartosci wtasnej sg liniowo zalezne.

2) Liczbak( P ="k )moze byé dowolna liczba rzeczywista (zardbwno dodatnia
jak 1 yyjemng) . Operator ktorego wartosci wtasne sg dowolnymi liczbami
rzeczywistymi ma tzw. ciggte widmo wartosci wlasnych. Operator pedu ma
ciagte widmo wartosci wiasnych.

3) Gdy ograniczamy liczbe k& do wartosci dodatnich to ujemne wartosci wiasne
operatora pedu mozemy wyrazi¢ w postaci — ik a odpowiadajgce im funkcje
wlasne maja posta¢ v _,(x)=A4 GXp(— ikx )



Dodatek 4. Dowod relacji Y P(4=a,)=1

P(A=a,) prawdopodobienstwo uzyskania wartoscl a, W
pomiarze wielkosci reprezentowanej przez operator A
gdy uklad przed pomiarem znajduje si¢ w stanie opisanym funkcja

b (17, t) unormowang tak 1z ﬂ‘{’(r,t)(zd3r =1

Pa-a)-3 R

i=1

2 A
Cn,i(tx gdzie cn,i(l‘)=fl//;(?)‘1’(?,f)d3r Ay, (’7): a, Y i (’7)

Mozna pokazac iz zawsze > P(d=a,)=1
= ch,i (t)l//m'(;:):>
I= I‘I’*(f,f)‘lj(?,f)d r= Id 3'”2CZ',l-v(t)l//Zv,-'(f)ch,,- (O, (F)=
_chzzcnsznz Wm \Z:chlcnzgnné;z_
— Z _[l//

dr—55

e, (0 =Y. P(4=a,)



Dodatek 5. Sprawdzenie ortogonalnosci funkcji wlasnych operatora
Hamiltona dla czastki w jednowymiarowej nieskonczonej studni

-

o0 x <0 Funkcje wlasne
potencjalu  V(x)=<0 gdy <0<x<L .
_ \/:sin(ﬂxj dla 0<x<L}
|00 x> L %(X)—{ L
Ny 0 dla x<0 lub x>L

o0

Trzeba pokazaé iz : v, (<, (x)dx =0 gdy n# m

00 L _?
__[Ow: (x)wm (x)dx = % !; sin \% xj sin(% xjdx =

{0y e

0 0
_ 1 sin( (n—m)x xj 1 sin( (n+m)x x)
(n—m)rx L , (n+m)rx L .
Funkcje te stanowig uktad ortonormalny gdyz dodatkowo dzigki
unormowaniu zachodzi

0 L
IW: (x ), (x)dx =%Isin2(% xja’x =1
—00 0

L

=0




Dodatek 6. Dowody twierdzen wigzacych zerowanie si¢
komutatora operatorow z istnieniem ukfadu wspolnych

funkcji wlasnych tych operatorow

1) Jezeli dwa operatory majg wspolny zupetny ukitad funkciji
wtasnych, tak iz kazdg funkcje stanu opisujgcg uktad kwantowy
mozna przedstawiC w postaci kombinacji liniowe] wspolnych
funkcji wtasnych tych operatorow to komutator tych operatorow
jest rowny zeru LIBJ AB—BA=0

2) Jezeli komutator operatorow reprezentujgcych dwie wielkosci
fizyczne jest tozsamos$ciowo réwny zeru czyli zachodzi 45 = BA
to istnieje wspolny zupetny uktad funkcji wltasnych operatorow
reprezentujgcych obie te wielkosci.



Ad 1)
Zalozmy 1z znamy wspolny uktad funkcji wlasnych operatorow
A orazB , ktory bedziemy indeksowac pojedyncza liczba n
( w przypadku degeneracji moze byc¢ tak 1z a, =a, 1(lub)b =b
dlan+m )

Ay, =ay, By,=by,
W stanie opisanym dowolng z tych funkcji oznaczong przez ¥/,
zachodzi zatem

(211? — RZI)//” = AB W, — BA W, = Izlbnwn — éanl//n =
=b,Ay,—a,By,=bay,—aby,=0
Poniewaz dowolng funkcje¢ stanu mozna przedstawi¢ w postaci

¥=Xey, (,?11§—BA)LI/ >, (ABy, - BAy,)=0

Poniewaz powyzsza relacja zachodzi dla dowolnej funkcj1 W
to komutator Vl, EJ: AB-BA=0



Ad 2) (dowod w przypadku gdy widmo wartosc1 wiasnych
operatorow nie jest zdegenerowane, a zatem kazdej wartosci wlasnej
odpowiada jedna niezalezna liniowo funkcja wtasna )

Z zatozenia wiemy 1z zachodzi VI,EJ:O czyll 45— B/
Znamy funkcje wilasng ¥, operatora A spetniajgca rOwnanie

wlasne : 121 v =ay (*)

W wyniku dzialania na obie strony rOwnania (*) operatorem B

otrzymujemy  p D
BAy =a By, ]

Uwzgledniajac to 1z 121@ — é}l mamy AB . =a B v,

n

A Vo

N

A zatem B v _ jest rowniez funkcjg wlasng operatora 4
odpowiadajacg wartosci wlasnej a,,.

Z uwagi na brak degeneracji moze rozni€ sie od funkcji  y, tylko
stalg, ktora oznaczymy przezb,: B v, =bwy,



By, =by,
Z powyzszego rOwnania wynika iz , jest wiec takze funkcja
wlasng operatora p odpowiadajaca wartosci wilasnej b.
Poniewaz wniosek koncowy mnie zalezy od wyboru funkcji wilasne;j
operatora 4 a zatem kazda z funkcji wtasnych operatora j
jest takze funkcja wlasna operatora B .
Analogicznie zakltadajac brak degeneracji widma wartoSci wiasnych
operatora B mozna pokazac¢ iz kazda z funkcji wtasnych operatora B
jest takze funkcja wlasng operatora 4
A zatem oba operatory maja wspolny zupeiny uktad funkcji wiasnych.
Uwaga:
Mozna pokaza¢ 1z rowniez wtedy gdy rozwazane operatory majg
zdegenerowane widmo wartosci wlasnych (czyli tej samej wartosci
witasne] odpowiadajg przynajmniej dwie liniowo niezalezne funkcje
wilasne) to zawsze mozna znalez¢ uklad zupelny ortonormalnych
wspolnych funkcji wlasnych dla obu operatorow (cho¢ nie kazda z
funkcj1 wlasnych jednego z operatorow jest funkcjg wtasng drugiego).



Nieoznaczonosci potozenia | pedu

czgstki opisanej paczkg gaussowska




Obliczenia

a-stala

Funkcja spetnia warunek
normowania







exp(—ax”)dx = \/; x” exp(—ax” )dx =
a

—0o0




Wykorzystujqc faktiz operator pedu jest operatorem hermitowskim w dziataniu na funkcje
( ) 0 (do ktorych nalezy funkcja rozpatrywana w zadaniu ) to mozemy

holiczy¢ takze warto$é oczekiwana operatora p° proscie;

)= v W vkt [ o) ek = J%Ax];{’jjx[exp[—

:ﬁgmz[_z(;)z+iko]*[exp(_4(§ ] (o

_ ik, ex{— x —ikoxD-[—z(Zx)z ik, J(exp

Texp(—axz)dx = \/;
a

—0o0




Uogodlnienie zasady nieoznaczonosci
( nierownosc¢ Heisenberga)

Dla czastki znajdujacej sie w stanie opisanym funkcjg falowg ¥
1loczyn nieoznaczonosci wielkosci fizycznych reprezentowanych
przez hermitowskie operatory 1 spetnia relacje

AAAB21<C>

2

o

-wartos¢ oczekiwana operatora

N ra Y

dzie (oA TN R Aol FE .
. <C> é[ Crdr okreslonego jako komutator [GEVN3;

operatorow ] i ] okreslona w
stanie ¥
Zgodnos¢ z zasadg nieoznaczonosci dla operatorow x-owych

sktadowych potozenia i1 pedu . 7
C=[¢p,]=in () -7 I AcAp, > 2




Dodatek 9 Zaleinos¢ od czasu wartosci oczeklwanej (4)
operatora A nie zalezacego jawnie od czasu ( ——o )

sdzic |A.FT|= Af 1A

A=L 4 V(r) -operator Hamiltona

2m
Wartos¢ oczekiwana operatora 4 nie zalezacego jawnie od czasu
dla ktorego “2 _ o nie ulega zmianie w czasie gdy operator ten
6t

komutuje z operatorem Hamiltona [ AH J: 0

Whniosek: Wartos¢ oczekiwana operatora Hamiltona nie zalezacego
jawnie od czasu (Srednia wartos¢ energii uktadu kwantowego) nie
ulega zmianie w czasie gdyz |H,H J: 0  d(A)
—
d

- ([a.8)=0



= Id3 (Na(’” ) w7, )+ 9 (7,0 aqja(’?’t)]+<a‘a>

4 4 ot
Z rownania Schrodingera zaleznego od czasu wynika 1z: ;5 oY — ¥
W 1 . ot

czyli =—HY

4 ot ih o [
Z rownania do niego sprzezonego w sposob zespolony wynika 1z: —i#i p = (H\P )

{
: oV 1 (sy)

czyh F = E (HLP )

Otrzymujemy di:j> _ ;-, j(— (m)*gt}'+tp*jﬁ?)d3r+<(z§>

R



Poniewaz H jest operatorem hermitowskim to

| () Awd®r = [ | (ﬁT)*ﬁ\I’d3rj = | WA (A% ey = W HAYar
2 :

R’ R?

A zatem
di:> _l—j( WA + ¥ AR ) r+<(j;l>

:_j( [AH}P)dr+<af> — [AH]> <at> lh [AH]>



Dodatek 10. Niezaleznos¢ od czasu wartosci oczekiwane;j
operatora nie zalezacego jawnie od czasu oraz gestosci
prawdopodobienstwa w stanie stacjonarnym

Jezeli g—f =0, a uktad kwantowy znajduje si¢ w stanie wlasnym

operatora Hamiltona o ustalonej energii (stanie stacjonarnym) czyli

¥ =y exp(—iE t/h)

N

odzie Hy, =Ly,

to wowczas # _o czyli warto$¢ oczekiwana operatora nie

zalezy od czasu.

Mozna powigzac to takze z tym 1z w stanie stacjonarnym nie zalezy od
czasu prawdopodobienstwo otrzymania w pomiarze roznych wartosci
wielkosci reprezentowanej przez ten operator. W stanie stacjonarnym w
szczegOlnosci od czasu nie zalezy gestos¢ prawdopodobienstwa
znalezienia czastki w przestrzeni (od ktorej zalezy wartos¢ oczekiwana
operatora potozenia) gdyz

p =¥ ='W =y, expiE,t/ )y, exp(-iEt/h) =y,



Dowod

Poniewaz v.(F.0)=Ev,(7.1) to 7z rdwnania

a4) _

dt
W) 1
dt lh

1
zh

E

ih

R3

Gdy

( Evy, exp(zE t/h)A v, exp( iEnt/h)+ v, exp(iEnt/h)flEnl//n exp(— iEnt/h))d3r + <6—A> =

i (e e AH\Ide3r+<5A> (dodatek 9) wynika iz

( (Hl// exp(—iE,t/ h))* Ay, exp(—iE t/h)+y, exp(iE,t/ h)ﬁﬁwn exp(—iE,t/ h))a”r + <

ot

* N % N 5121 8121
=" \|l~y Ay +w A r(—)=(—=—
. (l//n W, +v, l//n)d <8t> <8t>

o, o 4
ot dt



