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Zasady wariacyjne mechaniki

* Przypomnienie wybranych informacji o rachunku
wariacyjnym
 Wariacja wspotrzednych uogdlnionych i dziatania

Hamiltona bez wariacji czasu ; zasada Hamiltona i jej
rownowaznos¢ z rownaniami Lagrange’a Il rodzaju

» /wigzek symetrii uktadu z zasadami zachowania -
twierdzenie Noether (takze z wykorzystaniem pojecia
wariacji funkcjonatu z wariacja czasu )
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Rownania 1 zasady mechaniki

Infinitezymalne (rézniczkowe) Wariacyjne (catkowe)
(sformutowane przy wykorzystaniu (sformutowane przy wykorzystaniu
roOwnan roézniczkowych, ktore wigza ze rachunku wariacyjnego, charakteryzuja
sobg potozenia uktadu mechanicznego w ruch w skonczonym przedziale czasu )
nieskonczenie sobie bliskich chwilach

czasu )

Przykiady: Przyklady:

Zasada d’ Alemberta
roOwnania Lagrange’a I 111
rodzaju, rownania Newtona,

Zasada Hamiltona
Zasada Maupertuis

. : : Zasada Jacobiego
réwnania Hamiltona



Sformutowanie zagadnienia wariacyjnego

Rozwazamy catke typu I = IF(QI(T),%(T), ....... q,(7), d%(r), dg,(v) M,T]dl‘
jako funkcjonat niezaleznych od siebie funkcji  4:(%)-4 () ()
zaleznych od zmiennej zczyli I=l[q,,q,,.....qd

Poszukujemy takich optymalnych funkcji 4,(r) zeby catka ta osiggata dla
tych funkcji wartosc¢ ekstremalng (minimalng lub maksymalng).
Koniecznym warunkiem spetnienia tego warunku jest to by infinitezymalnie
mate zmiany funkcjigq,(z) (/=1,...,f) nie zmieniaty wartosci rozwazanej cafki
(w przyblizeniu liniowym zmian funkcjonatu wzgledem zmian rozwazanych
funkcji ).

Funkcje spetniajgce ten warunek bedziemy nazywac ekstremalami
funkcjonatu cho¢ funkcjonat nie musi przyjmowac dla tych funkcji wartosci
ekstremalnej lecz odpowiadajg one punktowi stacjonarnemu funkcjonatu.



Wariacja funkciji i funkcjonatu

Réznice funkcji poréwnawczych ¢, (r) i funkcji wybranych q,()
okresla sie mianem wariacji funkciji q,(z) (bez wariacji zmiennej 7 ) i
oznacza

o, = CIZ*(T) _91(7)

Roznica funkcjonatu dla funkcji poréwnawczych g, () i funkcji wybranych ¢, (7)
jest rowna

I ]—JF(ql,qz, ....... ,qf,ql,qz, ...... ,qf,r)dr IF q1sGQrseeee-- ,qf,qi,q'z, ...... ,q},r)dr
! dg, *'=%

gdzie ¢, = a7 4, Jr

7o

W przyblizeniu liniowym wzgledem 5% roznice tg mozemy wyrazic
poprzez wariacje o funkcjonatu / (bez wariacji zmiennej 7 ) réwna catce z
wariacji F

I'-I1~6l= j5FdT—jZ[aF 2F,5q;jdr

7, 1=1

gdzie &, =4, (7)_%(7) j (ql (7) - %( )) (5%)

Dla 4:(r)  bedacych ekstremalami funkcjonatu wariacja é] znika.



Zwykle przy poszukiwaniu ekstremali funkcjonatu na funkcje porébwnawcze

naktadamy dodatkowe warunki ¢,(r=7)=q,(t=7)) oraz ¢,(t=7,)=¢q,(t =7,)
N __\_ n Wartosci wszystkich funkcji porownawczych sg rowne
a zatem 5% (7= 2'0) - &11 (z=17)=0 wartosciom poszukiwanych ekstremali funkcjonatu dla
argumentu t rownego dolnej i gérnej granicy catkowania.
Dla takich t wariacje 5% ekstremali funkcjonatu znikaja.

Przyktad
Znalez¢ postac funkcji y(x) opisujacej krzywag lezgcg w ptaszczyznie z=0
przechodzacg przez dwa punkty Py=(x,,¥,) | P4=(x4,y,) 0 tej wtasnosci iz odlegtos¢
miedzy punktami mierzona wzdtuz tej krzywej jest minimalna

Infinitezymalnie krotki odcinek tej

ty krzywej ma dugos¢ ,s_ i —a 1+[dy]z
P] X
Szukang odlegtos¢ mozna wyznaczyc¢
P 0 jako X dy 2
- Szxj 1+(£j dx=1[y]

0

(role zmiennej 7 pefni x, S jest funkcjonatem funkcji q,(x)=y(x), =1 )
Poszukiwana krzywa optymalna o najkrotszej dtugosci opisana funkcjg y(x) musi

spetniaC¢ warunek oS =0 czyli by¢ ekstremalg funkcjonatu I[y]

przy dodatkowym warunku oy(x = XO) =0)(x = Xl) =0 zapewniajgcym iz
analizujemy tylko krzywe zaczynajgce sie i konczgce w punktach P, i P,



Zerowanie sie wariacji a rownania Eulera Lagrange’a dla zagadnienia wariacyjnego
Niezalezne od siebie funkcji g, (I=1,....,f ) bedgce funkcjami ciggtymi sg ekstremalami
funkcjonatu 7

= IF(ql (7),9, (r), ....... q, (r), ql' (r), q'2 (2'), ....... qi (2'),2')0’2'

7o

okreslonego dla dowolnych 1, i t4 czyli znika dla nich wariacja funkcjonatu 5IFdr =0

wowczas gdy znikajg wariacje tych funkgji dla t =1, i t=t, czyli Jq, (r = ro) =g, (r = rl): 0
wtedy i tylko wtedy gdy funkcje te spetniajg réwnania Eulera-Lagrange’a

oF d (aF] 0 da
- e dzie e I
oq, dr\og 9 9@="

F
Gdy funkcja F nie zalezy jawnie od zmiennej t czyli aa_t =0 azatem

/ . : dG
G= ZZ?F% _ czylijej pochodna zupetna po t znika i 0
[=1 ]



Jak w praktyce znalez¢ funkcje dla ktérych funkcjonat moze osiggac ekstremum?
gdzie ¢, :% przybierat wartosc ekstremalnargjla funkgji ¢,(zr) pochodzacych ze
zboru funkcji porownawczych dla ktérych wariacja znika dla t =t i t=1, czyli
a,(t=7)=8,(r=7)=0 jest to by funkcje te spetniaty rownania Eulera-Lagrange’a
oF d | oF

aql_dr(aql']zo l=1,....,f

czyli byty ekstremalami funkcjonatu dla ktérych znika wariacja funkcjonatu

Spetnienie rownan Eulera-Lagrange’a przez wybrane funkcje nie jest jednak
warunkiem dostatecznym na to by funkcjonat dla tych funkcji osiggat wartos¢
ekstremalng.

Poniewaz spelnienie przez te funkcje rownan Eulera-Lagrange’a jest warunkiem
rOwnowaznym warunkowi zerowania si¢ wariacji funkcjonatu, to wszystkie
funkcje dla ktorych funkcjonat osigga ekstremum muszg by¢ ekstremalami
funkcjonatu czyli musi znika¢ dla nich wariacja funkcjonatu.



Analogia z poszukiwaniem minimum funkc;ji f(x) .

Funkcje f(x) mozna rozwing¢ w szereg Taylora wokot x=x,

l1d
f(x)=f(x= x0)+i(x X, )(x — x0)+ xf (x=x,)(x— xo) F e )
df
Jezeli funkcja osigga ekstremum dla x=x,to znika pochodna a(x = Xp)

ldf

| wzdr otrzymuje postac  f(x) = f(x=x,) +

Roznica funkeji f(x) ijej wartosci dla x=x, czyll f(x=x0 ) zawiera wyrazy
proporcjonalne tylko do drugiej potegi (x-x, ) lub wyzszych poteg (x-x, ) czyli
w przyblizeniu liniowym wzgledem (x-x, ) , funkcja f(x) nie ulega zmianie przy
zmianie x,—X.

d
Warunekd—J;(x =x,) =0 jest warunkiem koniecznym aby funkcja miata ekstremum

dla x=x,, ale nie jest to warunek wystarczajgcy ( funkcja f(x) moze osiggac dla
x=X, ekstremum albo punkt przegiecia)



Przyktad Wyznaczenie dtugosci krzywej o rownaniu gozqo(@) taczgcej dwie punkty
na sferze o promieniu R
Uktad sferyczny

x = Rsin(f)cos(p)=> dx=R cos(@)cos(¢)d6 — Rsin(8)sin(¢p)de
y = Rsin(@)sin(¢)= dy = Rcos(8)sin(p)d @ + Rsin(8)cos(p)de

Z =Rcos(8) = dz = —R sin(0) d6

dS =J(@x) +(ay) +(dz) =R|(d6) +sin*(6)do) |= R1+5in*(0)p) 40

gdzie ¢'= Z—(g

Dtugosc¢ krzywej tgczacej punkty o 6=0, i 6=0,

0,
S=[F(0.p)0 gdzie F(6,¢)=Ry1+sin*(0)p) ¢':2_‘g
6,



Poszukiwanie krzywej o rownaniu ¢ = ¢(6) taczacej dwie punkty na sferze o
promieniu R o najkrotszej dtugosci

Szukamy ekstremali funkcjonatu

S= j F(0,0)0  gdzie F(0,0)=Ry1+sin’(0\o) ¢'= gg 4:=p(6),7 = 6

czyI| funkcji spetniajgcych rdéwnanie Eulera- Lagrange’a, ktére przyjmuje postac

d (oF\ oF

do\op' ) bp
oF d ( oF j oF Rsin®(0)p'
—=0= O:>—'=c0nst:> . >
op do\ o' 0 J1+sin’(6)e)

Jezeli jednemu z punktow odpowiada 6=0 (zawsze tak mozna przyjg¢ wybierajac
odpowiednio 0s$ Oz) to const=0 i otrzymujemy warunek

= const

¢' = 0= @ = const ( réwnanie potudnika gdy sfera to powierzchnia Ziemi )
Ogodlnie rozwigzaniem tego réwnania sg dwa tuki kota wielkiego przechodzgcego
przez punkty na sferze, przy czym tylko jeden luk odpowiada minimum
funkcjonatu a drugi spetnia tylko warunek stacjonarnosci



Wariacja bez czasu funkcjonatu zaleznego od funkcji opisujgcych zaleznos¢

czasowg wspotrzednych uogolnionych

Opis ruchu rzeczywistego dokonujemy podajgc zaleznos¢ wspotrzednych uogdlnionych
od czasu ¢, (¢t) (I=1,...,f). Ewentualne wigzy nie wprowadzajg zwigzkow migdzy
wspotrzednymi uogolnionymi, ktdrych zmiany mozna dokonywac¢ w sposoéb niezalezny
Rozwazamy zbior ruchow porownawczych, opisanych funkcjami opisujgcymi

zalezno$¢ wspotrzednych uogolnionych od czasu w trakcie tych ruchow w postaci

q;(t):ql(t)+®l(t) 121,2,...,f
gdzie:
&,(t)=q (t)-q,(t) wariacja bez wariacji czasu wsp. uogélnionej

Rozpatrujemy dalej funkcjonat zwany dziataniem Hamiltona zdefiniowany wzorem

4 . .
_ : : f,-czas rozpoczecia analizy ruchu
W [Q] B J {L(% (t)’ """ 9704, (t)’ """" 1y (t)’ t>} dt t,-czas zakonczenia analizy ruchu
Ly
Widac¢ iz role zmiennej 7 pemi obecnie czas, zas funkcji F funkcja Lagrange’a
L=T-V (lub L=T-U) Wszystkie ruchy poréwnawcze
N _ zaczynajg sie i konczg w tej samej
Zaktadamy iz zachodzi 9g,(t=1,)=0g9,(t=1,)=0  chwili czasu i w tym samym potozeniu
co ruch rzeczywisty
Wariacja oW/, funkcjonatu W, bez wariacji czasu jest rowna

[ t<5( oL oL d
oW, = | oLdt = —oq, +——&q, |dt i = —
p=Joa=] 2:( o 5%] gdzie &, =&,

 1=1



Zasada Hamiltona. Jezeli dla uktadu istnieje funkcja Lagrange’a, wowczas dla
ruchu rzeczywistego, i tylko dla ruchu rzeczywistego analizowanego w kazdym
dowolnie wybranym przedziale czasu (f,, t;) znika wariacja z dziatania
Hamiltona bez wariacji czasu jezeli jednoczesnie znikajg wariacje
wspo’frzednych uogolnionych dla chwili czasu t,i t, ruchu

W, [q] 5quq, t)dt =0 gdzie oq,(t=1,)=0y,(t=1)=0, 1=12,....f

Zasada Hamlltona wynika z tego iz znikanie wariacji o] funkcjonatu

7

d d d
I:IF[ql(T),qz(T), ....... qf(f), qc;(f)’ %(T), ....... L(T),Tjdr dla kazdych
T dr

7, 0raz r, przy zatozeniu iz wariacje 9dg, sg niezalezne od siebie oraz przy
warunkach dodatkowych g, (T = ro): g, (r = rl): 0, I=12,....f

zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy sg spetnione rownania Eulera-Lagrange’a
d(oF ) oF dq
A , ——
dr (8(1'1] 0q, gdzie %™ 4q
Po podstawieniu F=L, 7 =t¢, T, ={,,7; =l ;mozna zauwazy¢ iz =W,
A réwnania E-L stajg sie réwnaniami Lagrange’a Il rodzaju
d [ oL j oL Prawdziwos¢ rownan Lagrange’a Il rodzaju jest

. =0 gdzie g, = dq ; dowodem prawdziwos$ci zasady wariacyjne;j
dt\ 0q, oq, " 4t Hamiltona dla rozwazanych ukladow



Znikanie wariacji dziatania Hamiltona dla kazdego przedziatu czasu (t,t,) podczas
ruchu gdy dla t=t, i t=t, znikajg wariacje wszystkich wspotrzednych uogdlnionych
&q,(t=1,)=q,(t =¢,)=0 jest rownowazne réwnaniom Lagrange’a Il rodzaju
(dowod wymagany)

W, [ 5quq,z)dt—o@d OL|1_%L o | dia 1=12,.f Dowod:
dt 891 a%

§ILdt—IéZdt—jZ(aL§ql jd i

1 1=

o
55 al %J‘E[—W JZ

=£[z<a—ql—a(aql>>6qldt+z sl =

z oL _d (o))
C\oa, ~ dae\ag,) )"

5%(t :to): 591(t :tl):

oL d|(oL [
(<:) —_— =0= 5IL dt=0 Okreslamy w linowym przyblizeniu zmiane
(2% dt an dziatania Hamiltona wynikajgcg z
2 modyfikacji wybranej funkcji g, ktorej

j 6Ldt = 0 = Niech §q; = {5qk () #0dlal=k zmiana nie powoduje zmiany pozostatych,

Odlal+#k wariacje réznych funkcji g, sg od siebie
f oL 6q,dt =0
: — — — =
9qx dt aa, ) | ° T

niezalezne



(=0 =220 s s
dqx  dt\0qy “ dq, dt\dg.) 0 0k OWOHIE.

oL d| oL
Gdyby dla t z zakresu ¢, <t, <t <t, <t zachodzitoby a o a >0
k k

o _dfa)_, TN o(t)>0 gdy t,<t<t,
lub oq, dt\ og, to dobierajgc £ o gdy t<t, lub  t>¢,
t libvs to iz 4
otrzymaliby$my to iz I(@_L_i(@L D&qkdt;éO

>\ 0q,  dt\ 0g,

Powtarzajgc przeprowadzone rozumowanie dla k=1,2,....,f otrzymujemy warunek
mOwigcy iz zerowanie sie wariacji dziatania Hamiltona wymaga spetnienia wszystkich
rownan Lagrange’a Il rodzaju



Rownania Lagrange’a I1 rodzaju sg niezmiennicze przy ponizszej transformacji-
zamianie funkcji Lagrange’a : > : d¥lq,t
J & & L(QaQat)_>L(Q7q7t):l’(qaq’t)+%

gdzie M— pochodna zupetna po czasie dowolnej funkcji zaleznej od
dt

wspOtrzednych uogdlnionych i czasu
Oznacza to 1z zachodza jednoczesnie rownania

d(oL) oL d(oL) oL
- O l:1,..., b M 4 . N 0 l:1,,,,,
dt (84,) 8ql / jak 1irOwnania ( 5%} g, g, f

Dowdd opiera sie na pokazaniu iz zachodzi rowno$¢ wariacji

5JZ(q,q',t)dt=5JL(q,q,t)dt orzy warunky i =1)=0=8,(1=1,)

skad wynika niezmienniczos¢ rownan Lagrange’a Il rodzaju

5;Z(q,q',t)dt — 5;(L(q,q',t)+ %jdt _ 5.‘%L(q,q',t)dt+5j%dt -

—5J g.4,t))dt + ¥(q.1), JJ q.4.t dt+2—5611 5j(L(q,cJ,t))df

gdyz o (t=14)=0=0q,(t=t) I[=1,...[ f -hczba wspOirzednych uogdlnionych



Przyktad. Mozna pokazac iz rownania Lagrange’a Il rodzaju dla funkc;ji
Lagrange’a rownej

L = %m<x12 +x22)—%ma)§<x12 +x22)—im(a)12 _0)02 Xxl - X, )2

sg takie same jak funkcji Lagrange’a réwnej

L= %m(‘xl — LW, X, )2 +%m(i€2 — L0y X, )2 —im(a)lz o) Xxl R )2

| maja postac:

d|( oL oL . 2 1 2 2
— | — |——=0=>mx, +mw;x, +—m\ow —w; k\x,—x,)=0
dl(@)'cj ox, : ) ( 1 OXI 2)

d GL 8L .. 2 1 2 2
— — =0=mx, +mw;x, ——m\w —w; kx, —x,)=0
dt[@fczj ox, 20T (07 - Yo - )

Wynika to z faktu iz

ioym d
2 dt

L'—Lz—ia)om(xl)'c1 +x25c2)=— (xl2 +x22)=%\1’(x1,x2)

gdzie

Y(x,x,) :_la)zom (x12 +x§)




|
Warunkiem koniecznym na to, by dziatanie Hamiltona Wy [Q] = IL(Q(f),Q(f),f) dt

)

analizowane w dowolnie wybranym przedziale czasu (t,, t,) przyjmowato wartos¢
minimalng ( w ogodlnosci ekstremalng) dla ruchu opisanego funkcjami q,(t) w zbiorze
wszystkich ruchéw poréwnawczych q,’(t), ktorych wariacje w chwilach t,, t, znikaja, jest
znikanie wariacji dziatania Hamiltona ( zachodzace w ruchu rzeczywistym) .

Spetnienie tej zasady w ogolnym przypadku nie jest jednak warunkiem wystarczajagcym na to by
dziatanie Hamiltona okreslone powyzej przyjmowato wartos¢ minimalng (rowniez ekstremalng) dla
ruchu rzeczywistego w klasie ruchéw porownawczych.

Dziatanie to moze nie przyjmowac zawsze wartosci minimalnej dla ruchu rzeczywistego gdy
przedziat czasu (f,, t;) jest odpowiednio dtugi, natomiast dla krotkich przedziatow czasu ruch
rzeczywisty odpowiada minimalizacji dziatania Hamiltona

( zasada najmniejszego dziatania stuszna dla krotkich przedziatéw czasu : uktad mechaniczny
porusza si¢ tak by dzialanie Hamiltona przyjmowato wartos¢ minimalng)



Dowadd tego iz dziatanie Hamiltona moze przyjg¢ wartosc ekstremalng tylko dla
ruchu rzeczywistego , dla ktorego znika wariacja dziatania Hamiltona gdy znikajg
wariacje wspotrzednych &g, (t =1,)=dq,(t =1,)=0

Niech g, (t)=q,(0)+am ()= 8,(6)=am, ), 1=12,....f

o, —zmienne , 7], (t) -dowolne funkcje spetniajgce warunki

n(t=t)=nt=t)=0, I=12,.. f

Ustalmy funkcje n,;(t) . Definiujemy funkcje (nie funkcjonat) zmiennych [
CI)(al, ...... ) af) =
Wy [‘h(t) +am (®), ..., q (&) + am(b),..,qr (&) + apns(2), ?1(@ + a1, (), ..., ¢ () + a7y (2),.., ¢ (2) + afﬁf(t)]
1
gdzie Wylqq, ... queoors Qs Qrs e s Qe e 4] = J L(qy, - Queenee- T E [ ., qp,t)dt
to

oy musi przyjmowac wartosc ekstremalng

..........

dla a=0 ( /=1,....,f) niezaleznie od wyboru funkcji 77, zeby rozpatrywany funkcjonat
przyjmowat warto$¢ ekstremalng dla ¢,(¢)



CID(al, ------ ) af) = Wylqa(®) + a1ny(©),..., (&) + (D)., qp () + arnp(D), 41(8) + ayi (t),..., 41 (8) + ayiy (t),.., 4p(E) + apn ()]

ty
WHIq1s oo Qi weeors Qs Qs ove e Qe ,qr] = f L(qe, - qQueeeen v 1y e Qe ., qp, t)dt
to
)
(D(alzaz— ...... =af=0)=ekstremum —1 =0, [=12,....f
oq, oo

tfeL oL . (oL oL dn tloL  (dfeL ) dfeL
(| jdi= || S ST ar= || | S o |- | e
a=0 1 56]1 a% " 8q1 8q, dt ) ﬁql dt 8ql dt aql

vdfer ., ML dfar o | e dfar ( (oL L
= —[—_Ul]df-l-j ———[—j 77ldf:—_77l +J — | 77ldl‘ = f a__i<a_> ndt
dt\ &g, ag, dt\ &g, ay, ) ag, dr\ &g, Oqr dt\dq,

tO t() tO

<:>8—L—i oL =0.bo7,(f) dowolne ¢ AL *a II rodzai
oq di\ag : I rownan Lagrange’a Il rodzaju
oL d (oL
Gdyby dla t z zakresu 1, <1, <t<t,<t, zachodzitoby %—%(2—5}0 lub 5—5(5}0

5(t)>0 gy t,<t<t, . L oL df oL

g tB}otrzymallbysmy to iz t{(@ o (&][ J}/z dt %0
Spetnienie rownan Lagrange’a II rodzaju zapewnia to iz funkcje ¢,(t) opisuja ruch
rzeczywisty , co jest rownowazne temu iz funkcje te sg ekstremalami funkcjonatu dla
ktorych znika wariacja dziatania Hamiltona (dowod slajd 13)

to dobierajacn, =
1aC 0 gdy t<t, lub



Zalety sformutowania praw mechaniki przy pomocy zasad wariacyjnych

Zasady wariacyjne mechaniki (ktorych przyktadem jest zasada Hamiltona) stanowig
najbardziej zwiezte sformutowanie praw mechaniki klasyczne.

Pozwalajg one na formutowanie analogi praw mechaniki klasycznej z innymi dziatami fizyki,
w ktérych podstawowe prawa réwniez mozna sformutowaé w postaci zasad wariacyjnych.

Metody wariacyjne utatwiajg powigzanie zasad zachowania wielkosci fizycznych z symetrig
uktadu w oparciu np. o analize niezmienniczosci dziatania Hamiltona przy ciggtych
transformacjach wspoétrzednych uogolnionych odpowiadajgcych operacjom symetrii uktadu.

Pozwalajg takze na wyznaczenie ruchu najblizszego ruchowi rzeczywistemu w klasie ruchow
porownawczych parametryzowanych przez parametr (zespot parametrow), gdy okreslonemu
zestawowi wartosci tych parametrow odpowiada ruch bliski ruchowi rzeczywistemu

Wartosci te mozna wyznaczy¢ okreslajgc dla jakiego zestawu parametrow dziatanie
Hamiltona analizowane dla krotkiego przedziatu czasu ruchu traktowane jako funkcje tych
parametrow osigga wartos¢ minimalng



Przyktad: Rozwazamy swobodny spadek ciata pod wptywem sily ciezkosci. O$ Oz
obieramy pionowo w dot 1 zaktadamy iz w chwili startu czyli w chwili /=0 ciato
znajdowalo si¢ w punkcie z(+=0)=0 . Czas spadku ciata wynosit ¢,

Pokazemy ze dla ruchu rzeczywistego : » — 1 gt2 dziatanie Hamiltona
w,[z(1)]= j L[z(2), (t)]dt

przyjmuje wartOSc minimalng w klasie ruchow poréwnawczych
%

Z =z,= antn (n>0)
spetniajgcych dodatkowo warunek 52(1 — O) = 52(1 =1, ) =

Pierwszy z warunkow natozonych na wariacje jest automatycznie spemiony. Z
drugiego warunku wynika iz

.1
Zn(t :tl) = Z(t :tl) — antl :58112 — an :_gtl

|
czyli z =5 gt ™"t"

n



1
n

S gt’ "t =z = 1 gnt’"t"
2 1 n 2 1
Funkcja Lagrange’a
mz’ mg’n’t} "
L=T-V= > +mgz = . t

2

n—2 +

Dzialanie Hamiltona

1 .
—mg’t] "t

2

f) mg2n2t4—2n Iy 1 f)

W = Ldt = [ dt+—mg’t] " [ t"dt =
0 0 2 0
2_2.4-2n

_mgn [ t12n—1 n 1 mgztlz—ntlnﬂ _

8(2n—1) 2(n+1)
_ mg’t; n’ N 1 _ mg’t; )
2 \4(2n-1) n+l 2

n’ 1
gdzie V=40 Tt

n



Pokazemy iz dla ruchu rzeczywistego o n=2 dziatanie Hamiltona przyjmuje wartosc¢

minimalng gdy pokazemy iz daf (n=2)=0
dn
( gwarancja spemienia tego warunku jest znikanie wariacji
4
5[ L(z.z,t)dt =0 gdzie &(t=t,)=&(t=1)=0, 1=12,..,f
Ly
w ruchu rzeczywistym gdy n=2)
oraz to iz dla %(n >2)>0 | %(n <2)<0
dn dn
n’ 1 df 2n-42n-1)-8n° 1
= + = = — =
T = a1 " dn . 16@no1) (ne)
8n> —8n 1 n(n—1) 1 df
162n -1 (n+1) 2@n-1F (n+1)  dn (n=2)
Dodatkowo wida¢ iz

d 0.0
ﬁ(n>2)>0 i(”<2)<0
dn dn 051
a wigc ruch rzeczywisty odpowiada w
rozwazanej klasie ruchow poréwnawczych
minimum dziatania Hamiltona

‘11—




Przyktad : Rozwazamy ciato o masie m ktore porusza sie pod wptywem sity
harmoniczne] -, s
J F =—kxi

Ponadto wiadomo 1z x(t=0)=0 oraz x(t=t,)=x,, a x(t=0)>0

Wiadomo iz zalezno$¢ potozenia ciata od czasu w ruchu rzeczywistym dana jest

wzorem X =— al sin(a)t ) gdzie @@= L3
s1n(a)t1) m
czyli zachodzi takze x= .x&a)t )cos(a)t)
sin(t,
2 2 2
FunkejaLagrange'a 127 <22 IO cofon) R
sin” (o, sin” (@,
k! ) - k!
2sin2(a)tl)[cos (a)) i (a) )] ZSinz(a)tl)COS( a))

Dziatanie Hamiltona dla ruchu analizowanego w przedziale czasu (0,¢,)

t 2 t 2 2
W, = det = ,k);l jcos(2cot)dt _foq s.mg2a)t1) _ foq ctg(ot,)

g 2sin* (o, ) g 4osin’(at,) 2w



. 4 : * X .
Rozwazamy ruch poréwnawczy postaci L IR L

Spetnia on warunek  Ox(f =0) = St =1)=0 gy x"(t=0)=0 xX'(t=1)=x

: ~ Lk k! kx! (1
Funkcja Lagrange’a L :ﬁxz—ax2 :z—g(ﬁ—tzjzz—;(—z—tzj
Dziatanie Hamiltona g ANG

4 U 2 2 3 2
a) w ruchu porbwnawczym W, :JLd;; - J'ﬁ(iz_ﬂjdt :l;x_tlzit_lz_%) _ l;xl ( lt _ ‘0;1 j
) T\ @ o \ ot

b) w ruchu rzeczywistym
Powyzszy przyktad pokazuje 1z dzialanie w ruchu rzeczywistym nie zawsze musi by¢
mniejsze niz dziatanie w ruchu porownawczym.

Dzialanie to rzeczywiscie jest naymniejsze gdy czas ruchu ¢, jest odpowiednio

krotki gdyz wowczas crglon) L (@) = crglor,)< L_%tl W, <,

o, 3 45 wl,

Gdy w,>ret>n/ew czylit jest wickszy od potowy okresu drgan rownego 2w/ to
dzialanie w ruchu rzeczywistym jest wigksze niz w rozpatrywanym ruchu poréwnawczym a
wigc nie przyjmuje ono wartosci minimalnej w zbiorze wszystkich ruchow poréwnawczych
cho¢ wariacja dziatania dla ruchu rzeczywistego znika. Nie oznacza to iz dzialanie w
rozwazanym ruchu poroéwnawczym przyjmuje wartoS¢ ekstremalng w zbiorze wszystkich
ruchéw porownawczych (co wynika z tego 1z dla tego ruchu nie znika wariacja dzialania
gdyz nie spetnia on roéwnan Eulera-Lagrange’a dla zagadnienia wariacyjnego z dziataniem
Hamiltona czyli rownan Lagrange’a Il rodzaju ) .



1/x-x/3
ctg(x)

Okazuje si¢ iz funkcjonat _[ L[q(?),q(¢),t]dt
moze osiggna¢ minimum dla ekstremah tego funkcjonatu q(l‘) tylko

wowczas gdy nie ma innej ekstremali ()  funkcjonatu JL q(1),q(2),t]dt
)

o takiej wlasnosci iz dla pewnej chwili czasu ¢ z zakresu (¢,¢;) zachodzi q(t)=4()
oraz gt =to) = qt =to) lub gt =t) =qlt=1t)
W przypadku rozwazanym dla czasu t=% nastepuje przeciecie

ekstremal odpowiadajacych drganiom o tej samej czestosci réznigeych sie

amplitudg drgan. We wszystkich ruchach opisywanych przez te ekstremale
drgajace cialo w chwili =0 znajdowato si¢ w potozeniu rownowagi a wigc

Gt=1,=0)=q(r=1,=0)=0



Zasada Hamiltona a rownania Lagrange’a | rodzaju ( dla zainteresowanych)
Zatézmy iz ruch uktadu ztozonego z n ciat analizujemy we wspotrzednych
kartezjanskich nie bedgcych wspotrzednymi uogolnionymi w 3n wymiarowe;
przestrzeni konfiguracyjnej w obecnosci p wiezéw opisanych réwnaniami

fk(xl,xz, ..... ,xj....,x3n):0 k=1,..,p
W ruchu rzeczywistym zachtodzic’: musi nie tylko znikanie wariac;ji

dziatania Hamiltona W, =_[L(x x.,t)dt rozumianego jako funkcjonat
wspotrzednych x; (j=1,......... 3n) ale takze muszg bycC spetnione warunki

dodatkowe 3Z”<9fk S =0

73 Ox;
Warunki te powodUJq iz wariacje S, nie sg niezalezne od siebie . Mozna je
jednak za takie traktowac¢ gdy zazgda sie by znikata ponizsza wariacja

5J[L(xj,xj,t)+;lkkadt=O 5. =3 % s o

7o Ox;

k=le.p & (t=t,)=0(t=t)=0 j=L..3n

przy warunkach &,(t=1,)=0o(t=1)=0 j=1...3n
4,  -to nieoznaczone mnozniki Lagrange’a

Postepujgc analogicznie jak poprzednio mozna pokazac iz

e

ty J=1 J



= 2. T Ox ox
Przy braku wynikajacych z wiezow warunkéw na

rOwnowazne spetnieniu rownan postaci

5I(L(xj,x],t)+z/1fk(x )jdt—]i[ | {Zfl afkj d(@LJ}d

ox, znikanie powyzszej wariacji jest
a—L+Z %—i a—,L =0 j=1,...3n (*)
Oox; 8x dt| ox,
(Scistej mozna przeprowadzi¢ argumentacje zgodme z ktora naprawde
j=p+I,......
j=1,.

tylko &, dla
,3n sg niezalezne, a pozostate sg zalezne, a rOwnania typu (*) sa spelmone takze dla
..,p dzigki odpowiedniemu wybraniu p mnoznikoéw Lagrange’a)
Pomewaz '

..... y X e ,x3n)—U(x1,

..... X5 ,x3n,x1,.....,xj, ,x3n,t)—
3]’! m]x] )
— T—U(xl, ..... 3 X j5ees Xy Xy peuens X

to J=1

8x. dt

OL dfoL|_ oU dfor| d(oU|_oU d|oU| d
Ox, dt 8x Ox; dt| ox, dt 8x]

+ —j-ta sktadowa sily)
ox Tdi\ax, | Y

v’ of. dfeL o,
L L e 2 S X, +Y A .
czyli rOwnania ox, ; “ox) dt( PYY J Z ox, m;Xx;
sg rownaniami Lagrange’l rodzaju



Zmiana dziatania Hamiltona przy transformacji wspotrzednych

RozpatrUJemy zmiane funkcjonatu bedgcego dziataniem Hamiltona

W, I L(g,(t),4,(¢),t)ar Przy infinitezymalnych transformacjach wspotrzednych

to dfaL) a_,

uogolnionych spetniajgcych rownania Lagrange’a Il rodzaju  dr| 64, | og,
Zmiane wspotrzednych wyrazamy przez wariacie  q,(t)— g, (t)=q,(¢)+ 5, (¢)
Zmiana dziatania Hamiltona jest rowna w pierwszym przyblizeniu wariacji tego

funkqona%u czyli oL
W lg+oq]=W,lq]= oW, jéld IZ[ @5”"!} =

)

L\ oL oL d oL d|( oL d( oL
[ e 2 - 3| 2 +—(—.aqj-—(—.]aq
IZZ( q, | 04 dt( Ui I; oq, ' dt\og, ') delég )
oL d oL d t d (oL
- — Y. — — —561] dt
jb(aq, dt@q,J&b dt(z &I’H ;[th[;zlﬁql ’
Nie zaktadamy izw w zwigzku z czym w ogdlnym

przypadku oWy #0
d (L oL L oL
Gdy jednak dla dowolnych t,t, W, =0= = > py &, |=0= Za—'&[’ = const
=1 04,

=1 04,




Twierdzenie Noether (wersja uproszczona)

Jezeli dla pewnej ciggtej grupy transformacji wspotrzednych
uogolnionych

q,(t) = q,(t)=q,(¢)+ 5, (¢)

dziatanie Hamiltona "« JL q,(),4,(.1)dt |3 dowolnych t,, t,

jest jej niezmiennikiem czyll jego wariacja znika oW, =0

to istnieje pewna liczba praw zachowania wielkosci okreslonych
ponizszym wzorem

Z

T 0g,

5ql = const

Wielkosci tych jest tyle ile parametrow
jest niezbednych do sparametryzowania
grupy transformacji wspotrzednych dla
ktorych dziatanie Hamiltona jest ich
niezmiennikiem

Ciggtos¢ transformacji zapewnia iz mozna dowolng transformacje skonczong
przedstawi¢ zawsze jako ztozenie infinitezymalnie matych transformacji w przypadku
ktérych zmiane dziatania mozna przyblizy¢ poprzez jego wariacje. Ponadto mozna
przyjac¢ iz parametry przyjete do sparametryzowania grupy transformacji mogg
przyjmowac¢ dowolne wartosci ze zbioru ciggtego.



Rozwazamy uktad ztozony z n punktow materialnych na ktére nie natozono
wiezow przyjmujgc za wspotrzedne uogolnione wspotrzedne w uktadzie
kartezjanskim tych punktow

(g=x,/=1....... ,[=3n).

Gdy dziatanie Hamiltona  _ j‘L xj,xj,t)ﬁ

jest niezmiennikiem transformaCJl ()= x5 (0)=x,(t)+ 6, (¢),
to wielkos¢ okreslona ponizszym wzorem Jest caikq ruchu

3n

f n
ZE: 'j?gi'éiZZ jé: éal; éi[ ——:E:_l7jéif __:E::(1)m15x _+.1701§v -+'1)w )::(RDIZSt *
oq (*)
I

1=1 j=1 ax
Niezmienniczos¢ wzgledem przesuniecC w przestrzeni
Rozwazmy przesuniecie uktadu wzdhuz osi Ox o dowolny o .
Wowczas

ox,=0x oy, =0z =0 i=1,...,n

*) = Z P, 0x = const = Z D =€0nst  7asada zachowania x-owej sktadowej pedu
i=l i=1

Aby dziatanie Hamiltona byto niezmiennicze wzgledem tej transformac;ji funkcja
Lagrange’a moze zaleze¢ od x-owych sktadowych wektoréw wodzgcych punktéw

materialnych tylko poprzez ich réznice



L (oL L \
Z[a 5%) =2 P8, =) (pix5xi + Py, +piz§zi):COnSt )
I J=1 i=1

/=1

xsin(5p)

Niezmienniczos¢ wzgledem obrotow ycos(5p)

Rozwazmy obrét o dowolny kat 92 wokét ot
osi Oz . Odpowiada mu obrot osi uktadu o kat — 6@ y

x; = x,00s(5p) - y;sin(6p) v} =y, cos(dp)+ x; sin(dp) <50 |

Gdy 9920 w przyblizeniu cos (8¢ )=~ 1,sin (¢ ) = 5(p 5¢

x;le.—yi5gp,y::yi+x.5¢,zf’<:zi \ X:*

= X, =—y,00, 0y, = x,00,0z; =0 . ysin(Sp)
" xcos(5p)

:> Z( Pir)i + pzyxz )5(0 const = L ZL lepiy —ViDPix = const
i=1
Zasada zachowanla z-wej sktadowej momentu pedu

Uwaga. Obroét o skonczony kat wokot osi OZ mozna przedstawié jako ztozenie obrotow o
katy nieskonczenie mate wokot tej osi co swiadczy o tym 1z obrot jest transformacja ciggla,
ktora mozna sparametryzowac przez kat obrotu.



Dygresja
Zapis macierzowy operacji infinitezymalne matego obrotu wokét osi Oz o kat o

%* —

xl' 1 _5(0 O_ xl- Xl.
v |=|dp 1 0|y |=R]|y
Z; 0 0 | V4 Z,
1 0 0] [0 -1 0] A A
N i
RZ :]+125¢: 0 1 0l+!l1 0 0 5¢ --generator obrotow wokot OsSi
00 1] |0 0 0

W przypadku obrotu wokét osi Oz o skoriczony kat o9
cos(§g0) —sin(Sp) 0

A - A 1 A A
1.6 2 :
R =" =1+106p+=1_-1.(50) +..... ~|sin(6p) cos(6p) 0
2
0 0 1
W przypadku infinitezymalne matego obrotu wokot osi Ox (Oy) mielibysmy
I 00 0 0 O I 00 0 0 1
R =I+15p=|0 1 0[|+|/0 0 —1|5p R =1+10p=|0 1 0|+|0 0 0|5p
0 0 1 01 O 0 0 1 -1 0 0

Mozna pokazac iz gdy obrot taki nie zmienia dziatania Hamiltona to catkami ruchu sg
odpowiednio x-owa(y-owa) sktadowa momentu pedu uktadu



Jakie wielkosci sg zachowane przy transformacji cigglej parametryzowanej przy
pomocy pojedynczej zmiennej s dowolnego uktadu ztozonego z n punktow

materialnych gdy transformacja ta nie zmienia dziatania Hamiltona?

Rozwazamy transformacje infinitezymalnie matg prowadzaca do zmiany
wspotrzednych uogolnionych parametryzowang przy pomocy zmiennej s

‘ oq,
QI%QI(QIaS)Z%JFé‘%:%JF l (S:O)S . .
Os (I=1,....f) f-liczba stopni swobody

Gdy s =0 to powyzsza transformacja nie zmienia wspotrzednych uogdlnionych

Z niezmienniczosci dzialania Hamiltona wzgledem powyzszej transformacji w ktorej s
przyjmuje wartosci ze zbioru cigglego tacznie z s=0 wynika iz

/ / * A )
26—5% — Zpl aai(s =0)s = const = Zp,aai(s :O)=const
S I=1 A

=1 04, I=1

p-ped uogolniony zwigzany ze wspotrzedng q,



Rozwazamy uktad ztozony z n punktow materialnych na ruch ktérego nie natozono
wiezOow. Za wspotrzedne uogolnione przyjmujemy sktadowe wektoréw wodzacych
punktow materialnych w uktadzie kartezjanskim
x, gdy [1=3i—-
q, =1y, gdy [=3i-1 [=1,...,f=3n, i=1...,n
z, gdy [=3i
Rozwazmy transformacje tych wspotrzednych dane wzorami
g = q;(q,5) =4, + 8, =4, +%’(S =0)s
Z niezmienniczo$ci dziatania Hamiltona wzgledem powyzszej transformacji wynika iz catka
ruchu jest wielko$¢
5 5,2 (s=0)- Z(pi%(s ~0)+p, 20520+ p, Zr 520 | =cons
\7IV1 przypadku trarllsllacji wszystkich n punktow materlalnych uktadu o dowolnie maty
wektor dany w uktadzie kartezjanskim wzorem & =(s,0,0) nastepuje transformacja
sktadowych w uktadzie kartezjanskim wektorow wodzacych wszystkich punktow
uktadu opisana wzorami
i=1,....n x—)x =X, + S y.—)yf:yi Zi_)Z;k:Zi

Gdy transformacja omawiana nie prowad21 do zmiany dzm%ama Hamlltona to
0
wielkoscig zachowang jest Z P,x ( 5= 0)+ Py Vi ( 5=0)+ Plz O)j _ Z p.
i=1

( suma x-owych sktadowych Wektorow pedu Wszystklch punktow uktadu)




W przypadku obrotu uktadu wokot osi Oz o kat s dowolnie malty mamy dla
wszystkich punktow w uktadzie kartezjanskim

X, —> x; =X, COS(S)—yl. SiIl(S) v, —> yl* =, COS(S)-I— X; Sin(s) zZ, = Z;k =Z;

Gdy transformacja omawiana nie prowadzi do zmiany dziatania Hamiltona to
wielkos$cig zachowang jest

d ox, oy, oz,
=0t p, Pis=0)+p, Fi(s=0

= Zn:pix (— X, sin(S = 0)— v, cos(s = 0))+ D, (— v, sin(s =0) + x; cos(s = 0)) =
i=1

— Pu)i T DX, ZZ L.=L, sktadowa z-owa momentu pedu uktadu

i=1 i=1



Rozwazamy uktad ztozony z punktu materialnego ktory moze poruszac si¢ po linii spiralnej lezacej
wzdtuz osi Oz o promieniu a 1 skoku % . Opis ruchu mozemy dokona¢ w uktadzie cylindrycznym, w
ktorym do okreslenia potozenia stuzg zmienne p, @, z

Za wspotrzedna uogdlniong przyjmujemy wspotrzedna ¢, =z przy czym poniewaz ?(Z =Hh) =2m
mozna przyjac iz wspotrzedna ¢ jest rowna ¢ = 2ﬂ( ¢ = %) za$ wspotrzedna p=a=const (p = Q)

h .
. , . Sy . . . 9]
Rozwazmy transformacje wspotrzednej uogolnionej dana wzorem ¢, — ¢, (q,,5)=q, + 3, = q, + %(s =0)s
A

Z niezmienniczosci dzialania Hamiltona wzgledem powyzszej transformacji wynika iz catka

ruchu jest wielko$¢ p, aéi(s =0)=p, %(S =0)=const Pprzy czym poniewaz funkcja
S A

2
Lagrange’a L=T—V=%(vf,+v;+vf)—l/=%(p2+p2(p2+z'2)—V=%[a2(27ﬂ] z’2+z'2]—V(z)
2 2
to p :8_L:8_T:ma2(2_7r] Z'+mz':ma2(2—ﬂ] (i)g’o+mz':(2—ﬂ]Lz+pz
' 0z 02 h h 2r h

gdzie L. = ma'g _ skiadowa z-owa momentu pedu, P, =mz skladowa -z-owa pedu
W przypadku przesunigcia wzdtuz spirali na nieskonczenie krotki odcinek nastepuje zmiana
wspotrzednej uogélnionej g =z -—>¢q =z+s

Gdy transformacja omawiana nie prowadzi do zmiany dziatania Hamiltona to wielkoscig zachowang
jCSt p :(2—”jL +p
1 h z z



Twierdzenie Noether (wersja nieco uogolniona)
Jezeli dla pewnej ciggtej grupy transformacii

%(l‘)_)%*(t): QI(t)+§CI1(t)

I
funkcjonat I = .[F(q,q',t)dt dla dowolnych t,, t, jest jej niezmiennikiem, tzn.

fy

A
5 J (GF daFj l+d(zaﬁgqu 0
—1\0q, dtdq, dt\ 15 0q,
OF d OF d (& oF
= = +=—1Y —&, |=0
Z( dt aq'ljaq’ dt (,Z‘ o4, &]’)

—'\ Oq
=1 Ji
| jezeli funkcje q,(t) reprezentujg ekstremale funkcjonatu /, tj. spetniajg

rownania Eulera — Lagrange’a, to

/
oF d 5{7 :O:i(za_{qulJ:()_,.zaF &g, = const (*)
oq, dr &g, di\ = 94, ke

Jezeli rownania ruchu sg rownaniami Eulera — Lagrange’a dla pewnego
funkcjonatu / (zachodzi to zawsze dla dziatania Hamiltona) i jezeli funkcjonat
ten jest niezmiennikiem pewnej ciggtej grupy transformacii, to istnieje pewna
liczba praw zachowania wielkosci okreslonych wzorem (*)




Wariacja funkcji z wariacjg czasu
Rozwazmy zbior funkcji postaci t*(t):t+At(t):t+At .— Wariacja czasu

Wariacja z wariacjg czasu e .
wspdirzednej uogdlnionej T Aq, (t) =4 (t )_ 9 (t) =4 (t t At)_ 9 (t)

Rozwazamy funkcjonat Ilq]= I Flg(t).q(¢).2) dt

i jego réznice w ruchu porownawczym z wariacjg czasu i w ruchu rzeczywistym

1[4*(f*)_—1[4(t)]z Al gdzie

AJ = i AF + F@jdt <——Wariacja z wariacjg czasu funkcjonatu /[q]
dt

Wariacja z wariacjg czasu funkcji F

/
AF = [a—FAqZ aFAql +6_FN A _dAq, . dAt
=1\ 04, aq, ot 4= dt D dt
W przyblizeniu zachodzi
= 5% ()+q,At Ag, = daf,;(t)w‘,m
S
Al = j oF _doF ,+i Zai5q1+FAt dt
o\ 0q, dt 0q, dt\ 1= 0q,

59' [ -wariacja bez wariacji czasu funkc;ji q,



Twierdzenie Noether (wersja petna)
Jezeli dla pewnej ciggtej grupy transformacii

0,()—>a/l6')=a, )+, (0)+4,ar, 11 =t+adr)

funkcjonatl = JF(q,q,f) dt dla dowolnych t,, t, jest jej niezmiennikiem, tzn.

Iy

N J (GF daFqul [28F5% FAtj 0
= oq, dt 0q, dt 0q,

/
= Z(GF 4 (91.7)5% +i(za—F5% +FAtj =0
—\0q, dtdq, dt\ /= 9q,

| jezeli funkcje q,(1) reprezentujg ekstremale funkcjonatu /, tj. spetniajg

rownania Eulera — Lagrange’a, to

OF d oF OF L OF
— +FAt =0 )Y — + FAt =const| (*
S PR R S )

Jezeli rownania ruchu sg rownaniami Eulera — Lagrange’a dla pewnego
funkcjonatu / (np. dziatania Hamiltona) i jezeli funkcjonat ten jest
niezmiennikiem pewnej grupy ciggtych transformaciji, to istnieje pewna liczba
praw zachowania wielkosci okreslonych wzorem (*)



Rozwazmy uktad ztozony z n punktow materialnych , funkcja F jest funkcjag
Lagrange’a, F = L.

|
Gdy dziatanie Hamiltona W = IM%»%Jw
tO
jest niezmiennikiem transformacji 4.() = g6 )= q,(0)+89,(0)+ a1, 11 =1+ Ad(0)

to wielkos¢ okreslona ponizszym wzorem jest catkg ruchu

f
Z[a—L 5q,j+LAt = const (*)
=\ 0q,

Niezmienniczos¢ wzgledem przesunieC w czasie

Rozwazmy przesuniecie w czasie 0 OT. Wowczas Ag, =0  (I=1,....,f),At =671

Aq, =g, + q,At = oq, = —4,0T Ot dowolne
Lol Lo v

(*): Z——.Qz5T+L5T = Z(— plql)+L or =—Gor =const =
=1 04, =1

= —G = const = Zasada zachowania energii mechanicznej E=T+V=G

dla wiezdéw niezaleznych od czasu i sit potencjalnych



Zasada Maupertuis (dla os6b zainteresowanych)

dla uktadu punktow materialnych o wiezach holonomicznych, dwustronnych i
skleronomicznych (energia kinetyczna nie zalezy jawnie od czasu). Zasada
Maupertuis jest spetniona dla sit potencjalnych jak rowniez dla sit niepotencjalnych

Dla ruchu rzeczywistego w kazdym przedziale czasu (t,, t;) zachodzi
t

1 Wszystkie ruchy poréwnawcze
AJ Tdt=0 zaczynajg sie i konczg w tym
t samym potozeniu co ruch

gdzie Ag, (t — to): Ag, (t — tl): 0, [=12,...,f rzeczywisty ale w czasie, ktdry
moze réznic sie o nieskonczenie

S . .z
_ _ * matg wielkos¢ w stosunku do
Al'=A4 IZ__;‘QIA% ) czasu ruchu rzeczywistego

Przy czym jezeli T #0 w przedziale (t,, t,), to powyzszy warunek spetniony jest
tylko dla ruchu rzeczywistego

Warunek (*) jest natozony na wariacje z wariacjg czasu energii kinetycznej ktéra
okresla zmiane energii kinetycznej uktadu przy przejsciu od ruchu rzeczywistego do
ruchu porobwnawczego z poréwnawczymi przebiegami czasowymi. Zmiana energii
kinetycznej wedtug warunku (*) musi by¢ réwna sumie prac wszystkich sit na
przesunieciach wirtualnych zgodnych z wiezami rownych wariacjom z wariacjg czasu
wspotrzednych uogolnionych.

Mozna wykazac, ze warunek (*) gdy T #0 nie naktada zadnych ograniczenh na
wariacje Aq,, wiec mogg byc¢ one dowolne.



Zasada Maupertuis dla uktadu punktow materialnych o wiezach
holonomicznych, dwustronnych i skleronomicznych na ktére dziatajg sity
potencjalne niezalezne jawnie od czasu (zachowawcze)

ov

W tym przypadku zachodzi ¢, “or

/ /
Azatem AT - A4= ZQIAQI = _Zg_VAql =—AV =
/=1

=1 04,

> AT+AV =0=>AT+V)=0=>AE=0

Dodatkowy warunek na wariacje z wariacjg czasu energii kinetycznej
mozna zastgpi¢ warunkiem na wariacje z czasem catkowitej energii uktadu,
ktéra musi by¢ rowna zeru.

W przypadku zasady Hamiltona tym dodatkowym warunkiem byto

czyli znikanie wariacji czasu At =0

Zasada Maupertuis Zasada Hamiltona
A[Tdt=0 AfLdt=0

t 7
gdzie Ag,(r=1,)=Aq(t=1)=0, gdzie Ag,(r=1,)=4q,(t=1)=0,



Zasada Jacobiego dla uktadu punktéw materialnych na ktére natozono wiezy skleronomiczne i
na ktore dziatajg sity zachowawcze (E=const, V=V(q)) gdy T#0 (dla zainteresowanych)

Wiadomoiz 7= Tga. =5 T. T _0.E= t
z'Zj: l]qqu ZZJ: y dt dt ot i cons

Np. dla pojedynczego punktu w uktadnie kartezjanskim
_ -2 .2 ) . . . _ m
r=r.x+T,y +T.z gdzie T =T, =T, =

T;dq,dq,

A zatem :\/ inj
E-V

Zastepujemy dalej w zasadzie wariacyjnej Maupertuis catkowanie po czasie ¢
catkowaniem po zmiennej & niepodlegajacej wariacji parametryzujacej tor punktu
materialnego wykorzystujac ponizsza relacje

dg. dq . -
ZTijdqidqj ZT’J a’qédgZ Zquiqj gdzie 4 =%
dt =122 _ [ J df — I’J—dcf dé
E-V E-V E-V

7. zasady Maupertuis’a wynika zasada Jacobiego w ktorej wyeliminowano czas.

4 |
A[Tdt =0 5]\/(E—V)szq;q;d§:0

t & i,J

gdzie AQl(t = to): Aql(t = tl): 0,= gdzie 5%(4: = 50): 5‘11(5 = 4:1): 0,=
AE =0 E oznacza statg wartos¢ energii ciata=T+V



Dla pojedynczego punktu materialnego zmienng catkowania moze by¢ droga
pokonana przez punkt w trakcie ruchu & =s

S =2 (] L) o(£) -2l ef _mla] o

l,]

5j\/ (E- Vds_o@5j E—V)ds=0

gdzie 5%(5 :SO):&II(S :SI):

Porownanie zasady Jacobiego z zasadg Fermata (pozwalajgca na
okreslenie biegu promienia swietinego w ramach optyki geometrycznej)

5]1 (E-V)ds=0 5]1 n(s)ds =0

n-wspotczynnik zatamania



Informacje dodatkowe dla zainteresowanych



Wariacja funkcji z wariacjg czasu-wyprowadzenie wykorzystywanych wzorow
Rozwazmy zbior funkcji postaci

Wariacja z wariacjg czasu t*(t) —f+ At(t) —f+ At
wspotrzednej uogolnionej — Ag, (t) _ q; (t*)— g (t) _ q; (t N At)— g (t)

qu,( d [ H_At)_ql(t)]:q';(t-l—At{l-i-ﬁj_q'z(t)

dt dt
. . dAt dAt Y/
:[% (H'At)_%(t)](l"'?j %() i =Aq, + %(t)z
Bedziemy rozpatrywacé roéznice wartosci catki I[q]= 'f Flq t)dt

w ruchu poréwnawczym z poréwnawczym przebiegiem czasu i W ruchu rzeczyW|stym
. : ... t
Niech ¢ =¢(r), 7 — parametr, nie ulega wariacji, ¢, =(r,),t, =t(z, ),d— >0
T

Niech ¢ = dr =dt=t'dr,
dr

quq, dt—'quq/t ttdz'—_[qutt)dr Flg,q',t,t')=F(q,q'/t ,t)'

o t traktujemy jako niezalezng od funkcji g,

i S _ funkcje parametru t
lgl=[Fla.q'.t,t") dz = I[g.1]



Wariacja (bez wariacji parametru 1) catki T[q,t] rowna w przyblizeniu

iy - Tl = | { ( Al )t*’t*')_F(q(t),q,(t),t,t,)}dT wynosi
=[S T -0l a0 0) | =)o () a

7o L= L9
© (L[ oF OF oF oF |
_ D Ag + 2 \gr = Al
{;{ P P, q’} o a7
- . ( d 1 dAg,  dAg,
gdzie Ag,=q, |t ( ) q, t [Q( ) (t)_: djl — dtqlt

Af —t’— d [ B ] dAt _ dAt Y
dr  dt

_ ')_F( i,t},: OF _0F 04, ,_oF a(ql{z)t OF 1,_0F
a% a% a% aq, 0Oq, og, t' 0g,




F(CLCI'JJ'):F(q,qzi:,tjt' At'=1t'At Aq}:%f Az':ﬁz' O_FZG_F
t dt d dq, 0q,
-t G| oF OF OF . OF OF  LoF.
ol = —Aq, +—Aq, |+—At+—At' p dr = Tt
;[{;{5% o oq, ql:| ot ot’ ot -1 04,
7 ( 7 A I
:I<Z a—t'AqlJr@—Fd 9 g +8—Ft'At+ —Za—l,:q, +F @t' dr =
bl = 0q, oq, dt Ot = 0q, dt
Wl T
=12 a—FACI, + 61.7 (qul q, dAtj + e PP g
7, LI=1 _aql 5% dt dt 5t df
4 f
=D a—FAql oF —Aq, N P g, gdzie Ag, = dAq, el dAt _
t /=1 aql aql at dt dt dt
g! L —(% (t+A1) - %(t){l"‘@j
A =5] = J’ AF + F@ 4:.| Wariacja z wariacjg
: ar )| czasu calki I [q] ~ (¢ (¢ +A0)~4,0)
7 .. .
gdzie AF = Z(a_F Ag, + 6_F Aq'lJ + 6_F At Waglicj'a z Wafrllac.J% czasu
=\ 0, oq, ot predkosci uogolnione;

Wariacja z wariacjg czasu funkcji F



Wyprowadzenie przyblizonych wzoréw na wariacje funkcjonatu z wariacjg
czasu wykorzystywanych przy formutowania twierdzenia Noether

oF oF oF dAt
Al = —A —A —At+F— | dt
j{z 1( q, W oq, QIj+ ot ' dt }
% % 6 .
Ag, =q, (H'At)_%(t)z% (t)"'%At_%(t):@z(t)"‘%At

dAg, . dAt dog(t) .. . dAr . dAt deg(t) .
—— = +q,At+q, —— = +q,At
dt T ar T Ty, a0

Ag, =

= Al ~ 8F5q +a—FqA +a{p d&ll(t)+a. G, At +a—FAt F a8t
/ / aq /
ll /

o

= |: (a—F&b or d&bj Z(a—F% aFQJAf-l-a—FAt FdAt}d—
RE

0q, 0q, oq, dt ot

0q, oq, dt o\ 0q, 0q, ot dt

LI oF d d dF dAt
el ST S gt

= o _dob &g, + 28F5ql+FAz dt
SE dq, dt 0q, dt

4



Dowdd zasady Maupertuis
polega on na wykazaniu jej rownowaznosci z rownaniami Lagrange’a |l rodzaju.

4 a
O:2AITdt:2I(AT+Tﬁjdt—2j{AT Tﬁ_l(AT M)}dt: aT\O
j{AT+2T—ddAt+AA} fZ(—Aql 2TAqu+—A +Z(‘3_T dAt QZAqudt:

t, =1 q,

[ oT dAt [ oT oT dAg
A Aq, + dt = +— |Aq, +——L dt =
;.AZZ:K j q,+ aq( q;+4, i H Z[ZKQZ @qu q, &g, di }

/ /

T oT d(or d(oT
= [ Y10+ |Aq +—| - Aq, |—=| = |Ag, dt =
= 0q, dt\ 0q, dt 0q,

4T o afru—o  Afra—0 LT T g
dt 8q, 5% » t d

zachodzi rowniez gdyz Agq, sa dowolne



, ) / . . . ,
Dowod , ze warunek ar=a4=3 04q nie naklada zadnych ograniczen na
=1
wariacje Ag, wiec mogg by¢ one dowolne.

aT aT oT oT oT
AT = —Aqg, |[+—Ar= A —A
Z( 861 qj ot Z[ ar oq, qj

1 =\ 0q,

:i or . 8T(qu,_q dAt) —Z or ,, O dbq, _i or . \dAr_
= o, dr ' ar ~\ g, ' og, dt | S\og ") dr
S S

:ZL g+ 7 quZJ 2TdAt Z(aT Lo qul]—i(ZTAt)

o\ 0q, 0q, dAt I=1 dq, dt dt

L(er oT dAq, ) d

L Ag, + f (27A1)=>"0A
AT =) 0Aq, —> ; oq, " g, dtJ dt ZQ’ "=
I=1

f
) 8_T_Ql Aq,+a—T% _i[zTA;]:()
0q, oq, dt dt

/=1

Po scatkowaniu powyzszego roOwnania otrzymujemy

I ((oT oT dAq, | d )
J {;ua_ql_Q’jM’Jra_q, o j 0 [2TAt]}r;_o
t or a_],% ) ) ) )
,J ( & QZJ oG, dt J}'f 2T (At(t) - At(t =1t,))=0

At(t) = At(t = t )+_ J i 0T dAg, 1], Rownanie to gdy 7 +onarzuca warunek tylko
I Gc}l dt na A7 anie nanarzuca warunku na Ag,




Wyznaczenie toru ruchu punktu materialnego przy pomocy zasady Jacobiego
w polu Sity ciezkosci

5[J(q q')dé =0

gdzie  J(a.9)= \/(E V)X T4,

5%(5 &)=0q,(E=&)=

Rozpatrujemy ruch ciata w ptaszczyznie y=0 z osig Oz ustawiong pionowo do gory od
punktu P=(0,0,0) do punktu P,=(x;,0,z;). Rol¢ zmiennej £ moze peini¢ zmienna x

i 5{(a) (&) (&) )50 (&) )50

Funkcja J przyjmuje posta¢ J= \/ ( E—m gz) % (1+2?)

Rownanie Eulera —Lagrange’a dla zasady Jacobiego

d (afj o
dx\oz') Oz
oJ oJ

Poniewaz 2 — ()= z'=2 _ J =const = A
Oox oz'




JZ\/(E—ng)ﬁ(l-l-Z'Z) = ng\/( b —Zj(l-l—Z'Z)
2 2 \\mg
EAN e
= sz ——z |z
GJ: m’g mg _ m’g \\mg
Oz 2 \/(E—ZJO‘FZ'Z) 2 J(1+z7)

J@m
Q( j(uzj ' /(

2

2

mg

1+Z

1—|—Z'2

——z
mg

——z
mg

J

B’ = A? = const

- l—i—Z'2 W/mg
v2 mg




. . . . , . E 2( |2)
Znalezienie rozwigzania rownania m—g—z =B\l+z

Poszukujemy rozwigzania réwnania w postaci paraboli z(x) = ax” +bx+c

dz
z(xX)=ax’ +bx+c=z'=—=2ax+b
X
Po wstawieniu zapostulowanego rozwigzania do réwnania rézniczkowego
otrzymujemy

[i—zj = B2(1+z'2):> (i—ax2 —bx—cj = B2(1+4azx2 +4abx+b2)
mg mg

Rownanie powyzsze bedzie spetnione dla dowolnego x gdy bedg spetnione

rownania

—a=4a’B> = 4aB’=-1=a=- 1 = B* = !

_b=4abB> 48" \ 4a
E

__C:BZ(1+b2) :>E=mg[C+Bz(1+b2)] :}E:mg|:c_(1+—bz):|
a

mg

Relacja g _ mg{c_ (1”?2)} pozwala na uzaleznienie jednej ze statych
4a

a,b,c przez dwie pozostate. Pozostate state mozna wyznaczy¢ znajgc

dwa punkty przez ktoéry przechodzi tor ruchu ciata




Zaktadajgc iz wyrzut ciata nastgpit w punkcie P,=(x,=0,y,=0,z,=0)

musi by¢ spetniona zaleznosc¢ z(x=0)=0=¢=0 z(x)=ax’ +bx+c
2 2 1+b°
E:_mg(1+b )ja:_mg(1+b ) E:mg{c_(4—a)
4a 4E
Statg b mozna wyznaczy¢ z warunku

B mg(l+b2)

Z(x=x) =2z, = x; +bx, =z,= —mg(l +b° )xlz +4Ebx, —4Ez, =

—mgx!b” +4Ex,b—4Ez,—mgx =0

b= —4Ex, 1L\/16E2)c12 ~16Emgx’z, —m’g’x; B 4E$\/16E2 ~16Emgz, —4m’g’x/

—2mgx;] 2mgx,

2
,_ 2E i\/( 2Ej _AEz
mgx, mgx, mgx;

[stnieje parabola faczaca punkty P, 1 P, tylko wtedy gdy

2
AE E
(2EJ S 1200 < — -8
mgx,

|



E m
Gdy z, = m—g —ﬁx T to przez punkty P, 1P, przechodzi jedna parabola
E  mg ,

Warunek ten jest spelniony gdy punkt P, lezy na paraboli # (x) = mg A4E

m
Gdy z, < m—g - ﬁx T to przez rozwazane punkty przechodzg dwie parabole.
: : : L : E  mg ,
Warunek ten jest spetniony gdy punkt P, lezy ponizej paraboli z(x) = —— Ex
mg

Gdy z>—- ns x*  to przez rozwazane punkty nie przechodzi zadna parabola.

Warunek ten jest spetniony gdy punkt P, lezy powyzej paraboli z(x) = £ %xz
mg



