Moment pedu punktu materialnego, moment
sity. Zasada zachowania momentu pedu
Ruch pod wpltywem grawitacyjne; sity

centralnej na przyktadzie ruchu planet wokot

Stonca 1 satelitow wokot Ziemi




Moment sil

T = ‘ﬂ = rFsin(a)=r F =rF,

T =rxF

Okreslamy go wzgledem
ustalonego punktu O (np.
poczatku uktadu
wspolrzednych)

- sita przytozona

-wektor okreslajacy
miejsce przylozenia sity

Wzldem unktu O
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T Jest wektorem prostopadtym do ptaszczyzny w ktorej lezg
wektory 7 1 F ,ajego zwrot okresla reguta prawej dtoni lub

sSruby prawoskretne;




ZWROT MOMENTU SItY

ALY

Reguta prawej dtoni: pofgczyc poczqtki
wymnazanych wektorow. Prawq dfoniq
otoczyc znaleziony kierunek wektora (tu:
-kierunek pionowy), tak aby cztery palce
ustawic¢ wzdfuz tuku kgta alfa od
pierwszego z wymnazanych wektorow do
drugiego (tu: od r do F). Wtedy odgiety
kciuk wskaze zwrot wektora . T




Kiedy moment sity jest rowny zero?

— ?Xﬁ T = rFsin(a)

T1=0, gdy:

1) r=0 (sita jest przytozona do punktu wzgledem ktorego liczymy moment sity)
2) F=0 (brak sity)

3) Wektor 7 jest rownolegly lub antyrownolegty do wektora F




Okreslamy go wzgledem ustalonego
punktu O (np. poczatku uktadu
wspolrzednych)

Moment pedu
punktu materialnego

—

L=rxp=rxmV
p@d punktu materialnego

-Wektor okreslajacy jego
potozenie wzgledem punktu O
Dhugos¢ wektora momentu pedu

. " FH[?—)LzO‘FJ.ﬁ—)‘Z‘zrp
L Jest wekiorem prostopadtym do ptaszczyzny w ktorej lezg
wektory 7 i P,a jego zwrot okresla regufa np. prawej dtoni




Pyt. Cialo bgdace punktem materialnym w pewnej chwili czasu znalazlo si¢ w punkcie,
ktorego potozenie wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych okresla wektor wodzacy

—

r . Cialo to porusza si¢ z predkoscig V. Ktore z ponizszych stwierdzen opisujacych
wlasnosci momentu pedu tego ciata okreslonego wzgledem poczatku uktadu
wspolrzednych sa prawdziwe? Moment ten okresla wzor L=7x p gdzie p to ped
ciala
a) Moment pedu jest zawsze rowny zeru L =0 gdy ciato znajduje si¢ w poczatkul
uktadu wspotrzednych » =0.

b) Moment pedu jest zawsze rowny zeru L =0 gdy wektor predkosci ma ten
kierunek 1 zwrot co wektor wodzacy.

¢) Moment pedu jest zawsze rowny zeru L =0 gdy wektor predkosci ma przeciwny
kierunek (zwrot) niz wektor wodzacy.

d) Moment pedu jest zawsze rowny zeru L=0 gdy wektor predkosci jest
prostopadty do wektora wodzacego.

¢) Moment pedu jest prostopadly do ptaszczyzny w ktorej leza wektory wodzacy i
predkosci.

f) Przy pewnym ustawieniu wektorow wodzacego 1 predkosci dtugos¢ wektora
momentu pedu moze by¢ wigksza od iloczynu dlugosci wektorow wodzacego 1

pedu \Z\ >[7|7l.




Jezeli ped czastki jest rownolegty lub antyrownoleglty do wektora
okreslajacego polozenie czastki wzgledem punktu wzgledem ktorego
liczymy moment pedu (punkt O) to moment ten jest rowny 0
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/Zwiazek momentu sity z momentem pedu

Szybkos¢ zmiany w czasie momentu pedu punktu
materialnego (okreslona przez jego pochodng po czasie)

jest rowna wypadkowemu momentowi sily dzialajacemu
na ten punkt rownemu momentowi sily wypadkowej .

Momenty pedu 1 moment sity wypadkowej sg okreslone wzgledem tego samego punktu
nieruchomego w uktadzie inercjalnym (np. poczatku uktadu).

Dowod

Moment sity wypadkowe] mozna tez okresli¢ jako sume wektorow momentow
wszystkich sit dziatajacych na ciato, ale momenty te musza by¢ okreslone wzgledem
tego samego punktu wzgledem ktorego liczymy wypadkowy moment sity



Zasada zachowania momentu pedu

Jezeli wypadkowy moment sity jest rowny zeru to moment pedu
jest zachowany. Nie ulega zmianie jego kierunek, zwrot 1
wartosc

dL

7 =0=>—=0= L = const
dt




Zasada zachowania momentu pedu w ruchu punktu materialnego o masie
m pod wplywem sily centralnej na przyktadzie sity grawitacyjne;j

Sila centralna —skierowana w kierunku stalego punktu w przestrzeni-
centrum sity (w przyktadzie miejsca potozenia ciala o masie M)
Sila centralna grawitacyjna

Moment sity grawitacyjnej—m——,
okreslony wzgledem

nieruchomego potozenia ciata
L] L] M 1 1 Q
asie M>>m (cent <7 oment pedu ciata 0 masie m f)kr.esl(.)ny |
wzgledem centrum sity nie zmienia si¢ trakcie

Z_: — O N Z — const ruchu. Ruch ciata o masie m odbywa si¢ w
statej ptaszczyznie prostopadlej do Wektora




Pyt. Ruch ciata odbywa si¢ pod wplywem sity centralnej skierowanej w
kierunku poczatku uktadu wspotrzednych. Co mozna powiedzie¢ o ruchu
tego ciata, o momencie pedu tego ciala okreslonego wzgledem poczatku
uktadu wspotrzednych oraz momencie sity centralnej okreslone;
wzgledem tego samego punktu?
a) Dhlugos¢ wektora momentu pedu tego ciata nie ulega zmianie w
trakcie ruchu, natomiast jego kierunek jest zawsze skierowany w
kierunku poczatku uktadu wspotrzednych.
b) Momentu pedu ciata ma taki sam kierunek 1 zwrot co wektor wodzacy
ciala
c) Moment pedu ciala ma taki sam kierunek i1 zwrot co wektor pedu ciata
d) Moment pedu ciata lezy w plaszczyznie w ktorej lezg wektory
wodzacy oraz pedu .
¢) Moment pedu ciala jest prostopadty do ptaszczyzny w ktore;j
lezg wektory wodzacy oraz pedu .
f) Moment pedu tego ciata nie ulega zmianie w trakcie ruchu.
g) Ruch ciata jest ptaski 1 zachodzi w statej ptaszczyznie.
h) Moment sity centralnej jest rowny 0.
1) Moment sity centralnej ma taki sam kierunek i1 zwrot co sita centralna.

Zaznaczy¢ wszystkie prawdziwe stwierdzenia sposrod podanych powyze;.




Mozliwe tory ruchu ciala o masie m na ktore dziata tylko
sita grawitacyjna ze strony nieruchomego ciata o masie M

W ogolnym przypadku ruch ciata o masie m odbywa si¢ po prostej
przechodzgcej przez miejsce potozenia ciala o masie M lub po krzywej
stozkowej o ognisku potozonym w miejscu polozenia tego ciala o postaci

zaleznej od catkowitej energii £ uktadu ciat. Oprocz momentu pedu rowniez
energia uktadu m jest zachowana (gdy » maleje to V rosnie)

Krzywe stozkowe:
(rodzaj krzywej zalezy od
energii mechanicznej uktadu)

Elipsa lub okrag E<O
Parabola E=0

: \/ *Hiperbola E>0
elipsa

hiperbola




Elipsa — krzywa zamknieta, taka ze suma odlegtosci dowolnego jej punktu od dwdch
ustalonych punktéw F, i F,, nazywanych ogniskami, jest stafa: r +r,=2a.

a — wielka pofos elipsy

2a — os wielka elips
¥ ¢ — odlegtosc ogniska od srodka elipsy

2b - os mata elipsy

Ksztatt elipsy opisuje mimosrdd: e=c/a; w elipsie e<1; (e=0 dla okregu)
Dla Ziemi e=0,017 (prawie okrag)

Dla Merkurego e=0,21

Dla Wenus e=0,0068

Elipsa 1 okrag sg jedynymi krzywymi stozkowymi ograniczonymi w przestrzeni.
Po elipsie porusza si¢ planeta o masie m okrgzajgca Stonce o masie M , ktore w
przyblizeniu gdy m<<M pozostaje w spoczynku w ognisku elipsy (I Prawo
Keplera)

(scisle gdy uwzgledniamy tylko sity dziatajgce miedzy planeta 1 Stoncem oba ciata
poruszajg si¢ po elipsach w ognisku ktorych znajduje sie srodek masy uktadu,
przy czym stosunek osi wielkiej elipsy po ktorej porusza si¢ Stonce do osi
wielkiej elipsy po ktorej porusza si¢ planeta jest rowny m/M<<1 )




Whniosek z zasady zachowania momentu pedu w ruchu planety o
masie m wokot nieruchomej gwiazdy (Stonca) o masie M po elipsie
/ Moment pedu

L=rxmV

aphelium

W peryhelium 1
aphelium

—

Lperyhelium = |rP|m VP aphelium — |rA|m‘VA ‘: rAmVA

—

Z zasady _ S _
zachowana peryvhelium — aphelium m VPr p—m VA ¥y

moment d
PR Szybkosé w peryhelium

jest wigksza niz w
aphelium




Okreslenie energii w ruchu planety o masie m wokot nieruchome;
owiazdy (Stonca) o masie M po elipsie o wielkiej potosi rownej a.

4 Energia
mV? GmM
E = —~
2 r

aphelium

Z. zasady zachowana energii wynika iz energia w peryhelium jest rOwna energii w
aphelium mVg GmM mVi GmM m(VZ —V2) GmM GmM
= A zatem = —
2 Tp 2 TA == 2 P TA

« 2GM
A= (1) G (L 1) 5 V- L
Vp 14 2 rZ e Ta p(14 + 7p)
Liczac energie w peryhelium wyznaczamy stalg wartos¢ energii uktadu
F = mVﬁ _GmM _ mGMrp, GmM _  GmM _  GmM Wldaé 17 E<O 1 ZaleZy
tylkood M, m1 a

2 rp rp(ra+rp) Tp Tp+7a 2a




Prawa Keplera

Ruch planet wokot Stonca jeszcze przed odkryciem prawa powszechnej grawitacyi
przez Isaaca Newtona (1547-1643) ( do ktorego przyczynily si¢ badania nad
ruchem planet) byt analizowany m.in. przez Mikotaja Kopernika (1473-1543) 1
Johannesa Keplera (1571-1630), co doprowadzito do powstania 3 praw Keplera,
sformutowanych tu przy zalozeniu 1z masa planet jest znacznie mniejsza od mas
Stonca
1) Planety poruszaja si¢ wokot Stonca po
orbitach eliptycznych ( lub kotowych)

2) Promien wodzacy planety w uktadzie o poczatku w miejscu potozenia Stonca
zakresla w rownych przedziatach czasu rowne pola

Planeta porusza si¢ szybciej gdy znajduje si¢ blizej Stonca niz dalej. Jest to zgodne z
wynikiem przyktadu wedlug ktorego predkos¢ w peryhelium (w ktorym jej odlegtosé
od Stonca jest minimalna) jest wigksza niz w aphelium (w ktoérym odlegltosc ta jest
maksymalna) 1 wynika bezposrednio z zasady zachowania momentu pedu

c) Kwadrat czasu obiegu planety wokot Stonca T jest wprost proporcjonalny do

szescianu dtugosci duzej potosi elipsy a ( rownej potowie odlegtosci peryhelium

od aphelium ) czyli T%*~a?
Catkowita energia mechaniczna planet jest uyjemna, przy czym najmniejsza energia przy ktorej
moze odbywac si¢ ruch w ktorym planeta zbliza si¢ na okreslong minimalng odlegtos¢ od Stonca

odpowiada ruchowi po okrggu. Podobnie jak ruch planet wokot Stonca mozna opisywac ruch
satelitow Ziemi wokot Ziemi.



Pyt. Jakie wielko$ci sg zachowane w ruchu ciata o masie m (np. Ziemi)
okrgzajacej ciato o masie M>>m (np. Stonce) po orbicie eliptycznej?

a) szybkos¢ z jaka porusza si¢ cialo o masie m

b) ped ciata o masie m

c¢) energia kinetyczna ciata o masie m

d) calkowita energia mechaniczna uktadu ztozonego z obu ciat bedaca
sumg energii kinetycznej 1 potencjalnej tego uktadu

¢) moment pedu ciata o masie m okreslony wzgledem punktu w ktorym
spoczywa ciato o masie M

f) warto$¢ wypadkowej sity dziatajgcej miedzy obydwoma ciatami

g) predkos¢ polowa w ruchu ciata o masie m (predkosc¢ z jaka wektor
wodzacy ciata o masie m okreslony w uktadzie odniesienia o poczatku
umieszczonym w miejscu spoczynku ciata o masie M zakresla pole w
trakcie ruchu ciala o masie m)
Zaznaczy¢ wszystkie takie wielkosci fizyczne sposrod podanych
powyzej.
Zakladamy iz z uwagi na to iz M>>m mozna przyjac iz cialo o masie M

pozostaje w spoczynku.




Ruch satelitdw Ziemi. Predkosci kosmiczne

[ Predkosc kosmiczna

Predkos¢ I kosmiczna jest rowna szybkosci czyli wartosci
predkosci jaka nalezy nadac¢ ciatu na powierzchni Ziemi w
kierunku poziomym (czyli rownolegtym do powierzchni
ziemi ) aby poruszato si¢ ono po orbicie kotowej o
najmniejszym mozliwym promieniu rtOwnym promieniowi
Ziemi R

Poruszajac si¢ po orbicie musi dziata¢ na ciato o masie m sita dosrodkowa o wartosci

mv?  mv? ., . .. : : . :

F; = = —L ktorej role pelni sita grawitacyjna ze strony ziemi o masie M, o
d r RZ z
GmM, GmM,

2
r RZ

2
Wynik stad relacja m;’ = 67224 AN GMZ—gR A zatem

VA VA

Mz

. Przy tym g = =y

wartosci F;=

GMZ

wartos¢ pierwszej predkos¢ kosmiczney V; = =,/gR, = 7,9 * 103 m—7 ,9km/s

Nie zalezy ona od masy ciata. Jest to najmniejsza szybkosc jaka nalezy nadac ciatu na
Ziemi aby nie spadio ono na Ziemie.

W rzeczywistosci satelita musi lata¢ na wysokosci rownej co naymniej 160 km nad
Ziemig by nie ulec hamowaniu w atmosferze.



Ruch satelitow Ziemi

Jak bedzie poruszac si¢ ciato , ktoremu nada si¢ na Ziemi predkosc
skierowang w kierunku poziomym (rOwnoleglym do powierzchni
Z1iemi) o wartosci wigkszej od I predkosci kosmicznej?

Jezeli bedzie ona mniejsza niz tzw. 11 predkos¢ kosmiczna , to ciato
bedzie poruszac si¢ po elipsie , tym bardziej wydtuzonej, 1m wieksza od
V, jest nadana mu predkosc.

W pkt B podczas oddalania si¢
satelity od Ziemi , sila grawitacji
tworzy kat rozwarty z wektorem
predkosci czyli sktadowa styczna
sity do toru ma zwrot przeciwny niz
predkosc¢. Na tej czesci toru satelita
jest hamowany a jego szybkos¢
maleje . Na drugiej polowie elipsy
sktadowa sity styczna do toru ma
taki sam zwrot jak predkos¢ —satelita
jest przyspieszany




Satelita na orbicie kolowe;

Rozwazmy jeszcze raz satelite o masie m na orbicie kolowej wokol masywnego
ciala o masie M np. Ziemi. Predkosc satelity jest zdeterminowana promieniem

orbity r
mvZ  GMm / GM
Fd = FG s — > ﬁVZ —_—
T T T

Energia kinetyczna satelity wynosi
g y y Wy @

GMm 1
E

SkOI’O EpOt: - T to Ekln: -5 Mpot

Energia mechaniczna satelity wynosi Satelita poruszajacy sie po
. orbicie kotowe] wykazuje

E =FEy;,, + Epot — E Ep0t<0 sp.ecyﬁcznq. zaleznos¢
miedzy E,,, 1 Ey,




Energia kinetyczna, potencjalna 1 catkowita na orbicie kotowe;

" - P\'om\'.u‘« m‘“a

Podczas ruchu satelity po ustalone;

orbicie jego energia si¢ nie zmienia
si¢. Zwigkszenie promienia orbity
0znacza wzrost energil
mechanicznej, cho¢ energia
kinetyczna satelity na wyzszej
orbicie jest mniejsza niz na nizszej
(satelita porusza si¢ wolniej na
orbicie o wiekszym promieniu).
Przeniesienie satelity 2z  orbity
nizsz€] ha  wyzszg wymaga
dostarczenia energii, co wymaga
uruchomienia silnikéw . Pojawia si¢
sita, ktora wykonuje dodatnig prace
nad satelitg.




Zmiana orbity satelity na orbit¢ o wigkszym promieniu

W punkcie (1) uruchamiane sg na krotko silniki
wytwarzajace site ciggu. W efekcie rosnie energia
kinetyczna satelity, ale energia potencjalna nie
zmienia si¢ , bo odlegtos¢ od Ziemi si¢ nie zmienia
w tym czasie. Zatem warunek dla orbity kolowe]
Ey,= - E,,/2 przestaje by¢ spetniony. Orbita staje
si¢ eliptyczna o ile oczywiscie energia satelity
pozostaje ujemna.

W punkcie (2) satelita ma wlasciwg wartos¢ energii
potencjalnej £, , ale ma za matg energi¢ kinetyczng
Ey, do  spelienia  warunku = E,, =-F /2
(wymaganego dla orbity kotowej) Ponownie
uruchamiany jest silnik 1 wzrasta £,,, bez zmiany
E,, az do osiggnigcia wartosci wymaganej. Satelita
wchodzi na docelowg orbite kotowg.




II predkos¢ kosmiczna

Energia ciala wystrzelonego z Ziemi z predkoscig mniejsza od
pierwsze] predkosct kosmicznej V, posiada catkowitg energie
mechaniczng ujemna.

Mozna pokazac 1z wowczas gdy ciatu nadamy na Ziemi predkosc
co do wartosci rowng doktadnie drugiej predkoscit kosmicznej V,
V,=11,2km/s to energia ciala staje si¢ rowna 0 1 ciato opusci obszar
ziemskiego pola grawitacyjnego.

Jesh predkosc ta jest wieksza od II predkosci kosmicznej to energia
staje si¢ dodatnia 1 ciato takze opusci obszar ziemskiego pola
grawitacyjnego.

A zatem II predkos¢ kosmiczna okresla
minimalng szybkos¢ jaka nalezy nadac
ciatu na Ziemi aby opuscito ono obszar
ziemskiego pola grawitacyjnego.




Wykorzystanie zasady zachowania energii do wyznaczenia

szybkosci ucieczki (II predkosci kosmiczney)
Cialu 0 masie m znajdujacemu si¢ na Ziemi nadajemy predkos¢ o wartosci V.
Catkowita energia ciala znajdujgcego si¢ tuz nad Ziemig jest rowna.

E=1mV’-G="

RZ

~

W trakcie wznoszenia si¢ ciata wartos¢ jego predkosci
(szybkosc€) 1 energia kinetyczna maleje, natomiast rosnie energia
potencjalna. Na maksymalnej wysokosci 4 na jaka cialo wzniesie
si¢ nad Ziemi¢ predkosc ciata maleje do zera, a ciato posiada
tylko energi¢ potencjalng E=_G M_m

(R.+h)

max

~

Catkowita energia ciala nie ulega zmianie

A zatem szybkos¢ z jaka nalezy wyrzucic ciato z Ziemi,

aby osiagneto wysokosce 7 V= [ 'GM ( | |
- 7 E - Rz+h)

Uwaga: Ze wzgledu na zmiany g z wysokoscig nad Ziemig nie mozna
do wyznaczenia energii potencjalnej stosowa¢ wzoru E=mgh




II predkos¢ kosmiczna odpowiada sytuacji, gdy wysokos¢ na jaka
wzniesie si¢ cialo stanie si¢ nieskonczona czyli cialo moze

opusci¢ obszar ziemskiego pola grawitacyjnego
IRE/M - przyspieszenie
&= 5l na powierzchni

V 2GM(RZ Rz+h) _ zZ _ — Ziemi

Table 13.3

Escape Speeds from the
Surfaces of the Planets,
Moon, and Sun

Catkowita energia mechaniczna ciata wyrzuconego z
Ziemi z drugg predkoscig kosmiczng

Planet Vese (km/S)
Mercury 4.3
Venus 10.3
Pojecie II predkosci kosmicznej (szybkosci ucieczki) Earth 11.2

. (4 4 o . o * /4 M dars l_
mozna wprowadzi¢ rowniez dla innych obiektow ars >0
kosmicznych (planet, gwiazd) obdarzonych masg. Jest . 26
ona proporcjonalna do masy obiektu M 1 odwrotnie Uranus 22

proporcjonalna do jego promienia R Neptune 24
Pluto 1.

Moon 93

Sun

Jupiter 60

2GM

V=
R
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