Wybrane zagadnienia formalizmu matematycznego
mechaniki kwantowe;

1) Operatory.

2) Rownanie wlasne dla operatorow, zwigzek wartosci wiasnych z
wynikami pomiarow 1 funkcji wlasnych z opisem stanu uktadu po
pomiarze.

3) Wartos¢ oczekiwana operatora, nieoznaczonos¢ pomiaru
wielkosci fizycznej, redukcja funkcji falowej w trakcie pomiaru

4) Mozliwos¢ jednoczesnego wyznaczenia roéznych wielkosci
fizycznych, komutator operatorow



Funkcja stanu (funkcja falowa)

Stan ukladu kwantowego okresla funkcja stanu (funkcja falowa), ktore;
argumentami moga by¢ wspotrzedne przestrzenne 7, (okreslajace potozenie) i
spinowe §;  (okreslajace rzut spinu na wyrdzniony kierunek) czgstek
wchodzacych w sktad badanego uktadu.

Przy pominigciu zmiennych spinowych funkcje ta w przypadku uktadu ztozonego z
pojedynczej czastki mozna zapisa¢ w postaci\P(F ,t) :

Funkcja ta musi by¢ ciggta (wraz z pierwsza pochodng po zmiennych przestrzennych
gdy potencjal nie doznaje nieskonczonego skoku), jednoznaczna oraz skonczona.

Funkcje ta normujemy z doktadnoscig do statej o module 1 tak by

(6.

Ewolucje w czasie funkcji \P(F ,t) opisuje rownanie Schrodingera zalezne od czasu

‘=1

2
Ly V(F,e)¥
ot 2m
. o> o0° 0 : : :
gdzie A= e V(7,t) -potencjal (energia potencjalna)

W czasie pomiaru wielkosci fizycznych opisujacych stan ukladu kwantowego
(oddziatywania uktadu kwantowego z uktadem klasycznym) zwykle nastepuje
nieciggta zmiana funkcji stanu uktadu zalezna od uzyskanego wyniku pomiaru.



Operator

Kazdej wielkosci fizycznej 4, ktora mozna mierzy¢ (obserwabli)
przyporzadkowujemy liniowy operator hermitowski 4 , stanowigcy odwzorowanie
okreslajgce sposob przeksztatcania funkcji nalezagcych do przestrzeni w ktore;
okreslamy funkcje stanow uktadu kwantowego.

Operator 4 jest liniowy jezeli jego dziatanie na dowolna kombinacje funkcji ¥1>¥%>

z rozpatrywanej przestrzeni dana wzorem ¥ = AW, + L,i/, (4,4, -stale dowolne)

mozna wyrazi¢ wzorem Ay = A Ay, + A, Ay,

Operator jest hermitowski jezeli dla dowolnych funkcjt ¥,¥,
zaleznych od wspotrzednych przestrzennych nalezacych do rozpatrywane;

*

rzestrzeni spelnia on roOwnosc: . . A
P P szAW1d3r:£jW1AW2d3rj
R’ R3

Operator dziata zawsze na funkcje stojacg na prawo od operatora. Gdy brak jest
nawiasOw zmieniajacych kolejnos¢ dziatan to najpierw wykonujemy dziatania
stojace bardziej na prawo.

W ogdlnym przypadku mnozenie operatorow nie jest przemienne czyli AB = BA



Operator polozenia

Operator potozenia ma posta¢ ¥ =Xi +Vj +zk =r =xi + )j +zk
Dziatanie jego sktadowych w uktadzie kartezjanskim na dowolng
funkcje zalezng od wspotrzednych przestrzennych sprowadza si¢ do
wykonania mnozenia

R (F) = xyp(F) yy(r)=yy(r) zy(r)y=zy(r)

W przestrzeni jednowymiarowej operator ten ma tylko jedng sktadowa

N

Fr=X=Xx Xy (x)=xy(x)

Operator ten jest operatorem hermitowskim



Operator pedu
Operator pedu ma postac

N —

_.A.A—:A".a-:.a—:.a"
p=pi+p,j+pk=—ih—i—-ih—j—ih—k

Ox oy Oz
Dziatanie jego sktadowych w ukladzie kartezjanskim na dowolng
funkcje zalezng od wspotrzednych przestrzennych mozna opisac
wzorem

r A (= L oplr PR
pw(F)=—in ) py(F)=-in ‘g(”) py(F)=—ih=—
Ox Y
W przestrzeni jednowymiarowej operator ten ma tylko jedng sktadowa
A on G, 3
=Py == ~ L Oylx
p=p,=-ih o PXW(X): _ih a}E )

Operator ten jest zawsze hermitowski w dziataniu na funkcje

spetniajace relacje limv (. ».2)=limv (. ».2)=limv(x.y,z)=0

X—>*o0 y—>t00 z—>t00



Operator Hamiltona ( hamiltonian) dla pojedynczej czastki

A ﬁz N hz
H = , | V(V ) = 5 A+ V(I” ) Energia potencjalna
m m czastki o masie m
m-masa czastki laplasjan A= A

_|_
ox> oy’ oz’
W reprezentac)i potozeniowe) we wspotrzednych kartezjanskich

oY oY oY * oF &
pl=pl4+pr+pl=|—ih—| +| —ih— | +| —ih— | =-h’ +—+ =—h°A
P =Pt PP (Zﬁxj (Zﬁyj (Zﬁzj [6}62 o Gzzj
A h? O*
W przestrzeni jednowymiarowe;j H = 5 Vi(x)
2m Ox

Jest to operator zwigzany z caIkOW|ta energig czastki
Wielkosc okreslona wzorem - 2_+V(,,) w mechanice

klasycznej nosi nazwe funkcji Hamiltona i jest rowna
energii mechanicznej czastki (p-klasyczny ped czgstki)



Operatory wielkosci fizycznych majacych odpowiedniki
w mechanice klasycznej

Operatory wielkosci fizycznych majacych swoje klasyczne
odpowiedniki wyrazajace si¢ przez funkcje zalezne od polozenia i
pedu czastki tworzymy przez zastgpienie sktadowych wektorow
wodzacego 1 pedu przez operatory tych wielkosci, przy czym
powstate operatory muszg by¢ operatorami hermitowskimi.



Rownanie wlasne dla operatorow

wartos¢ wlasna a,
A /
A Wi = a,¥,

Funkcja

asna odpowiadajaca (nalezaca do) wartosci wlasnej a,,

W wyniku dzialania operatora na funkcje wlasng otrzymujemy tg samg funkcje
wlasng mnozong przez stalg bedaca wartoscig wiasna.

Uktad kwantowy opisany przez funkcje wlasng operatora znajduje si¢ w stanie
wlasnym tego operatora.

Funkcje wlasne operatora muszg spelnia¢ odpowiednie warunki nakladane na
funkcje falowe (muszg by¢ skonczone, jednoznaczne 1 ciggte zwykle wraz z
pierwszag pochodng po zmiennych przestrzennych), co moze skutkowac
nalozeniem warunku na dozwolone wartosci wlasne. Zbior wartosct wiasnych
operatora (widmo wartosci wilasnych) moze by¢ zbiorem dyskretnym jak 1
cigglym.

Wartosci wilasne operatora hermitowskiego sg zawsze rzeczywiste (informacje
dodatkowe o funkcjach wlasnych operatora hermitowskiego w dodatku 1)



Rownanie wlasne dla operatorow, degeneracja

12 Wni — an‘”ni

Do indeksowania funkcj1 wiasnych y,; nalezacych do tej samej wartosci wiasnej a,
uzylismy indeksu i zmieniajacego si¢ w zakresie i=1,........ J

- krotnos¢ degeneracji= liczba liniowo niezaleznych funkcji wlasnych
odpowiadajacych tej samej wartosci wiasne;.

Funkcje ¥/ oraz 7 powiazane relacja 1/7 = C W  (C-stala)

sg od siebie lintowo zalezne. Opisujg one uktad znajdujacy si¢ w tym samym stanie
kwantowym . Moga by¢ one wyznaczone z doktadnoscig do statej o module 1 po
nalozeniu na funkcje warunku unormowania.

Funkcje sg liniowo niezalezne, jezeli znikanie sumy & =7

pocigga za sobg to 1z wszystkie wspotczynniki ¢, ; sg rowne zeru.



Rozwazmy funkcje w = Asin(kx)

1) Czy jest ona funkcja wlasng operatora pedu p = —ihdi
X
W celu sprawdzenia dzialamy na nig operatorem pedu
. ., dAsm(kx .
p.w =—ih S;n( ) = —ihkA cos(kx) # const -y
X
Nie jest to funkcja wlasna operatora pedu
: : A ntod’
2) Czy jest ona funkcjg wlasng operatora H, = Ry ?
m ax

W celu sprawdzenia dzialamy na tg funkcje tym operatorem

2 2 . 2712 2712
H()W:_h d A81r21(kx):hk Asin(kx):hk
2m dx 2m 2m

Jest ona funkcjg wlasng operatora g - " ¢

4

2712
odpowiadajacg wartosci wiasne;j k

2m



Mozliwe wyniku pomiaru w mechanice kwantowej

W wyniku pomiaru wielkosci fizycznej reprezentowane) przez
operator  mozemy otrzymac¢ tylko wartosci wilasne tego
operatora, przy czym uklad po pomiarze znajduje si¢ w stanie
opisanym przez funkcje wilasng (kombinacje liniowg funkcii
wilasnych) odpowiadajgcg (odpowiadajacych) wartosci wiasne;
otrzymanej w wyniku pomiaru.

W szczegbdlnosct jeshi przed pomiarem uktad znajdowat sie w
stanie bedgcym stanem witasnym operatora j odpowiadajgcym
wartosci  wilasnej a,, to w wyniku pomiaru wielkosci
reprezentowane] przez ten operator otrzymamy na pewno wartos¢
a,.

W innym przypadku wynik pomiaru jest nicokreslony 1 mozna
wyznaczy¢ tylko prawdopodobienstwa otrzymania roznych
wartosci wlasnych w pomiarze (dodatek 2), przy czym po
dokonaniu pomiaru uktad znajdzie si¢ w stanie opisanym funkcja
wiasng odpowiadajaca wartosci witasnej otrzymanej; w wyniku
pomiaru.



Operator Hamiltona a rownanie Schrodingera

Widaé iz rownanie wlasne dla operatora Hamiltona to
rownanie Schrodingera niezalezne od czasu

- _
Hy =Fy & —j—A+V(F) v =FEy y =y(7)
m

Rownanie Schrodingera zalezne od czasu mozna zapisa¢é
wykorzystujac operator Hamiltona w postaci

2
iha—\P: —h—A+V(z7) ‘P—)iha—qj:ﬁ‘{’ ¥ =¥(7,¢)
of | 2m | ot
A= o + o + o




Wartosé oczekiwana operatora
Zaktadamy 1z mamy bardzo duzo uktadow znajdujgcych si¢ w
jednakowym stanie opisanym unormowang funkcja falowg
¥ (17 : t) (speiniajaca warunek I ‘tp(r,z)(zd% -1 )
b

Wartos¢ srednia wynikow pomiarow wielkosci fizycznej
reprezentowanej przez operator 4 na tych uktadach jest rowna
warto$ci oczekiwanej operatora A 1 moze by¢ okre$lona ze wzoru

<21> = L ¥ (7, ) AP (7, t)d’r

W przestrzeni jednowymiarowej ., % | A
vty (4)= [ ()0 (.
_H‘P(x,t)( dx =1 J
S OO Dla operatoraoo pedu 5= f?x i § _ E aﬁ
(P) = I‘P*(X,f)ﬁ‘ij(x,t)dx: j ‘P(xt)ﬁ 5T§x,t)dx X I 0x
e ’ PP



W stanie wlasnym operatora 4 odpowiadajacym wartosci wlasnej
a, wartoS¢ oczekiwana tego operatora jest rowna wartosci witasne;
a, , ktorg otrzymuje si¢ w pomiarze z prawdopodobienstwem
rownym1l  P(d=a,)=1

P(d=a,)=0 dla MmM#*n

W innych przypadkach jest ona srednig wazong mozliwych wynikow
pomiarOw z wagami okreslonymi przez prawdopodobienstwa
uzyskania tych wynikéw w pomiarze < 121> -3 P(4=a,)a,



leoznaczonosc pomiaru wielkosci fizycznej reprezentowanej przez operator
bedacy miarg rozrzutu wynikow pomiaru te] wielkosci wokot wartosci

Sredniej w stanie opisanym przez unormowang funkcje falowa

gdzie <,21>: ILP*QI‘Pd%
¢

<212> = [¥' 2¥d’r
3

W stanie opisanym funkcjg wtasng operatora speiniajacy
roOwnanie wiasne | W( 17) — g W( ,—;) mamy A4A=0 gdyz

<1212>: Iw*ﬁzwd3r: Il//*flawd3r:ajl//*21l//d3r=a2Il//*wd3r:a2
R’ R’ R’ R’

<,21> = J‘w*fl wd’r = jw*awd?’r =ajw*wd3r =a
R’ R’ R’

Obliczenia nieoznaczonosci potozenia i pedu dla paczki gausowskiej w dodatku 3




Komutator dwoch operatorow

Liczac komutator staramy si¢ zastgpi¢ go prostszym

X operatorem , ktorego dziatanie na dowolng funkcje ( nalezacg
A, ]A} — AB— BA  do przestrzeni w ktorej on dziata) ma taki sam skutek jak
dziatanie operatora danego wzorem okreslonym jako roznica
1loczynow operatorow 121, Bokreslonych w odwrotne;
kolejnosci. W pewnych przypadkach komutator moze

redukowac si¢ do stalej

Gdy |1 8l=0 tomoéwimy ze operatory 4 p  komutuja ze soba
= A, B

Komutator a jednoczesny pomiar dwoch
wielkosci fizycznych

Mozemy dokona¢ jednoczesnego pomiaru wielkosci tizycznych reprezentowanych
przez operatory A, B gdy operatory te komutujg czyli lfl, Z§J= 0 , gdyzwowczas
operatory te maja wspolny uktad funkcj1 wlasnych ( dla kazdej wartosci wlasne;j
jednego operatora mozna znalez¢ funkcje wlasng bedaca jednoczesnie funkcjg wiasng
drugiego operatora)



Przyktad wyznaczenia komutatora
Z definicji x,p.]=%p. - p.%

Powyzszy komutator mozemy zapisa¢ w postaci

Dzialajac powyzszym operatorem na dowolng funkcj¢ zalezng
od wspotrzednych przestrzennych 1 czasu otrzymujemy

[fc, D, ]\P(x, V.2, t) = xﬁg \P(x, V.2, t)_Zﬁ (x\P(x, V.2, t)) =
I Ox [ Ox

= Z(xg‘f’(x, v,z,t)=P(x, y, Z,t)—xg‘f’(x, ¥, z,t)) =
I\ Ox OX

:—ZT(x’y,Z’t):ih‘{l(x,y,Z,t)
l

Wynika stad 1z [ffaf?x] =ih - = r -
in

>
=
|
\’l\l>
fu )
N
|

Podobnie mozna pokazac 1z Yy




Przyktad wyznaczenia komutatora
Z definicji [fc,ﬁy} =Xp,— DX
Powyzszy komutator mozemy zapisa¢ w postaci
[A . ho ho

X, p,|l=x——-——x
Py i 0y 0y
Dziatajac powyzszym operatorem na dowolng funkcje zalezng od
wspotrzednych przestrzennych 1 czasu otrzymujemy

.5, ol z) = 2 Wl )2 (¥l )<

= E(pg%‘l’(x, ¥, z,t)—x%‘l’(x, ¥V, z,t)j =0

l

Wynika stad 1z {32, D y} =0



Wybrane wazne komutatory

ih d =k o _
%Py |=ih0, = s R e
/ / 0 gdy j#k

<>

J")%k =0 |:ﬁj’ﬁk:|:()

Whniosek z obliczen: Nie jest mozliwy jednoczesny doktadny pomiar tej
same] sktadowej pedu 1 polozenia czastki. Pomiar taki jest mozliwy dla
roznych sktadowych zarowno potozenia jak 1 pedu.

Witasnosci komutatora

A,B+C|=| 4,B |+| 4,C 1 A4lo

B,A|=— A4,B Pé,é}ﬁ{é,é}{ﬁ,é}é




Przyktadowe pytania testowe

, - . A h . .
1) Czy warto$ci wtasne operatora Hamiltona H = —%A +V dla czastki kwantowej sa

a) dozwolonymi wartosciami energii jakie moze posiadac czastka kwantowa
b)dozwolonymi wartosciami pedu jakie moze posiada¢ czgstka kwantowa
c¢) dozwolonymi wartosciami momentu pedu jakie moze posiadac¢ czastka kwantowa
d)mozliwymi wynikami pomiaru potozenia czastki?
Zaznaczy¢ poprawng odpowiedz.
2) Ktore z ponizszych rOwnan jest rownowazne rownaniu Schrodingera niezaleznemu od czasu? Zaznaczy¢
wlasciwe rownanie sposrod podanych ponizej.

a) L'y =Ly

b) H v =0

c) ﬁf?zw =0

d Hy =Ey

gdzie H —operator Hamiltona, p’- operator kwadratu pedu, I’ -operator kwadratu momentu pedu, m-
masa czgstki, E- energia czastki

3) Ktore z ponizszych rownan jest rownowazne réwnaniu Schrodingera zaleznemu od czasu? Zaznaczy¢
wlasciwe rownanie sposrod podanych ponizej.

I
A ., oY
b) HY zzhﬁ
) P'w =ihﬁa—‘f
A 2
d) LY =n’ ‘Zt‘f

gdzie H —operator Hamiltona, p’- operator kwadratu pedu, Z*-operator kwadratu momentu pedu



4) Okresli¢ spetnienie ktorej z ponizszych relacji zapewnia to iz funkcja y,,
jest funkcjg wlasng operatora A

a) Alpm = Am YPm b) A? Vm = Am Ym

C) Alpm = Qm lprzn d) A\lprzn = Ay P

Jakiej wartosci wtasnej odpowiada ta funkcja wtasna?

5) Wiadomo iz zachodzg ponizsze relacje
AYpy = ang Y Any = anz Yy AYnz = anz Yn3
przy czym a,;=a,, #* a,s, a funkcje y,,1, ¥.,», ¥,3 sa liniowo niezalezne

Czy widmo wartosci wlasnych operatora A jest zdegenerowane?



6) Znamy uktad ortonormalnych funkcji wiasnych operatora 4 speiniajagcych rownanie wilasne:
Ay (r)y=a,y () (n=1,2,3,........ )
Co mozna powiedzie¢ o wartosci oczekiwanej operatora 4 w przypadku gdy uktad znajduje

si¢ w stanie wlasnym operatora 4 odpowiadajgcym wartosci wiasnej a;?
a) Warto$¢ oczekiwana (4) nie jest rowna zadnej z warto$ci wlasnych tego operatora.

b) Wartos¢ oczekiwana jest rowna wartosci wlasnej a; czyli</]> =a,

c) Wartos¢ oczekiwana jest rowna kwadratow1 wartosci wtasnej a; czyli <121> =a

d) Wartos¢ oczekiwana <21> jest rowna Sredniej arytmetycznej wszystkich wartosci
wtasnych tego operatora.

e) Warto§¢ oczekiwang mozna wyznaczy¢ ze wzoru (4)= [y, ['@r.

R

ZaznaczyC poprawng odpowiedz.

7) Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia sposrod podanych ponizej.

a) Mozliwymi wynikami pomiaréw wielkosci fizycznych sg tylko wartosci wlasne
operatorOw zwigzanych z tymi wielkosciami fizycznymi.

b) Wartos¢ oczekiwana dowolnego operatora jest zawsze roéwna jednej z wartosci
wtasnych tego operatora.

c) Uktad po pomiarze wielkosci fizycznej, ktore; odpowiada dany operator, znajduje
si¢ zawsze stanie wlasnym tego operatora odpowiadajagcym zmierzonej wartosci
wlasne;.

d) Stan w jakim znajduje si¢ uktad kwantowy nigdy nie ulega zmianie w trakcie
pomiaru



8) Znamy uktad ortonormalnych funkcji witasnych operatora 4 spetniajagcych réwnanie
wiasne:

Ay (F)=a,y, (F) (n=1,2,3,........ )
Wiemy, 1z widmo wartosci wlasnych tego operatora jest dyskretne 1 nie jest
zdegenerowane. Zaktadamy, 1z czgstka kwantowa znajduje si¢ w stanie opisanym funkcjg

falowa ¥(7.7), przy czym funkcja ta jest unormowana tzn. [¥"¥d’r =1 Ktére z ponizszych

wzorOw mozna wykorzysta¢ do okreslenia wartosci oczekiwanej operatora 4 dla czastki
znajdujacej sie w stanie opisanym funkcja falowa ¥(7,t)?

2) <21> = [w avd’r

b) <21> = [ Ay wd*r

c) <,21> =2 Pld=a,h,

gdzie P(:ZI =a,)-prawdopodobienstwo otrzymania wartosci a, w pomiarze
) (4)=2Pl4=a,);

gdzie P(4=a,)-prawdopodobienstwo otrzymania wartosci a, w pomiarze

e) <121> = %Z a, gdzie N — liczba roznych wartosci wlasnych tego operatora.

Sumowanie w powyzszych wzorach obejmuje wszystkie mozliwe wartosci wlasne
operatora 4
Zaznaczy¢ wszystkie poprawne odpowiedzi.



9) Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia sposrod podanych ponizej.

a) Istnieje mozliwos¢ jednoczesnego doktadnego wyznaczenia wartosci wielkosci
fizycznych, ktorym odpowiadajg operatory 4 1 3 , gdy komutator tych
operatorow jest rozny od zera.

b) Istnieje mozliwos¢ jednoczesnego doktadnego wyznaczenia wartosci wielkosci
fizycznych, ktorym odpowiadajg operatory 4 1 8 , gdy operatory te maja
wspolny uktad funkcji wlasnych.

c) Operatory 4 1 8 maja wspolny uktad funkcji wlasnych gdy komutator tych
operatorow jest rowny zeru.

d) Istnieje mozliwos¢ doktadnego jednoczesnego okreslenia pedu 1 potozenia
czastki kwantowe;.

10) Podac ktore z ponizszych komutatorow sg rOwne zeru

a) [%, Pl b) B By ]

o) [%#)] Q) [&3]



Dodatki dla zainteresowanych



Dodatek 1 Wartosci wlasne i funkcje wlasne operatora
hermitowskiego

1) Wartosci wilasne operatora hermitowskiego sg rzeczywiste .
2) Funkcje wlasne operatora hermitowskiego nalezace do
roznych wartosci wlasnych sg ortogonalne tzn. gdy

‘aWn(F):aan(F) ‘/an(?):ame(?) Clm ian

to zachodzi relacja J' W (;7’ )‘//n (;7’ )d3 =0
R3



3) Funkcje ortogonalne unormowane tak 1z I l//* 7 —1
spetniajg warunek ortonormalnosci
1 d n=m
_[Wm d3,, =35 = g4y §m,n -delta
0 gdy n#m Kroneckera

4) Funkcje wilasne nalezagce do tej samej wartosci wiasne; w ogolnosci nie
muszg by¢ ortogonalne. Gdy jednak wystepuje f~-krotna degeneracja czyli
istnieje f niezaleznych liniowo funkcji wilasnych odpowiadajacych tej same;
wartoscl wlasnej to zawsze mozna utworzy¢ z nich f lintowo niezaleznych
funkcji wilasnych nalezacych do tej wartosci wlasnej wzajemnie do siebie
ortogonalnych. Wynika z tego 1z dla kazdego operatora hermitowskiego mozna
znalez¢ zbior funkcji wilasnych spelniajgcych warunek ortogonalnosci (lub
ortonormalnosci po ich unormowaniu)



Dodatek 2. Prawdopodobienstwo uzyskania roznych wartosct w
pomiarze wielkosci fizyczne

Jezell uktad znajduje sie w stanie opisanym unormowang funkcja
falowy Y(F,1) dir=1)

to prawdopodobienstwo uzyskania wartosci a, w pomiarze
wielkosci reprezentowane) przez operator /4

Cn,i(t) = Ily:l.(?)‘{"(?,t)d37‘

/
jestrowne P(d=a,)=>c,, (t)(2 gdzie J
= A l// ni = da n l// ni

¥ . -zbior funkcji wtasnych tworzacych uktad funkcji ortonormalnych (dodatek 1)
Wiadomo tez iz \{J r t) ZC )y (*) (suma po wszystkich funkcjach wtasnych)

Mozna pokaza¢ iz ZP(A a)=1 gdy H‘Prt J'air=1

Gdy widmo wartosci Wlasnych operatora 4 nie jest zdegenerowane

to
e, (f 0= [ v )Gy




Przyktad przewidywania wynikow pomiaru energii

Czastka porusza si¢ w jednowymiarowej studni kwantowej o potencjale:

00 [ x<0 Voo
V(x)=90 gdy <0<x<L
00 | x> L

Dla rozwazanej w zadaniu studni potencjatu
a) wartosci wlasne operatora Hamiltona sg rOwne

b) funkcie wlasne oneratora Hamiltona

2 (nrx |
< sin| == <x<
‘//n(x):<\/zsm( L x] dla OsxsLi 123,

0 dla x<0 lub x>L|
Funkcje te spetniajg warunek ortonormalnosci:

[y, (x)dx =5, = {(1) gdy n'= n}

gdy n'#n

Widmo wartosci wlasnych nie jest zdegenerowane. Ponadto ze wzgledu na ograniczenie
roblemu do jednego wymiaru %
P ) SO WY Id r— Idx

R3



W wyniku pomiaru energii czastki mozna uzyskac¢ potencjalnie tylko wartosci rowne energiom
stanow witasnych operatora Hamiltona,

242
=2 hLz o n=1234,...
m

cho¢ prawdopodobienstwo uzyskania cze¢sci z nich moze by¢ rOwne zeru.
Zaktadamy, 1z w chwili czasu =0 czgstka opisana jest funkcjg falowa:

(7 . (37
‘P(x, ¢ = O) _ W(X) _ A{2 sm(z x) + sm(f xﬂ gdy 0<x<L

0 gdy x<0 lub x>L

Zeby okresli¢ prawdopodobiefnstwo uzyskania tych warto§ci w pomiarze energii E, stosujemy
wzor dla przypadku operatora o widmie dyskretnym niezdegenerowanym:

P(E=E,)=l,| (1)

gdzie ¢, jest wspoOtczynnikiem stojagcym przy v, (x) w przedstawieniu funkcji falowej jako

n

liniowej kombinacji ortonormalnych funkcji wlasnych operatora Hamiltona

y(x)=2 e () 2)

_ \/zsin L dla 0<x<L
Wn'(x)_ L L

0O dla x<0 lub x>L



Zeby mozna byto stosowaé wzor (1) nalezy unormowaé funkcje l//(x) tak by

ﬂl//(x)(zdx =1 (3)

co zapewnia to, 1z suma prawdopodobienstw uzyskania wszystkich dozwolonych wartosci
energii jest rowna 1.
W ogolnym przypadku wartos¢ wspotczynnika ¢, mozna okresli¢ ze wzoru

e, = [ (s @

W zadaniu rozwazanym jednakze nie jest niezbedne stosowanie tego wzoru z uwagi na to, iz
tatwo jest w omawianym zadaniu zapisa¢ bezposrednio l//(x) w postact wzoru (2).

t.atwo mozna zauwazyc, 1z t//(x) jest kombinacja funkeji y,(x) oraz w,(x) 1 mozna ja zapisac

W postaci: t//(x) = A\/g [2;#1 (x)+w, (x)] .

2 . (n'ir j 3
_Jq|7 S ——X dla 0<x<L AZSin(zxijsin(—ﬂxj dla 0<x<L
v, () =\ L y(x) = { L L
0 dla x<0 lub x>L 0 dla x<0 lub x>L



Y rozZwazanym przyktadzie warunek normowania przyjmuje postac

L )
A5 [ @u+w) @u ) =1 (5)

—0o0

Lewa stron¢ powyzszego rOwnania (5) mozemy tatwo obliczy¢

L% * Ll %, < y <,
|45 [+ ) G+ Ja =|A|2E{Hl//lwldﬁ2fw1w3dX+2]%9#@6%%%@’)6}-

—0o0

Z ortonormalnosci unormowanych funkcji wlasnych rozwazanego Hamiltonianu wynika, 1z
[viwae =1, [yipde=0, [y lyd=0, [piydc=1

Z rownania (5) wynika wiec warunek: 5|A|2§= 1, czyli |A|2 :5_2L i stala 4 mozna przyjaé np.

2
w postaci A=,|—.
5L

Unormowana funkcja falowa moze by¢ zapisana w postaci:

()=l ()4, )]



t//(x)=%[2l//1(X)+w3(X)]-

Wynika z powyzszego zapisu, 1z jedyne niezerowe wspotczynniki w kombinacji liniowej (2) sg

w rozwazanym przypadku rowne ¢, = 2 oraz ¢, = %
5

J5

Te same wartosci mozna otrzymac postugujac si¢ rownaniem (4)
1 2

Np. ¢, = Il//l*(x)u(x)dx = \6{2 waz/fldx+ J‘wf%dx} = ﬁ

<, tfr .2,
¢, = _jt//z (el (x)ex = ﬁ{Zj oy, dx + I %%d)ﬂ =0

W wyniku pomiaru energii czgstki mozemy otrzymac tylko wartosci
T 2h2 . ) 4
1) E = S - prawdopodobienstwem P(E = E, )= c
m

5
’h’ ., |
2) E = 92m—L2 z prawdopodobienstwem P(E =L, ) = ‘03‘ = 3

Widac, iz suma obu prawdopodobienstw jest rowna 1.



Dodatek 3 Nieoznaczonosci potozenia | pedu

czgstki opisane] paczkg gaussowskag




Obliczenia

Funkcja spetnia warunek
normowania




YR
_lkoxj ((@Ax

x2

>+ lkodex =

‘{ Aa) Hk"xj




J ot

2

P 2y

Texp — . dx — : .[xz exp
2 2(Ax)’ V27w Ax 4(Ax)* 7,
iko < .X2 2 1 r X2
+ - dx +\hk, ) —— -
V27 Ax (Ax)’ _‘[ox exp( Z(Ax)zj o+ ik, ) 27w Ax [Oexp( 2(Ax)’
n’ 1 724/2(Ax)
V27 Ax 4(Ax)! 2

hZ
+0+(hk,) =
? ( 0) 4(Ax)2

3
+0+ (k)" | p(x)ax

+(nk, )?

x° exp(—ax”)dx =




Wykorzystujgc fakt 1z operator pedu jest operatorem hermitowskim w dziataniu na funkcje
takie iz lim w(x) =0 (do ktorych nalezy funkcja rozpatrywana w zadaniu ) to mozemy

X —>to0

. r o rr . AD y e e
policzy¢ takze wartoS¢ oczekiwang operatora p” prosciej

(7" Z_zl//*(X)ﬁzw(X)d = T(ﬁ w(x) py(x)dx = \/im T[?gx[expt—ét (Z«)z +z‘koxm* -?sx(exp[— 4(;2()2 +ik0dex -

w(_z(Axx)Z + ik, j*[exp(— 4();)2 +ik0xJJ* .(_ 2(Axx)2 + ik,

ex{— x —ikoxjj.(—z(zx)z + ik, ](exp

— 00|

ot j@zﬁ(mf
T arava(a)t 2 4




