Kwantowy oscylator harmoniczny-
podstawowe wlasnosci, porownanie z
oscylatorem klasycznym



Klasyczny jednowymiarowy oscylator harmoniczny
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| jego rozwigzanie X = Y| c()s(a)t + 50) opisuje drgania harmoniczne
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Energia potencjalna V' = Ekx2 = 5 ma’x* ( dsz
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Catkowita energia oscylatora £ = E,. +V = ;Zt + E kx® = %ma)2 A* = const
2F
Amplitude drgan 4 mozna uzalezni¢ od calkowitej energii oscylatora A4 = 5

mao
Ruch oscylatora jest ograniczony do x z zakresu — 4 « x < A4 czyli obszaru w

ktorym E. 20V (x)= lma)zx2 <E

Brak ograniczen na moZliw% energie oscylatora poza tym 1z E>0. Oscylator moze w
szczegbdlnosci miec energie rowng zeru co odpowiada A=0 czyli spoczynkow1 w
potozeniu rOownowagi .



Jednowymiarowy oscylator harmoniczny

Oscylatorem nazywamy w ogolnosci uktad , dla
ktorego potencjatl jest opisany funkcjg kwadratowg
wychylenia z potozenia klasycznego rownowagi

l loc>  gdzie k stata dodatnia

V(x)

dang wzorem J =

Przyktady uktadow do opisu ktorych mozna zastosowac
opis wprowadzony dla oscylatora :

X
1) Drgajace atomy w czgsteczkach (dwuatomowych) O
Potencjat w jakim porusza si¢ drgajgcy atom wokot potozenia rownowagi R=R,,

(w ktorym potencjat przyjmuje warto$¢ minimalng) w czasteczce mozna, gdy
wychylenie atomu z potozenia rownowagi x=R-R,, jest nieduze, wyraziC przez

potencjat oscylatora harmonicznego
2 3 2
V(R)=V(R, )+(dV) x+l£d Vj 2+l£d Zj X, zlid Zj =L
dR )p_r 8| dR R_}% 2\ dR rer, 2
vy e
dazy do 0O dr* ) B

2
(W praktyce opisujac drgania w czgsteczce dwuatomowej mozna rozpatrzy¢ ruch pojedynczego
ciala o masie zredukowanej wokot nieruchomego srodka masy)

2
dr* ), _,

mozna przyjac jako 0 0

2) ztozone kolektywne drgania atomow w krysztale mozna opisa¢ w postaci
superpozycji harmonicznych drgan normalnych o réznych czestosciach drgan
3) drgania pola elektrycznego 1 magnetycznego fali elektromagnetyczne;j



Kwantowy jednowymiarowy oscylator harmoniczny

W celu znalezienia dozwolonych energii E 1 odpowiadajacych im
funkcji falowych dla oscylatora o masie m musimy rozwigzac

niezalezne od czasu rownanie Schrodingera z potencjatem:

1 1 , k ,
V(x)= Ekx2 = Ema)zx2 k-stata dodatnia, @= \/; -klasyczna czestosé¢ kotowa drgan

h* 0’ h* 0’ 1
V()= Ey(x)= -4 —ma'xy(x)= Ey(x)
2m Ox 2m ox~ 2

Funkcje bedace rozwigzaniem tego rOwnania nie mogg nigdzie osiggac wartosci
nieskonczonych co w rozwazanym przypadku oznacza iz dla x — oo mamy i — 0

Funkcje spetniajace ten warunek mozna znalez¢ tylko dla dyskretnych
wartoscl energi E

Nie da si¢ ich wyrazi¢ przy pomocy funkcji elementarnych, mozna je zapisac np.
przy wykorzystaniu szeregdw (ktore urywamy na pewnym wyrazie aby funkcja
falowa nie osiggata wartosci nieskonczonych tworzac wielomiany) lub funkcji
specjalnych.

(petne rozwigzanie w dodatku dla osob zainteresowanych )



Zarys rozwigzania rownania Schrodingera niezaleznego od
czasu

ntd’y 1
- l’zy+—ma)2x2w=Ew

2m dx= 2 —

Wprowadzajgc bezwymiarowa zmienng ¢ = ax gdzie « = e
- . 2F
oraz bezwymiarowg wielko$¢ proporcjonalng do energii 4 = o
mozna rOwnanie to zapisa¢ w postaci bezwymiarowej
d
dE? (}“ 3 )W 0 y =y (&)

Szukamy rozwigzania tego rownania w postaci ~ w(£)= exp[— %}H (&)

przy czym H poszukujemy w postaci szeregu H = ia &7

=0

W postaci zapostulowane] mozna zapisa¢ rozwigzanie analizowanego
rOwnania gdy spetione gdy rOwnanie rekurencyjne wigzace
wspotczynnik 4., szeregu ze wspotczynnikiem @;

(2]+1—l) |

G+2)G+D

j+2



. .. , . §2 §2
Mozna pokazaé iz # = esle’) czyliy = GXF{— 7]11 L exp(jl

A zatem H,¥ — 0 dla & - o
Zeby funkcja falowa byla skonczona trzeba szereg

potegowy H = iaje”’ urwac¢ na dowolnie wybranym

wyrazie indeksowanym przez j=n co mozna
os13gng¢ wprowadzajac dodatkowy warunek
zapewniajacy toi1z a;=0 dla j>n.
Warunek powyzszy bedzie spetniony gdy 2n+1-2)
2n+1-1=0 an+2:(n+2)(n+l)anzo
1 ponadto a;=0 gdy n parzyste
(wéwczas H = a0§0 +a2§2 +..... +an§”)
lub ap=0 gdy n nieparzyste
(wowczas 1 = R N +a,c")
Z rOwnania 2n+1-1=0 wynika 1z
A=2n+1 n=0,1,2,3

czyli uwzgledniajgc to 1z 2 - 2—5) dozwolone energie oscylatora

_ho

1
E_7(2n+1):ha)(n+5j n=0,1,2,...



Wyniki rozwigzania rownania Schrodinera

Dozwolone energie oscylatora 1

E " = ha)(l’l + 5)
n=0,1,2,.....
Czes¢ zalezna od zmiennej przestrzennej funkcji falowej odpowiadajgca
stanowi stacjonarnemu o energii £, unormowana tak 1z T‘%‘zdx _1 ma

postac: mao V1 . . o
v, (x)= ( j H, 1/—x exp(——xzj
hr 2" pl h 2h
gdzie H (, | mhwxj =H, (&) -wielomian Hermite’a, ktory mozna okre$li¢ ze

n H =1, H =2
wzoru H, (f) = (_ l)n exp(fz )aflg" exp(— 52) np. H (05()4::)452 ) ;[((é;z = 845— 12&

Funkcja falowa opisujaca oscylator w stanie stacjonarnym o energii £,

¥, (x0)=w,(x)f,)= (rmj \/%H{,/m?”xjexp(_”;_;’x jexp( b;ltj
n.




Funkcja falowa wnika w obszar o | > 4
w ktorym E<) a wiec czastka

wedtug mechaniki klasyczne;j

miataby ujemng energie

kinetyczng

Funkcja wyktadniczo maleje w

miar¢ wchodzenia w giab obszaru
klasycznie niedostepnego

W obszarze klasycznie dostepnym |X|<4  funkcja falowa oscyluje,
przy czym liczba oscylacji rosnie ze wzrostem n czyli energii czgstki.
Wystepuje n punktow w ktorych funkcja falowa sie zeruje.

Funkcje falowe sg funkcjami parzystymi lub nieparzystymi tzn. spetniajg relacje
W(—x)=iw(x) co wynika m. in z tego iz V(—x)zV(x)



Kwantowy jednowymiarowy oscylator

harmoniczny-podstawowe wlasnhosci
1) Energia oscylatora moze przyjmowac tylko dyskretne wartosci dane

wzorem 1
E =how(n+—
nShOMEZ) 012,
Odlegtos¢ w skali energii kolejnych dozwolonych poziomow energetycznych
oscylatora jeststatairéwna E,, —E,=ho
(zatozenie zgodne z zatozeniem Plancka dotyczgcym kwantowaniem wymiany
energii pomiedzy materig i promieniowaniem )

Uwaga. Brak obserwacji kwantowania energii w przypadku oscylatora
klasycznego wigze sie z faktem iz energia I jest bardzo mata w stosunku do

wartosci energii jakie moze zwykle taki oscylator posiadac.
Kwantowanie energii pozwala m.in. na wyttumaczenie wystepowania zaleznosci ciepta
witasciwego krysztatow od temperatury nie przewidywanej w klasycznym modelu
ciepta wtasciwego

2) Najmniejsza energia oscylatora tzw. energia drgan zerowych jest

hw
rowna E, = 3 czyli oscylator nie moze miec energii rownej zeru.

Gdyby oscylator miat energie rowna zeru , to znalibysmy doktadnie jego ped
(rowny p=0) oraz potozenie x=0, co nie jest mozliwe na mocy zasady
nieoznaczonosci.



n=4

1 n=3

n=2

n=1

n=0

y i 3) W przeciwienstwie do oscylatora klasycznego
w przypadku oscylatora kwantowego

(podobnie jak dla kazdej czastki kwantowej)
nie mozemy okresli¢ zaleznosci polozenia
czastki zachowujacej si¢ jak oscylator

kwantowy od czasu. Znajac postac funkcji
falowych mozna jednak znalez¢ ggstosce
prawdopodobienstwa znalezienia czastki w
przestrzeni ktora w przypadku oscylatora
znajdujacego si¢ w stanie stacjonarnym (o

ustalonej energii bedgcym stanem wladnym
prawdopodobienstwa operatora Hamiltona ) nie zalezy od czasu 1
zalezy od rozwigzania rOwnania niezaleznego
do czasu

nkcja falowa

1 )=, D) =y, f

4) Istnigje skonczone f ‘awdopodoblenstwo znalezienia czastki poza obszarem

klasycznie dostepnym [*

> 4 przy czym gestos¢ prawdopodobienstwa

monotonicznie maleje w miar¢ wchodzenia gtebiej w obszar klasycznie niedostepn
5) W obszarze klasycznie dostepnym ‘x‘ <A  gestos¢ prawdopodobienstwa p(xil
oscyluje, przy czym liczba oscylacji rosnie ze wzrostem n. Wystepuja punkty w
ktorych gestos¢ prawdopodobienstwa sie zeruje ( edy n#0).



6) W stanie podstawowym o n=0
najwicksze prawdopodobienstwo
znalezienia czastki wystepuje dla x=0
podczas gdy w modelu klasycznym
najwicksze prawdopodobienstwo
znalezienia czastki wystepuje dla [¥| = 4 |
gdyz w tych punktach czastka porusza si¢
najwolniej.

Taka wlasnos¢ wykazuje gestose
prawdopodobienstwa dla oscylatora
znajdujacego sie w stanach o wysokiej
energii gdy 77 — 90, kiedy usredniona po
x funkcja gestosci prawdopodobienstwa
znalezienia czastki w przestrzeni jest

Gestosé
prawdopodobienstwa

Funkcia falowa X zblizona do gestosci okreslone) w

" mechanice klasycznej (przejaw zasady
0 korespondencji).



Przyktadowe pytania opisowe

Kwantowy jednowymiarowy oscylator harmoniczny-okreslic
podstawowe wilasnosci czastki kwantowe] poruszajace) sie
potencjale opisujacym jednowymiarowy oscylator
harmoniczny. Wskaza¢ r6znice pomiedzy wilasnosciami takiej
czastki przewidywanymi przez mechanike¢ kwantowg a
wlasnosciami takiej samej czastki przewidywanymi przez
mechanike klasyczng. Zwrdci¢ szczegodlng uwage na mozliwe
wyniki pomiarOw energil czgstki oraz prawdopodobienstwo
je] znalezienia w r0znych obszarach przestrzeni.



Przyktadowe pytania testowe
1) Energia kwantowego jednowymiarowego oscylatora harmonicznego tzn. czgstki o masie m
poruszajacej si¢ w obszarze potencjatu danego wzorem v - %kxz wyraza si¢ wzorem: E = ha)(n +%j

(gdzie n=", h-stata Plancka, o - \/g ).

2’
Czy liczba n w powyzszym wzorze moze by¢
a) wielokrotnoscig liczby % spelniajacg warunek » > —% tzn.

n=-t0ti1222 .

2772772772
b) dowolng liczba naturalng tacznie z zerem tzn. » =0,1,2,3,4,.....
c) dowolng liczbg catkowitg tzn. n = ........ - 4,-3,-2,-1,0,1,2,3.,4,.....

d) dowolng liczbg rzeczywista?
Zaznaczy¢ poprawng odpowiedz.

2) Zakladajac, iz A oznacza klasyczna amplitud¢ drgan oscylatora harmonicznego czyli czgstki

poruszajgcej si¢ potencjale V=%lcx2=%ma)2x2 zalezng od energii oscylatora £ 1 dang wzorem

2E rq1° r /4 . o . Y
A== okresli¢, ktoére z ponizszych twierdzen sa stluszne w przypadku kwantowego
m
oscylatora?
a) Istnieje rozne od zera prawdopodobienstwo znalezienia czgstki w obszarze w

ktorym x>A4.

b) Gestos¢ prawdopodobienstwa znalezienia czastki w obszarze w ktorym
-A<x<A nie zalezy od x.

c) W stanie podstawowym o najnizsze] energii gestos¢ prawdopodobienstwa
znalezienia oscylatora jest maksymalna dla x = £4 .

d) Istniejg stany stacjonarne w przypadku ktorych gestos¢ prawdopodobienstwa
znalezienia oscylatora jest rOwna zeru w punktach dla ktoérych -4<x<4 .

Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia.



3) Zaktadajac, 1z A oznacza klasyczna amplitude drgan
oscylatora harmomcznego czyli czastki poruszajacej si¢

potencjale »-=— kx2=§ma) x> zalezng od energil oscylatora E 1

dang wzorem 4= - okresli¢, ktore z ponizszych twierdzen

mao
sg stuszne w przypadku kwantowego oscylatora?

a) Odstepy pomigdzy dozwolonymi wartosciami
energili oscylatora rosng wraz ze wzrostem tej
energii.

b) Odstepy miedzy dozwolonymi energiami
oscylatora sg jednakowe.

c) W obszarze x>A4 gestos¢ prawdopodobienstwa
znalezienia oscylatora rosnie wraz ze wzrostem Xx.

d) W obszarze x>4 gestos¢ prawdopodobienstwa
znalezienia oscylatora traktowana jako funkcja x
jest dana funkcja niemonotoniczng (gestos¢ ta
oscyluje wraz ze zmianami Xx).

¢) Energia kwantowego oscylatora moze by¢ rOwna
Zeru.

f) Energia kwantowego oscylatora jest zawsze

dodatnia.
Zaznaczy¢ wszystkie poprawne stwierdzenia.



Dodatek (dla zainteresowanych)



Rozwigzanie rownania Schrodingera niezaleznego od czasu dla
jednowymiarowego oscylatora harmonicznego.

2 42
d’y mo »  2mE
e w Y (*)
Wprowadzajac bezwymiarowg zmienng ¢ = ax
gdzie o = V7 22
2F

oraz bezwymiarowa wielko$¢ proporcjonalna do energii 4 = Py

Z auwazaj qC 1Z

d _ddi_ d  d_ ,d 2mE _me 2E _ .,
dx  dfdx dEl  de L de R h ho
mozna rOwnanie (*) zapisa¢ w postaci bezwymiarowe;j

-a’ » d” l//+a Ew=a’ly

¢’ dzi =y (¢)
gdzie v =y
d*y
ol R (**)

dg



d’ ,
dg+(/1—§ by =0 (*%)

Asymptotyczna posta¢ dla & — oo powyzszego rOwnania przybiera formg
d’y

_ -0
i sy

a Jego przyblizone asymptotyczne rozwiagzanie dla & — to spetniajagce waruneky < oo

2
ma postaé¢ v = Aexp —%j (rownanie asymptotyczne (**) jest spelnione przez

: . dy . :
y = Aexp(— 7] gdy po okresleniu rzd zachowa si¢ w otrzymanym wyrazeniu

tylko wyrazy proporcjonalne do¢~ ) )
Szukamy rozwigzania rownania (**) w postaci (&)= exp[— %)H (&) (**%F)

H (93 ) -funkcja o takiej wlasnosciiz v(§)—>0 dla &—+wo

Poniewaz
dy (&) _ &\ dH dy(&)_ (& dH . dH (.
a4z —CXPK—ZJLZ?—&I} 42 =¢C P[ 2){0,52 2§d§+(§ I)H}

to po wstawieniu (***) do (**) otrzymujemy

d’H dH
i —2§d—§+(/1—1)H=O (rrrny




2
d H—zgd—HJr(/i 1)H

=0 sk 3 % 3k
e i (F*5%)

Szukamy # w postaci szeregu #=Ya & 1 wstawiamy go do

rOwnania (****) . Poniewaz
dH <. .
= a. &’
T ]Z(;J &
d’H & .
_ ‘(7—1 a. j-2
T JZ_(;J(J )a, &
to otrzymujemy

S a,j(j-1E" 2262 jE +Z(/1 Da, &' =0

j=0

a,j(j-D&’” ZZajjfj +Z (A4-1) ajéw =0 zmiana indeksu sumowania j—j+2
w pierwszej sumie

a,,,(j+2)j+DE’ - Zza Jé +z (A-1)a,& =0

4 T

.
Il
el

(*****)



i(]+2(]+1)a (2j+1—/1)aj)§f:()

j=0 (*****)

Rownanie (*****) jest spetnione gdy wszystkie wspdtczynniki stojace
przy wyrazach ¢ " dla kolejnych liczb j w powyzszym roOwnaniu sg rOwne
zeruczyli (J+2)(j+Da,,-2j+1-4)a, =0

Otrzymali§my rOwnanie rekurencyjne wiazace wspotczynnik 4., ze
2j+1-A1)

GG+

Uwzglednienie tego zwigzku pozwala na okreslenie explicite szeregu H jak
1 wyznaczenie ogolnego rozwigzania rownania rozniczkowego 2 rzedu (**)
zaleznego od dwoch stalych dowolnych ap 1 a;. Rozwigzanie to nie

speinia warunku 1z funkcja falowa opisujgca oscylator musi by¢ funkcja

wspotczynnikiem ¢ a;, =

N 2 : .
skonczona dla ¢ > +o . Widaé iz === —> = ( szereg H jest rozbiezny )

aj J—>®© ]

a, : .. L
Takim samym stosunkiem C’l—zdla J — © charakteryzuje si¢ rozwinigcie
J

. §4 56
w szereg funkcji exp(§ ) 1+ &7 +?+?+
a0 (j/2)! | )

dla ktorego = ==~ s T 251~

J



A zatem % exl¢’)
czyli v= exp(— %JH K exp{%j

(H,y = 0 dla &> +w)

Zeby funkcja falowa byta skonczona trzeba przyjaé

iz szereg potggowy =2 4,5’ urywamy

na dowolnie wybranym wyrazie indeksowanym

przez j=n czyli a;,=0 dla j>n.

Warunek powyzszy bedzie spetniony gdy
2n+1-4=0 (kR )
(2n+1-A4) -0
m+2)(n+n) o V)

( wowczas Ap42 =

1 ponadto a;=0 gdy n parzyste
(wWowczas H=a)é’ +a,5" +....+a,l")
lub a¢=0 gdy n nieparzyste

y 1 3
(wowczas H =a,g +a,6" +....+a,¢")
Przy tych zatozeniach wyrazy szeregu dla j<n spetniajg relacje

(2 -2n)

R ) TR



Z réwnania (*****%*) wynika 1z

A=2n+1 n=0,1,2,3
czyli uwzgledniajac to 1z 4 = ;—i dozwolone energie oscylatora

wyrazajg si¢ wzorem
E:%‘)(znﬂ):hw(m%j n=0,1,2,...
Wielomiany #H(¢)=H,(¢) to wielomiany Hermite’a
Sa one rozwigzaniami rOwnania rézniczkowego:
>
dd? ) 25%
Mozna je wyznaczy¢ postugujac si¢ wzorem:

1,(6)= (1) exwle’ ) el

+2nH, =0,

Spehniaja one zwiazek: ]OH O, (&)expl- &2 g = Jr2"ns,,, .

Wybrane wiclomiany Hermite’a:
H,=1, H =28, H, =45 -2 H,=85"-12& .
Po unormowaniu funkcja falowa wyraza si¢ wzorem

1/4
mao 1 mao mo
x)=| — H —Xx lexp| ————x
Val2) [mj Jorn ”[\/ h j p( o j




