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Poszukiwanie potozenia rownowagi przy wykorzystaniu
do opisu ukiadu wspétrzednych uogolnionych

Zakladamy iz wiezy dzialajace w ukladzie sg skleronomiczne oraz sily dziatajace w uktadzie nie
zalezg jawnie od czasu
Z zasady Lagrange’a (prac wirtualnych) w potozeniu rownowagi Z X.ox; =0
3n aX~ J= =1
Réwnanie to po wprowadzeniu sit uogélnionych o= ;Xf o, 1uogolnionych przesunieé

wirtualnych 561, (1—1 f liczba stopni swobody) przyjmuje postac
A
ZX X, —ZX Z o4, 5‘]1 Z[ZX j@l :ZQ15‘11 =
j=1 Jj=1 =1

Z uwagi na dowolno$¢ og, powyzsze rOwnanie jest rtOwnowazne uktadowi rownan Q=0 (/=1,....f)
W polozeniu réwnowagi wszystkie sity uogolnione muszg si¢ zerowac

oV
Gdy sity dziatajace sg potencjalne czyli ¢ = —07 to warunek ten jest rOownowazny
1
temu by 2—V =0 (/=1,....f). Oznacza to iz potencjal w potozeniu réwnowagi
q,

przyjmuje wartos¢ ekstremalng lub punkt siodtowy

Mozna pokazac¢ iz (trwatemu) stabilnemu potozeniu odpowiada przypadek gdy potencjat w punkcie
rOwnowagi przyjmuje warto$¢ minimalng (wykorzystujemy fakt iz przy poczynionych zatozeniach
G=E=T+V=const, zas T >0). Uktad umieszczony wokot takiego potozenia rownowagi bedzie stale
przebywat w jego poblizu



Gdy wiezy sg skleronomiczne to mozna wybraé¢ tak wspotrzedne uogdlnione iz
relacje miedzy wspotrzednymi kartezjanskimi i uogdlnionymi nie zawierajg czasu
i energia kinetyczna T nie zalezy jawnie od czasu ( wyktad 4).

Przy takim wyborze wspotrzednych, gdy sity nie zalezg jawnie od czasu, to
rowniez energia potencjalna V nie zalezy jawnie od czasu.

Woéwczas funkcja Lagrange’a L=T-V nie zalezy jawnie od czasu a zatem
uogdblniona energia G rowna przy tych zatozeniach energii mechanicznej jest
statg ruchu.

Gdy umiescimy bez predkosci poczatkowej (T=0) uktad w poblizu potozenia w
ktérym potencjat osigga minimum to uktad nie moze zmieni¢ potozenia w
sposoOb zwiekszajgcy jego energie potencjalng (musiatby przyja¢ ujemnag energie
kinetyczng) , a zatem musi pozostawac stale w poblizu potozenia rownowagi



Przyktad. Do ciata o masie M poruszajgcego si¢ po okregu o promieniu R doczepiono ni¢ o
dtugosci / na koncu ktorej zwisa ciato o masie m

1) Znalez¢ funkcje Lagrange’a 1 napisa¢ rOwnanie Lagrange’a I1
/_\ rodzaju
N _ 2) Znalez¢ potozenie rownowagi, w ktorym ciata umieszczone bez
\ o b i predkosci poczatkowej beda spoczywaly
3) Okresli¢ ruch uktadu wokot potozenia rownowagi gdy w trakcie
Mg drgan uktad pozostaje blisko potozenia rownowagi
-+

mg
Problem rozwigzujemy zakladajac iz ciato o masie m moze poruszac si¢ tylko w kierunku
pionowym a wigc ma 1 stopien swobody jego polozenie opisuje zmienna y,, .
Ciato o masie M moze poruszac si¢ po okregu (krzywej) a wigc ma 1 stopien
swobody. Do opisu jego potozenia moze stuzy¢ kat @ pokazany ma rysunku
(w pelni opisuje ono potozenie ciata na okrggu a rOwnanie wigezow
X 45 —R*=0 nie wprowadza ograniczenia na wartosci kata @ )

Na skutek potaczenia obu cial nicig dochodzi dodatkowy warunek wigzow
v, +%R7Z’—R¢=l:> V., =l—%R7z+Rgp

a wiec liczba stopni swobody uktadu maleje z 2 do 1 . Do opisu ruchu wystarcza 1 wspdirzedna
uogolniona . Moze byC nig kat (9 od ktérego mozna uzalezni¢ takze potozenie ciala o masie m



1 wspotrzedna uogolniona ¢.
Zwiazek wspotrzednych x,, oraz y,, okreslajacych potozenie

ciala o masie M z katem @
/—\ X,, =Rsinp = x,, = Rcosp@

\Tp v yy,=Rcosp=yp, =—Rsinpp
Zwiazek wspotrzednej y, okreslajacej potozenie ciala o masie m
z katem @

ET:Iﬁ , ym:l—%Rﬂ+Rgp:>ym:Rgb

mg

Energia kinetyczna uktadu ciat

P A 57)= 2 R+ (R = (4 MR ~7(5)
Energia potencjalna uktadu ciat |/ = —mgy, — M Vy

Ten wybor zapewnia iz sg spetnione relacje okreslajace zwigzek potencjatu z sitami
oV oV

dzialajgcymi na ciato o masie M Fge = _@ =0 Fy, = —% = Mg
oraz cialo omasiem “m T 5 T m T ey mg

m

Uzalezniajac energie potencjalng od wspotrzednej uogdlnionej mamy

V=-mgy —Mgy,, =-mgRp—MgRcose+const



: , 1
Funkcja Lagrange’a [ —-7_p = E(m +M)R*¢° + mgR@ + MgR cos ¢ — const

Rownanie Lagrange’a Il rodzaju

dIOL1_OL _ 0= (m+ M)R*j—mgR+ MgRsin p=0 = 5= S/~ M Sn9)
dt\ o9 ) op (M +m)R

Wyznaczenie potozenia rownowagi oraz opis ruchu wokot potozenia rownowagi
(ciato umieszczone w tym potozeniu bez predkosci poczatkowych bedzie spoczywac)

W potozeniu rbwnowagi ¢ =0=singp = v
Poniewaz sin ¢ < | to potozenie rOwnowagi moze wystapi¢ tylko w przypadku gdy
m<M przy czym uwzgl¢dniajac to iz y = —mgRp— MgR cos ¢+ const Z;_V =—mgR + MgR sin ¢

c 1 g .. dVv 7
widac¢ iz w polozeniu tym o 0

Oznaczajac przez @, kat spetniajacy warunek sin ¢, = % 1 zakladajac iz 0 < ¢, < z
mozna pokazaé 1z

dv dl ar

—>0 da p> oraz <0 dla

A zatem w polozeniu odpowiadajacym ¢ =@, potencjat V' =—-mgRe—MgRcosg
osigga minimum czyli jest to punkt rownowagi trwatej (stabilnej).

@ < @,



Wprowadzamy nowa wspotrzedna @ =@—¢@, okres$lajaca wychylenie z polozenia

rOwnowagi. Zachodzg relacje 0, <=
2

~

cos(p) = cos(p, +&)=cos(p, Jeos(p)—sin(g, Jsin(@) =

- = & 2
e = \/1 —sin*(¢, ) cos(¢ )—sin(g, )sin(@ ) = N —% 008(5)—%Sin(5)

Energia kinetyczna 7T = %(m +M)R2 ) = %(m +M)R252 = T(@J)

Dla niewielkich wychylen uktadu z potozenia rownowagi Q=Q-— @, mozemy
znalez¢ przyblizong postac potencjatu i funkcji Lagrange’a przyjmujac iz

~

sin(p)=3  cos(p)~1-£-

2 2 2 ~2
L . m N Mm|om @ m .
W tym przyblizeniu cos(p) = 1_—M2 COS((P)—_M sin(@) ~ 1_—M2 [1 S j__M @

Potencjat
V =—mgRp— MgR cos(go) ~

- m* 0’ m
z—ng(cowo)—MgR{ - 1-2 NYidE

2 ~2
—mgRp —mgRp, — MgR, /1 —%(1 —%) +mgRp =



2 ~72
V= —mgRo —mgRe, —MgR,/l—j\n;2 (1—(2 j+ng5 =

2
/ ~ 1 ~
= +1MgR 1—%(02 + const zagR\/M2 —m>@° + const

2
Potencjat V proporcjonalny do (02

Przyblizona posta¢ funkcji Lagrange’a Brak cztonow proporcjonalnych do @
V-const >0 —Potencjal o podobne;]
L=T-V = postaci jak dla oscylatora harmonicznego
%(Mer)qu?z—%gR\/Mz—mz(ﬁz—const /—\
Rownanie Lagrange’a I1 rodzaju \Tp M
4 a—ﬁ —a—£=0:(m+M)R2$+gR\/M2—mzazo: Mg
dt\op ) 09
= ANM?P-m® g ;i:l y
=@+ =@ =0 ns
v M+m R v

Réwnanie to opisuje drgania harmoniczne zachodzace wokoét potozenia

Mg_\/\/(M—M)(M+m)

M+m R_ (Mer)2

rownowagi z czestoscia kotowa @ =\/ % =



Przyktad: m=0.7 kg, M=1 kg, sin(¢,)=0,7, ¢,=0,775 rad

rad 2
w=2032% - _3
1 S 1 Ia) 1
0-86'_ m=0.7 kg
0.84 - M=1 kg
] R=1m
0.82
0.80
"g? 078 -

0.68

= 0.76—-
0.74 -
0.72 -
0.70—-

VY

0

2

4 6 8
t[s]

10

P(t=0)=0



Przyktad: m=0.9 kg, M=1 kg, sin(¢,)=0,9, ¢,=1.11 rad

w=15——

¢ (rad)

rad 27
I'=—=4]19s
S @
1,8 " 1 " 1 1 1 1 1
M=1kg e m=0.7 kg
ol RA" ——m=0.9 kg
' m=0.9 kg
14 /
1,2
1,0 -
0,8 -
0,6 T T T T T

@t =0)=0



10

e m=0.9 kg
M=1 kg
R=1m

Pp(t=0)=0

14

t[s]

Gdy wychylenie poczatkowe od potozenia rownowagi bedzie
zbyt duze ruch przestaje mie¢ charakter drgan



Gdy % >§to potencjat V" osigga maksimum dla @ = @, takiego iz sing, = %
. dV ) o drv .
gdyz ——=-mgR+MgRsinp <0 gdy ¢> @, i o —mgR+MgRsing >0 gdy @< ¢,
@ T

- . 72
cos() = cos(p, + @) = cos(g, )cos() - sin(, )sin(@) =

/Mz_mz (1 52) m

2

- v’

= —\/1—sinz((po)cos(ﬁ)—Siﬂ((ﬂo)sm(@)z a M

1 . -, Potencjal inny od
V ~ —5 ng @~ +const V-const <0 potencjatu oscylatora

Lzl(m+M)R2(;2+lgR\/M2—m2(ﬁz+const /?KM
2 2 "

=4 exp(yft ) +B eXP(_ 4 ) Uktad wychylony z
potozenia rownowagi

Y = M -m g bedzie oddalat sie od
m+m r tego polozenia

AS)




Przyktad: m=0.7 kg, M=1 kg, sin(¢,)=0,7, ¢,=2.3661 rad

o(rad)

2,50

2,45+

2,40

2,35

2,30 H

2,25+

2,20

m=0.7 kg
M=1 kg
R=1m

o

t[s]

@t =0)=0



Opis matych drgan wokot
potozenia rownowagi w ukfadzie
0 wielu stopniach swobody.



Potencjat ukltadu wykonujgcego mate drgania
Potencjal V(g=q,,q,,......q;) posiada minimum dla okreslonych warto$ci

wspotrzednych uogdlnionych g, (i=1,2,...f~liczba stopni swobody), ktoremu to
potozeniu odpowiada trwate (stabilne) potozenie rownowagi.

Przyjmujemy iz w potozeniu tym wszystkie wspotrzedne sg rowne zeru ¢,=0 skad
wymkalz S =00 =l

Dodatkowo przyymujemy iz V(q 0) 0.

Dalej zaktadamy iz potencjat jest opisany jednorodng funkcjg kwadratowg

. 1 1 <L <L : _
wspoirzednych uogélnionych | ¢ )=~ Z Z K.q.4, (gdzieK,, = K state)
k=1 =1
W poblizu potozenia rownowagi rozwijajac potencjat w szereg Taylora 1 pomijajac
wyrazy proporcjonalne do iloczynu trzech 1 wigcej wspotrzednych uogdlnionych
dostajemy

1GG o
Vig)=V(g= 0)+Z—(¢1 0)g, +=>. > (4 =0)g,q; +....

233 5%5

9
f

L OV (i _o) ZZK K, =K, =27 (4
2 04,04, ! At = 29305 udidl gdzie v Zk_anaql -




Energia kinetyczna ukiadu wykonujacego mate drgania

Energia kinetyczna T jest jednorodng funkcjg kwadratowg predkosci uogélnionych

Zzakl Qk%

llkl

Relacja taka zachodzi zawsze gdy w uktadzie (ztozonym z n cial) w ktorym opisujemy
ruch zalezno$ci wspotrzednych kartezjanskich od uogolnionych nie zawierajg explicite
czasu czyli x, =x, (q)

S Ox. 3nmj.12' 1L ..
Woéwczas ?'%:Za—’q} T:Z ) _Ezzakl(Q)QkQI
=1 04, j=1 k=1 I=1
. 3n ox. Ox.
gdzie akl(Q):Zm'ii akl(q):alk(q)

' 0q, 0q,
Dalej wprowadzamy przyblizenie a,,(q) =M, =a,,(q =0)

J=1

1 L o M, - state nie zalezne od wspotrzednych
5 Z Z M 44,9, i predkosci uogolnionych okreslone jako
— a;(q=0) , M=M,




Funkcja Lagrange’a i rbwnania Lagrange’a i rodzaju uktadu wykonujacego mate drgania

M, =M
T = ZZMqukql ZZKH%% “ %
k 1 1=l .
l 1 k=1 F Kkl _Klk
Funkcja Lagrange’a j_7_p 1 Z(Mkz‘?k% _Kqukql) M, K, -state
k,l=1
’ oL 1
Réwnania Lagrange’a |l rodzaju 2 2(;Mﬂqz+ZM@qu
d| oL | oL A A 1( . j .
— =0, j=12,....f= > M. g, =—) K, =5 Z(MJI+MIJ' ! :ZMj,q,
dt [an] aqj / f ; ﬂql ; jlql 23 I=1

Wprowadzmy macierze symetryczne i rzeczywiste czyli macierze bedgce macierzami

hermitowskimi - .
Mll M12 M

Lf _Kll K12 K |
M21 M22 M

1f
K21 Kzz K2f

M:[Mkz]:

* k:[Kkl]:

M, M, Mﬁ K K, Kﬁ,

Macierze te 53 dodatnio okreslone czyh dla dowolneJ rzeczyw1stej macierzy kolumnoweJ
x#0 mamy X " Mx > 0, x"Kx > 0( x™- macierz transponowana)
Wynika to z faktu iz w poblizu potozenia rownowagi (gdy ¢ #0 g # 0 ) zachodzi

I o ;s
2.2 Myudg,>0 > > Kugwq,>0

k=1 =1 k=1 =1



Zapisane przy pomocy tych macierzy funkcja Lagrange’a i rownania
Lagrange’a majg postac m ] L

q, q, 4, 7 = 'q q q 7
1 ~ 5 A 5 : : L. |4 I /-
L=5(6]TM6]—61TK61) MG =-Kq, edzieq=|"q=|"|g=|" _ _
. .. qT = _q'1 q.z Qf_
9,1 4951 |47
Rozwigzania rownan Lagrange’a poszukujemy w postaci

q, (t) G G

q,\t C : G

q(t)= 2:( ) =| . |cos(wt + @)= Ccos(at + ) gdzie C=.

¢

Kz (t)_ C, L
Uwzgledniajgc to iz j = —¢?g otrzymujemy réwnanie: ~ @*MC cos(wt + )= —KC cos(ar + )
ktére musi by¢ spetnione dla dowolnego czasu t skgad wynika réwnanie:
RC=wMC < (K-’ M) =0

Réwnanie to ma niezerowe rozwigzania C=0 pod warunkiem, ze

det(K -o’M )= 0 | Réwnanie charakterystyczne
"Rozwiazujac to rownanie mozna okreslié¢ f dozwolonych czestosci @, drgan uktadu
Symetryczno$é i dodatnia okre$lono$é macierzy M i K zapewnia to iz @;
(i=1,..,f) sa rzeczywiste oraz @] >0 czyli czesto$ci drgan sg rzeczywiste.




Dla kazdej czestosc1 @, (i=1....,f) mozna znalez¢ relacje migdzy elementami
o
macierzy kolumnowej  , _|C”| zréwnania ([% —o*M )C(i) —0
= . i

(i)
€7 ]

Gdy wszystkie czestosci sg rozne to rOwnanie te pozwala na wyznaczenie elementéw
macierzy C? ( ktora moze by¢ rzeczywista ) z doktadno$cia do jednej stale;.

Gdy za stala dowolng wybierzemy element C” = 47 to zaleznosci od czasu
wspotrzednych g, ...,q, zwigzane z drganiem o czgstosci @, # 0

- (i) ,
. ~ . . ~ . gdZIG NO Cj g A(l)
() _ x| 40 _ R AD =L U cos\w,l + @,
q; =A; [A cos(a)l.t + @, )]— Ay, 77w ( )

Ogolna zaleznos¢ g, ...,q, od czasuma posta¢ superpozycji drgan normalnych o
roznych czestosciach Lo Lo
9; = leqj =2 AR

i=1

Wielkosct u, to wspolrzedne normalne (zwykle si¢ je dodatkowo przeskalowuje).

2f statych dowolnych 4 oraz ¢, mozna wyznaczy¢ z warunkdow poczatkowych
ruchu. Mozliwy jest ich dobor tak by obserwowane bylo drganie o jednej czgstosci



Ogolne rozwiazanie opisujgce drgania (gdy dla kazdego i @ #0 ) mozna zapisa¢ tez
oczywiscie w postaci

q, =iC§” cos(wt+¢.) j=12,...f = ¢ =iC(i) cos(wt +¢.)
=l — =l
z macierzami kolumnowymi ., _ Clé” spetniajgcymi rownanie (]& ~ o’ M)C(f) =0 (*)
C.(’)

Gdy niektore z czestosci drgan sg Jednakowe np. @, =®; to wowczas naklada sig

na C”i C dodatkowy warunek: |[CV"MC" =0 odzie € =[CVc?]  j#i

Gdy o, #®; warunek powyzszy jest spetniony automatycznie. Warunek ten razem z
warunkiem (*) zapewnia mozliwos$¢ uzaleznienia wszystkich elementow macierzy Cz
od jednej statej takze wowczas gdy @, =@, 1 przedstawienia drgah w postaci
superpozycji drgan normalnych o jednakowych lub r6znych czgstosciach

Modut state;j c\ to amplituda drgan wspotrzednej g; podczas drgan harmonicznych
zachodzacych z czestoscig @; .

Ewentualny przeciwny znak statych CYj C\” oznacza ze w i-tym modzie drgan
zachodzacym z czgstoScig @, zmiany wspolrzgdnych g; oraz g, wynikaja z drgan
zachodzacych w przeciwnych fazach.



Dygresja: Gdy jedna z czegsto$ci np. m-ta @, =0 co jest mozliwe gdy dla pewnego
zestawu wspotrzednych g z otoczenia g=0 ( z ktorych nie wszystkie si¢ zerujq )

[
mamy ZZKkzqk% =0 (macierz K nie jest okreslona dodatnio ale ,,nieujemnie’’) to
k=1 I=1

zaleznos¢ m-tej wspotrzednej normalnej od czasu moze by¢ opisana funkcja liniowa
czasu . Opisywany mod nie odpowiada wowczas drganiom lecz ruchowi (najczescie]
translacyjnemu lub obrotowemu) uktadu zachodzgcemu w sposob nie zmieniajacy
energii potencjalnej uktadu. Wowczas w ogdlnym rozwigzaniu nalezy zastgpic
cos(w, t+¢,) Przezwyraz t+ y, gdzie y, - stalazalezna od warunkow
poczatkowych ruchu.



Wybrane dowody dla zainteresowanych (slajdy 23-24)



Dowdd iz czestosci drgan sg rzeczywiste

(nie korzystamy z zatozenia iz macierz (') jest rzeczywista)
Pokazujemy iz liczba (C (i))T KC®  jest rzeczywista gdzie (4 f
oznacza macierz transponowang i sprzezong w sposob zespolony do
macierzy A pokazujgc iz zachodzi ((C(” y gc® ) _ (C(” )f gc®

*

K -symetryczna i

((C(i) )r*]%C(i)) = liczha = ((C(i) Y*I%C(i)) = ((C(i) )f*kc(")y rzeczywista
(5] =YY} e keo <(eo) ko) T o) e
Podobnie mozna pokaza¢ iz ((C(z') )’ M ) _ (C(z') y mc®  czyliliczba
(C(” )’ MC®  jest takze rzeczywista

Dalej mozna pokazac iz poniewaz (]g _ a).zM)C(i) 0

to (O Rc® =(c?) w2 MC? = P () Mc® *)

A zatem a)iz sg liczbami rzeczywistymi

Poniewaz macierze M i ]% 83 okreslone dodatnio iArzeczywiste to dla dowolnych

C" %0 zachodzi CY"""MCY >0  CPTKCY >0

a zatem z relacji (*) wynika iz o} >0 azatem o, sg rzeczywiste 1 rozne od
zera (mozna je przyjac jako liczby dodatnie)



Dowdd tego iz COT* e >0 gdy CP %0 O™ pc® -liczba rzeczywista
CO™ MY =[ReCO” —i TmCO” [V1[ReC? +iImCPIEReC M ReC? +ImCT M ImC? +
—iImCY" M ReC?” +iReC"" M ImC? = ReC(i)TMReC(;) +f1mc<f>TM1mc<f>

Poniewaz dla dowolnych ¢ = 0 mamy 7= %ZZMqukql > ()

k=1 [=1

to dladowolnych ¢V 20 ReCOT*M ReC? + ImCO"* M ImC® > 0

N

Analogiczny dowod tego iz C O ECY >0 opiefra §ie na tym iz wokot potozenia

rownowagi dla dowolnych ¢ # 0 zachodzi ZZKqukql >0)
S L k=1 I=1 s A ]
(Dygresja : W uktadach w ktorych ZZKk,qkq, >0 moze tez zajs¢ CYVTKCY =0

k=1 I=1

dla pewnego inp. i=m iwdwczas czgstosCw = \/(sz)f ) KC /(C(m)r ) MC™ =0 )

Wszystkie wyrazy macierzy C) mozna przyjac¢ w postaci liczb rzeczywistych
Jezeli macierz zespolona C'”) () spetnia rownanie Z[% _ a)l?M)C(i) —0

a macierze g oraz yr a takze wielkosci w’ S rzeczywiste to rowniez
macierze (C(f))* oraz kombinacje liniowe +(C(i) )*oraz i(C(")—(C(") )
spetniajg to réwnanie. Przy tym macierze - +(c(i) “ oraz ilC? —(C(i))* sg
rzeczywiste a jedna z nich jest na pewno rézna od zera. A zatem macierz C(i)
spetniajgca réwnanie (]% — M )C(i) — (0 mozna przyjac jako rzeczywista




Dowédiz CY"MC"=0 gdy @*o,

Zaktadamy iz K | M Sg macierzami rzeczywistymi i symetrycznymi .
Zaktadamy tez iz macierze ¢® i ¢®T sgrzeczywiste
Mozna pokazac iz

(]% _ w?M)c(z‘) — 0= C(j)T]%C(i) _ C(j)Ta)izMC(i) _ a)izC(j)TMC(i)

Z drugiej strony )r BT A" (1% _“)JZ'M)CU) =0

COT KC(’) e oo = C(”)IC(") : (a)f MC(D)’C@')
C(J) C(l) ZC(])TM C(l) jc(j)TMc(i)
A zatem
COTRCD = a)lgc(j)TMc(i) _ wj?c(j)TMc(i)
W przypadku gdy o, # ®, rownosc a)l? (C(j)T MC(Z')): a)]2 (C(j)T MC(i))

moze by¢ spetniona tylko wéwczas gdy (DT pc® =g  cnd



Przyktad



Zbadanie ruchu wahadta podwojnego o I,=/,=Ii m,=m,=m w przyblizeniu

matych drgan
y QI:aja

q,=a, —wspotrzedne uogdlnione

X

W potozeniu rownowagi o,=a,=0

a xl = Il Sll’l 0!1 X‘l = Zl COS(al )al
V= —[1 cos Y= ll Sll’l(Otl )al
m 1
l, x, =l sma,+1,sina, X, =1, cos(al )al +h cos(a2 )a2

m;

Energia kinetyczna
T = ’Zl (x1 + P )-I—m?(x2 -|—y2)

_ a0 % (1120212 + L )+ m, 11, [cos(e, )cos(ex, )+ sin(e, )sin(e, )lo,c, =

m .
__1[2a2

2 (72 <2 2 .2 TP
=5 +—(l1 o +1a,; )+ myl1, cos(at, — a, )i, ct,



T = 711120512 + 72(1120512 +Las )+ m, 11, cos(a, —a, ), ct,
Gdy m=my=m T =""1>+ 2(1Pg? + 1’62 )+ mi* cos(at, — at, )b, =
oraz l,=1,=I to 2 2

ml?

(20'512 +a; )+ mi?® cos(Oz1 -a, )0210'52 =

2
— mzl (20'512 +a; )+ %ml2 cos(a, —a, )a,c, + %ml2 cos(a, —a, )a,d,

W celu zapisu w postaci wzoru ogolnego

1

M. .M., M. M, -state
. ) ) c - T 11> 2204V 125 2V 9
T —E(Muoﬁ +M,,oa5 + Mo 0, + M, a,a, )

M, =M,
Poniewaz o, <<1,a, <<1 przyblizamy cos(al — az)z 1 otrzymujac

S A S W ST [ B .
T = %(20512 + 0(22 )+5mlza1a2 +5mlzozzoc1 = E(Zmlzalz + mlzocz2 + mlzozloz2 + mlzazal)

Azatem M, =2ml’ M, =ml’ M, =M, =ml’

Mozna tez przyjac iz T = —(allozl2 + a22a22 +a,a,a, +a,a,Qq, ) gdzie
2
a,; =2ml" = const = M, a,, =ml*> =const =M,

2
a,(a,,a,)=a, =ml’cos(a, —a,) M,=M,, :alz(al =0,a, =O)=ml



Energia potenci alna y, =1, cosa, v, =—l,cosa, —1, cosa,

V=m,gy, +m,gy, =
A =—m, gl, cos(og1 )— ng[ll (:08(0[1 )-I— [, COS(O!2 )] =

Gdy m,=m,=m oraz |,=,=I to

> V =—mgl cos(atl )— mg[l cos(Ot1 )+ / 003(0‘2 )] -
= —2mgl cos(oc1 )— mgl 005(052)

Potencjat ten osigga minimum dla potozenia rownowagi gdy o,=a,=0 ktore jest trwatym
potozeniem rownowagi
W celu mozliwosci zapisu w postaci

1 2 2 _
V = E(K”al +K,,a; +K,a,a, + K, a,aq, )+ const K, =K,
poniewaz «, << 1,a, <<1 przyblizamy
1 1
cos(a, ) = 1—50512 COS(O[2 ) ~]-— 5 o,

1
otrzymujac V=~ —-3mgl + 5(2mg10612 + mglazz)

A zatem

K, =2mgl K,=mgl K,=K, =0 const=-3mgl



M, M, ml*  ml’

2 {Kn Klz}:{ngl O} M= M, M, 2ml*  ml*

K, K, 0 mgl

L=T-V= %(Zmlzdf +ml*a; +ml*a,a, +ml*a,aq, )—%(nglalz +mgla; )+ 3mgl

Rownania Lagrange’a II rodzaju d( 6L oL
( J_ =0=2ml*a, +ml*d, +2mgla, =0

d
d| oL oL . Ny
— |- =0= ml*d, +ml*d, +mgla, =0
dt\ oa, ) Oa, 2 2 2 2
mozna zapisa¢ w postaci ZMH&Z = —Z K, < ZMH&, + ZKk,al =0
=1 I=1 =1

=1
. . 2 .. 2 .. _
M, a +M,o,+K o, +K,o,=0=2ml"a,+ml a, +2mgla, =0 k=1
. . 2 .. 2 .. -
M, +M,d,+K,a +K,a, =0=ml"d +ml d,+mgla, =0 k=2

oo, ) 0«

Ich rozwigzania poszukujemy w postaci

a, 1 _ @=G cos(at + @)= d, =—w’C, cos(wt + @)
“= a, =Ceoslor +¢)= C, cos(wt +¢) a, =C, cos(a)t +9)=d, =-0’C, cos(at + @)
Po wstawieniu ich do rownan [(2mgl —2ml’w’ )C1 -ml*®°C, ]Cos(a)t +¢)=0

Lagrange’a Il rodzaju otrzymujemy
uktad 2 rownan

[— ml*w’C, + (mgl —ml*w’ )C2 ]cos(a)t +9)=0



[(2mgl —2ml*w’ )Cl —ml’@°C, ]cos(a)t +9)=0= (ngl —2ml*w’ )Cl —-ml’@0’C, =0

[— ml>@’C, + (mgl —ml’®’ )Cz]cos(a)t + go)z 0= -ml’w’C, + (mgl —ml’®’ )C2 =0

Otrzymalismy uktad rownan jednorodnych na wspotczynniki C, 1 C, o postaci
5 A 2mgl —2ml’ @’ —ml’®’ C
(K —o'M )C - i 2 2 2 2| =0
—-ml° @ mgl—ml"w” | | C,

Ma on rozwigzanie niezerowe tylko wowczas gdy

A A 2meol —2ml* @’ —ml* o’
det(K — a1 )=|""8" "™ =0
—mlw mgl—ml @
M:|:M11 M12:|:|:2m[22 mlz:| ]%: Kll K12 _ 2mgl O
M21 MZZ ml ml K21 K22 O mgl

Dozwolone czestosci drgan w spetniajg warunek

det(]%—a)zM):(): \/E(mgl—mfa)z):—mlza)z

:>2(mgl—mlza)2)z—mzl4a)4 =0 N\/E(

mgl —ml’ @ ) =ml’w’



EET PRI SRS o e

I W2-1) 1 1
V2 g2- V2
Z(m l—mlza)z)zmlza)2 0 =5 =2 o, =.|22-2
V2(mg T i W2e) >\ L-2)
()

Macierze " = gl(l,) odpowiadajgce @, wyznaczamy z doktadnoscia do statej z
2 2 2 2 )

rownania ([% _a).ZMk(i) _ 2mgl—2ml Q; —ml Qi . Cl. —0

l —ml’e’ mgl-ml’w’ | | CJ"

_ . _ 18 2mgl(-1-~/2) —mgl(2+2)||C? o _ " e
”_wl_‘/l(2+ﬁ):{—mgz(z+ﬁ) mgl(—l—ﬁ)} {C(” =0=C" =-2C" = " = e

(dwa rownania 2mgil-1-v2)c - mgil2+42)c’ =0 oraz  ~™! R+V2)c +mgil-1-v2)c =0

wynikajace z powyzszego rOwnania macierzowego sg sobie rOwnowazne)
_ 2) c®
0=, - §(2—\/§) 2mgl(— l+\/_) mgl(2— \/—) C 0:>C§2)=\/§C1(2):>C(2)= I o
[ —mgl(2—-~2)  mgl(-1++/2) J2c!

Petne rozwigzanie bedace superpozycja drgan o znalezionych czestosciach:

a c’ c
o= |: ! :| =Cc® COS(a)lt + @, )+ c® COS(a)zt T @, ) = {_ \/Elcl(l) :| COS(a)lt T )+ |:\/§1C(2) :| cos(a)zt * ¢2)

Stale C"¢,,C™*,p, mozna wyznaczyé z warunkéw poczatkowych ruchu



/[=Im

a,(t=0)=7/10,a,(t =0)=~27/10
¢,(t=0)=0,6,(t=0)=0
- Cl(l) =0,9, :Oacl(Z) :%,(02 =0

0.5 | L | L | ' |

e T SO L Y £ Y L SO SO L O Y O |

0.3
0.2
0.1 -
0.0 -
-0.1 4
-0.2
0.3 . . . . - .
oadVU ¥ U W U Y VU VYV VU Y U Y

0.5 : : : : : :

afrad)

0 10 20 30

DE T T T T T T

0.4 -
0.3

FFT

0.2
0.1+

0.0 T | T ! |
0.0 0.2 0.4 0.8

Frequency (Hz)



a,(t=0)=7/10,a,(t =0)=—27/10

[=Im
¢, (t=0)=0,a,(t=0)=0
= Cl(l) :%7401 :O,Cl(z) =0,¢0,=0

mmﬁnlmlwmmuummmmummmm

|
0 40

afrad)

t(s)

0.4

] o,
0.3 —_—

E 0.2

0.1
Dﬂ ] | 1 |

0.0 0.2 0.4

Frequency (Hz)



/[=1m

arad)

a,(t=0)=7/10,0,(t =

&,(t=0)=0,a,(t=0

1‘ \" "l " !’\\' (|

I

20
t{ls}

0 40
0.25 g T g T T g T g
0.20 —, ]
0.156 e -
E _
oC 010 -
0.05 -
D 00 I_-_ | T | T | T | T
0 0.2 0.4 0.8 0n.g 1.0
Frequency (Hz)



Mate drgania wokot
potozenia rownowagi-
wspotrzedne normalne.



Funkcja Lagrange’a w przyblizeniu matych drgan g, g, |
1 < .. L(.7,~. 5 : 9, .|
L=T-V=3 > (M 4,4, - K4,9,)= E(qTMq —qTKq) gdzieq =| . q=| .
k,l=1 .
|97 | 4 |
T _ [ ] - T _ [ . . ] M _ M _
q9 =149 49, dr1 9 =19 9> qr =My K, =K,

_Mll MIZ Ml
M21 M22 M2

_Kll K12 K
K21 K22 K

f L/

2f

Mz[Mkl]z ! ]%:[Kkl]:

K

M, M, M K K

v/ /1 /2 7

Roéwnania Lagrange’a Il rodzaju

d| oL OL , A R A A
dt(aq'jj 5, 0, j=12,....f = ;Mﬂq, +;Kﬂql —> Mg+Kg=0
A ich rozwigzania mozna zapisa¢ w postaci superpozycji drgan normalnych
zachodzgcych z czestosciami @) spetniajgcymi réwnanie det(K -o’M)=0
Poszukujemy nowych wspétrzednych uogoélnionych #, (i=1,...,f) w ktorych réwnania te
przyjmg postac iil. + a)l.zul. =(0 .Problem ten sprowadza sie do znalezienia
transformacji diagonalizujgcej jednoczesnie macierze M i K (slajdy 49-53).

Zwykle zgdamy by macierz M po diagonalizacji byta jednostkowa, a elementy macierzy
K po diagonalizacji byty réwne kwadratom czestosci drgan | — %Z(uz wu?)

P
k=1




Do jednoczesnej diagonalizacji macierzy )M oraz § moze stuzy¢ macierz !

Ma ona postaé | W' = [;((1),...,;((i),..,;((f)] gdzie
Z(l)

# 0 - macierz kolumnowa spetniajgca warunKi

(Ie_a)fM)Z(l) _ O (*) i=1,.....,f Z(Z)TMZ(Z) :1
' ~ (**)
STV =0 e

Macierze zdiagonalizowane okreslamy ze wzorow (W‘l)rMW'1 oraz (W_IYK w

(***)

Spetnienie relacji (**) zapewnia iz macierz (W_I)TMW_l jest diagonalna
Spetnienie dodatkowej relacji (***) zapewnia iz jest to macierz jednostkowa.

>, (i 2207, T 1., (i 2 (DT Ao,
Z()ywynika iz Kx"' =My =y Ky = o] g My

a zatem uwzgledniajac (**) ;((j)TK)((i) = a)izz(j)TM;((i) =0 gdy Jj#i
Spetienie relacji 2Ky =0 gdy /*! zapewnia iz macierz

(Vf/‘l)lkl/f/‘l jest diagonalna, a relacji (***) ze jej elementy sg rowne @’ (***)

Uwaga: Pokazano wczes$niej iz relacje (*) i (**) sg spetnione tez przez macierze C?
amplitud. Dodatkowo relacja (**) przy spetnieniu relacji (*) zachodzi zawsze gdy o, # ..
W innym przypadku stanowi ona warunek dodatkowy.



Relacje wigzaca wspolrzedne uogolnione g; z normalnymi u; mozna zapisa¢ w postaci

f U
. N _1 . (.) .
q=W u—gz’ui gdzie U,
i=1 u —
Uy

Relacje odwrotng wigzaca wspotrzedne normalne z uogolnionymi  mozna zapisa¢ w

postaci U= Vf/q gdzie macierz W/ = (Vf/_l )_1 = (Vf/_l )IM

advz (i wpit = f = (| i = b = (- a1 =
(aB) =57 a7
Ponadto (uwzgledniajgctoiz j=p'w=]" = (WlWy = (WY(W‘I)T )
L= a"¥g—q"Ra)=~{ " () i ot - g7 i () Ko=) -
— (%) 17 - 7 &emig ) = (o i = )

(W_I)IMW‘I — | -macierz jednostkowa (Vf/‘ly KW' = K'''-macierz diagonalna, ktérej
elementamisa «’



) ) 1 <
L=—{i"ti—u"R™) =52(ui wju})
k=1

- . (1 0 0]

o 0 0 -
gdzie K" = 2 - |t

0 0 - a)f,_ 00 e 1 u, |
uT:[ul u, uf] L?Tz[al U, ”"f]

Roéwnania okreslajace zaleznos¢ wspotrzednych uogdlnionych od czasu
d | oL oL ..

—| —|-—=0=ii, +o'u, =0

dt\ ou, | ou,

sg takie jak dla oscylatoréw harmonicznych jednowymiarowych gdy o, #0

A ich rozwigzania maja posta¢ ogdlng U; = AY COS(wit + (Di)

— 40
Gdy w, =0 to u, = A (t+7/i) Pi-7i - state




Wahadto podwéjne o m,=m,=m i I,=l,=I
y

W poblizu potozenia rownowagi

X

1 .9 .5 . ..
, T:5<M11051 +M,,o5 +M,a a, +M21a2a1)

M, =2ml* My =ml M, =M, =ml’

1 2 2
2\ V = E(Knoz1 + Ko, +K,a,a, +K, a,aq, )+ const

2

m;

K, =2mgl
5 {Kn Ku}_Fmgl 0 } M_ Mll Mlz 2ml*  ml’
K, K,

K22 — mgl K12 = K21 =0 const = —3mgl

- M, M, ml*>  ml’

0 mgl

Czestosci drgan okreslilismy z warunku det(]% —w*M )z 0

w, = ‘/§(2+«/§) w, = %(2—«/5) Liczba czestosci ( niekoniecznie réznych)

rowna liczbie stopni swobody uktadu



) ) ch C(Z) .. , )
Poprzednio znaleziono ¢c® = ! oraz C? = spelniajace rOwnanie
a

_ﬁcfl> [ (2)
A A . g . .
(K—a)izM)C(l) —qo dlagy-= %(2%/5) oraz o, = 7(2—«/5) odpowiednio

a, 1
Wspobirzedne normalne u, oraz u, dla wahadta podwoéjnego o m,=m,=m i l,=l,=/

1< . 1. G2 . e
L:T_V:_Z(MkIqul_KkIqul):EZ(ulf_a)l?ulf) U+ oju, =0 =1, f=2

a c’ c
o= |: ! :| =Cc® COS(a)lt + @, )+ c® COS(C!)zt T @, ) = {_ \/EIC(D :| COS(a)lt T )+ |:\/§1Cl(2) :| cos(a)zt * ¢2)

k=1 k=1
Wiadomo 1z wspotrzedne uogodlnione g=a= {0‘1} wigzg si¢ ze
wspotrzednymi Inymi —[”1} lacj e
pélrzednymi normalnymi 4 = relacja ¢ = 'y
Uy o @
: el -1 _ |, (2) VAR 4
Macierz W ma postac W= [Z ] { ) (2)}
2

. i) _ 1(i) .. , .
przy czym macierze kolumnowe x = L@} spelniaja rOwnania
2
5 ~ ] . ~ . ] — i 2
K-ont)y" =0 (@) (i) =g, &Y T
. 0 gdy i#]
Rownania (1)  majg identyczng postac jak rOwnania wyznaczajgce ()

Réwnania (2) gdy ‘*/ sg
A zatem (1) \/7 }(1(1), }(éz) \/5 }(1(2) spetnione automatycznie bo

a)l.;ta)j



2 2
Poniewaz M:?ml ml} to

ml>  ml*
rownania (2) gdy j=i przyjmujg postac (i=1,2)

o (v )G V11 2ml? ml? ||y
()T (i) _ W 0] 14|
4 (M);( —1<:>[;(1 2> ] {mlz mlz} { . ==

A
112 1 7\
2 (7) (1) —
< ml [Z A ] 1 1:| |: 1(l):| le
i 22
12,0 4,0
@mlz[g(’) Zél)] X T _1
D+ ) 20 = M. ., _
2 — \/7)(1 s X2

M

e f+ [ f 2208 =—

N R Y-
m

1 1 1 _L
| /72[11“]2 12 0F ~2v2[0f = o

\/7)((2)
i=1

i=2



2[7(1(1)]2 +2[Zl(l)]2 2\/7[?(1(1)]2 _—2 o Zl(l) = !

2 f +2xf +242 [z »f = ——>z

}_

Q) (2)

-1 4 X1
W { )] (2)

X2 X

ml \/2m12(2+[1

J2mP(2-+2) \/Zml (2++/2)
_\/7 \/5

_\/2’"12(2—\5) \/2m12(2+\/§) |

1 1

=y =250 = 2
J2mP(2-2)
V2
(2) \/_ ) _
B \amr2+42)

_ o e

\/2m12(2—\/§) \/2m12(2+\/§) |

_\/2m12(2—\/5) \/2m12(2+\/§)_

Réwnania okreslajace zwigzek wspotrzednych uogolnionych ze wspotrzednymi
normalnymi przyjmujg wiec postac

a, =

1 W
\/Zmlz[\/z_ﬁ m}

=

mi® _\/2—1\5 +\/2+2ﬁj



Zwigzek odwrotny ma postac
| 1 —2

v u ] szzz(z—ﬁ) J2m?(2-2)
u—(W )TMq:LJ— 7

\/2ml (2+f) J2mi? (2+f)
1 f 1
_ ml® \2 \/ |:2a1+0£2:|: ml’ 2—\/5

o, +a, 2 1

| V2+42 \/2+ V2442

h \/2(2171_1\5 )[(2 b+l

U, = \/(2+I)[(2+f)a (1+\F)a]

2ml®> ml* || B
ml*> ml’| | a,

:(2 - \/5)0‘1 + (1 - \/5)0‘2 :_

:(2+\/§)a1 +(1+\/§)0!2:_




@,

_ Y, U, a. = V2 __ W U
2mi? [\/z\/EJr\/zhEJ i \/2m12[ \/2\/§+\/2+\5J

Funkcja Lagrange’a we wspotrzednych normalnych

2
: : . 1

L= mi (20512 +a; )+ ml’a,c, +3mgl — Emgl(Zaf +a; )=

1 2u1 2u2 4L'11u2 2u1 2L222 _ Auu, N

P ﬁ 2+ «f 2 2 ﬁ 2442 2

\/5 “1 u22

+ +3mgl +
22 2442 ¢

lgf 2y 2u, L Auy 2u; u,  Auu, | _

11\ 2-V2 2442 2 2-2 2442 2

[ u; i j ﬁ( iy iy J+3ml+
-2 2442 -2 2442 s

g( u; u; ]:
2\/§2+\/§




I = ( ul uz j \/E( ul 2 j+3ml ( ul u22 ]_
22 2442 2ﬁ2+f S N AN

;(u1 +u2)+3mgl—5( (2+f>, ( _\5%2)

L= %(uf +u§ )+ 3mgl —%(0)12%2 + 5022”22)

1., 1 5, 1., 15, : :
L= §u1—§w1u1 + §u2_§w2u2 + 3mgl = L;(uq, 1) + Lo (uy, uy) + const

Rownania Lagrange’a I rodzaju we wspotrzednych normalnych

d(aLj—éL =0=ii, + ®u, =0

dt\ ou, | ou,
VLN _ L i+ wiu, =0
dt\ ou, ) ou,

opisuja dwa niesprzezone oscylatory o czestosciach

kotowych @, :\/§(2+\/E) oraz @, :\/§(2—\/§)




Informacje dla zainteresowanych (slajdy 49-53)



Diagonalizacja macierzx M
Macierz M jest hermitowska, wiec jej wartosci wtasne sg rzeczywiste. Wektory wiasne

odpowiadajgce roznym wartosciom wiasnym sg ortogonalne. Wektory wiasne odpowiadajgce tej
samej wartosci wtasnej mozna zortogonalizowac. A zatem istnieje mozliwos¢ znalezienia f
wektoréw wtasnych ( f~wymiar macierzy) tworzgcych baze ortogonalng. Poniewaz macierz M
jest hermitowska i rzeczywista to sktadowe wektorow wtasnych mozna wybrac tak by byty
liczbami rzeczywistymi. Macierz R przejscia do bazy ortogonalnej ztozona z unormowanych
ortogonalnych rzeczywistych wektoréw wtasnych macierzy M jest unitarna i rzeczywista .

Macierz Mzapisapa w nczwej baziejestAdigqonalnaA. . o _ﬂ 0 --- 0]

R-macierz = R =R, M'=RMR'=RMR" =RMR" = |

unitarna 0 4w, - 0
Funkcje Lagrange’a mozna zapisa¢ w postaci Do

L =5(qTMq—qTKq)=E(qTR 1RMR‘1Rq—qTR‘1RKR‘1Rq): 00 Ay

=3 (qTRTRMRTRq - qTRTRKRTRq)z

_1 p Y DAYDT D - D P DT D _l-rT'\r-r 1T 1 1

=5 Rq) RMR Rqg—\Rqg) RKR" Rq =5 qg Mg —q Kq

A A A A A . S S
gdzie K'=RKR' =RKR", q'=Rq= ZRC(’) cos(wt+¢,)= Z C'"") cos(w.t + )
. . i=1 i=l1
macierz symetryczna rzeczywista \ransformacja do nowych wspoéirzednych
f f
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Ponadto mozemy znalez¢ rownanie spetnione przez macierz
C'(i) — EC(Z) [ = 19"9f

. : S .
amplitud wystepujgcych we wzorze ,'— Z C' cos(a)l.t 4 %)
i=1
Wiemy ze macierz amplitud C®  wystepujacych we wzorze

A
q= Z C? cos(wt+¢,)
i=1
spetnia rownanie
(I% — a)fM)C(” =0

Mnozgc powyzsze rownanie lewostronnie przez macierz R
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iuwzgledniajactoiz  R'=RT oraz  pp- papRT K= PRPT
otrzymujemy
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Dokonajmy kolejnej transformacji do zmiennych, w ktérych macierz M’

zostanie sprowadzona do macierzy jednostkowej ¢, \/7% , 1=12,...,f
W nowych zmlennych funkcje Lagrange’a mozna zapisac w postaci
1 f 4 1 f "n._n 1 4 " " "n_n
L=> Z,leq _ZKkZQk% = g - Kiqiq, = (q qu —q 'K q )
2 k,l=1 2 k=1 2 k,l=1 2

gdzie K;, EK—”d:K,',’c k,1=12,....f
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K''  -macierz symetryczna 1 rzeczywista czyli hermitowska

f .

Ponadto  ¢'', = ZC”(’) cos(wt +@.) O = Jp ' 1= f

(K —olM’ )C'(l)l lOQZ Ky—o, ﬂk5kl)c'(l) OQZ( it Ky~ m5kz)c'(’)
\/EZ (Kkl 25/61)\/7(?'(1) \ \/'LT"Z kI i25kl)c"gl) =0 (K" —; lk”(l) =0

Dlagonallzaqa macierzy K”

Macierz K” jest hermitowska, wiec jej wartosci W’rasne sg rzeczywiste. Wektory wtasne
odpowiadajgce roznym wartosciom wiasnym sg ortogonalne. Wektory wtasne odpowiadajgce tej
samej wartosci wtasnej mozna zortogonalizowac. A zatem istnieje mozliwos¢ znalezienia f
wektoréw wtasnych ( ~wymiar macierzy) tworzgcych baze ortogonalng . Poniewaz macierz K”
jest hermitowska i rzeczywista to sktadowe wektoréw wtasnych mozna wybrac tak by byty
liczbami rzeczywistymi. Macierz Z przejscia do bazy ortogonalnej ztozona z unormowanych
ortogonalnych rzeczywistych wektoréw witasnych macierzy K” jest unitarna i rzeczywista .
Macierz K” zapisana w nowej bazie jest diagonalna ztozona z kwadratow czestosci drgan .
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unitarna - Z—l — Z*T, Km =7 nz—1 -7 ”Z*T —7 n—zT — . .2 . .
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Funkcje Lagrange’a mozna zapisac w postaci i o o0 -- w; |
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transformacja do nowych zmiennych

= %(Tiu _uT[%’”u) gdzie u= Zq" u tzw. wspotrzednych normalnych
Ostatecznie funkcja Lagrange’a we wspotrzednych normalnych przyjmuje postaé
diagonalng Poprzez ciagg transformacji wspoétrzednych uogdinionych
1 Lo 22 dokonalismy jednoczesnej diagonalizacji macierzy
L= Z U, — WU, : . .
245 mas I\4 | statych sprezystosci K. 0 ]

Ponadto " =2C'" u, =) C" cos(wit +9,)
i=1 _ .
(]%" _a)izik‘”(i) =0 (]%'" _wiZikvnv(i) -0 ((013 . a)iZ )C”'g) —0 C 0 — C'L(

") — k=1,....,
o, # 0= =0 s 0 }a wspotrzedna

Gdy nie ma drugiej czegstosci drgan @,  dlaktore] o, =, tomacierz ' odpowiadajgca
czgstosci @, moze mie¢ tylko jeden niezerowy element w wierszu i-tym. W przypadku
wystepowania cz¢stosci wielokrotnych mozna tak dobra¢ elementy macierzy by warunek ten

byt rowniez spetniony
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Znalezione wspotrzedne u=Z2ZSRq = I/f/q to wspotrzedne normalne gdzie

[ 12 - -
Wt 00 4 )
1/2
5 0 w* - 0 |4, “, -
S 9=\ - u= | pM=5>
0 0 ... '
i Hy 149 | u,
4 1 f .2 2 2 - -
We wspotrzednych normalnych |L = Ez(u" —a)kuk)
k=1
zas rownania Lagrange’a przyjmujg postac
i +ou. = 0, i=12,....f (réwnania dla jednowymiarowego oscylatora harmonicznego)

Zmiany kazdej ze wspotrzednych normalnych gdy «, =0 Sg opisane funkcjg
harmoniczng o Scisle okreslonej czestosci. Wprowadzajgc oznaczenie 4Y =C"?
u(t) — 4D COS(a)l.t + 0, )’ i=12,..., f (drgania jednowymiarowego oscylatora)

1

Poprzez transformacje odwrotng mozna wréci¢ do zmiennych q

S W = RTS727 28R = RS 27 28R =
q=W"u=R'S"Zu _RTSSR=RTR=RR=1
| zapisac drgania w pierwotnych wspotrzednych uogodlnionych g jako
kombinacje liniowg modéw normalnych



