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Korzysci wynikajgce ze sformutowania rownan ruchu przy wykorzystaniu
rownan Lagrange’a Il rodzaju

Ly

2)

Réwnania Lagrange’a II rodzaju stwarzaja mozliwos¢ tatwego sformulowania
roOwnan ruchu dla pojedynczego punktu materialnego 1 uktadu punktow
materialnych przy wykorzystaniu do opisu potozenia punktow materialnych tzw.
wspotrzednych uogodlnionych, ktore mozna wybra¢ na wiele sposobow. Umiejetny
ich dobor niekiedy decyduje o mozliwosci tatwego rozwigzania rownan ruchu.
Gdy mozna za te wspotrzedne przyja¢ wspotrzedne w uktadzie krzywoliniowym do
sformulowania rownan ruchu nie jest konieczna znajomo$¢ rozkladu wektora
przyspieszenia  na skladowe w uktadzie krzywoliniowym. Najtatwiej jest
sformutowa¢ rownania ruchu w przypadku gdy wszystkie dzialajace sity sg potencjalne.

W przypadku analizy punktu materialnego lub uktadu takich punktéw na ruch
ktorych natozone s3 wiezy rownania ruchu wynikajace z rownan Lagrange’a 11
rodzaju rozwigzuje si¢ bez koniecznosci uwzglednienia warunkow wynikajacych z
roOwnan wiezoOw. Ponadto nie zawierajg one sit reakcji.



Wstep-wybor wspotrzednych uogdéinionych

Rozwazamy ogolny przypadek uktadu ztozonego z n punktéw materialnych, na

ktory natozono p wigzéw holonomicznych dwustronnych. W przypadku ruchu
punktow w przestrzeni trojwymiarowej uktad jest reprezentowany w 3n
przestrzeni konfiguracyjnej przez punkt obraz, ktorego potozenie dane jest
wektorem 3n-wymiarowym X =(X,X,,...,X;, a rOwnania wi¢zOw mozna
zapisa¢ w postaci rOwnan  f, (x,£)=0 gdzie k=1,......p

Wspoétrzedne uogdlnione - zmienne niezalezne takie ze kazdemu zespotowi ich
wartosci odpowiada jednoznacznie pewne potozenie uktadu zgodne z wiezami. llosC
wspotrzednych uogolnionych jest rowna ilosci stopni swobody f (dla ruchu n punktéw
w przestrzeni 3DIM na ktory natozono p wiezow =3n-p)

B B . Wspotrzedne kartezjanskie sg
X —xj(ql,qz,...,qf,t)—xj(q,t), J=12,....3m jednoznacznymi funkcjami

q= (%»6]29- .y ), f=3n-p wspotrzednych uogdlnionych

Po wstawieniu relacji wigzgcych
wspotrzedne kartezjanskie z uogolnionymi
do réwnan wiezow, rownania te muszg

of, k=12,...,p sta¢ sie tozsamosciami czyli by¢

fi(x(g,1)t)=0=>=£=0 B spetnione dla dowolnych wartosci

oq, 1=12,....f , e S
wspotrzednych uogolnionych. Rownania
wiezOw nie ograniczajg wartosci
przyjmowanych przez te wspotrzedne



Rownanie wigzoéw we wspotrzednych kartezjanskich
f=x"+y"+z"-R*=0

Ruch po powierzchni =liczba stopni swobody =2

Za wspotrzedne uogdlnione mozna przyjac 2 z 3

wspotrzednych w sferycznym uktadzie

wspotrzednych a mianowicie kat biegunowy 0 1

azymutalny ¢. Zwigzek wspotrzednych w uktadzie
kartezjanskim ze wspotrzednymi uogolnionymi

X=Rsmélcos@ 0<O<r

0<p<2rx

y =Rsinfsing@

z=Rcos0 . o _
Mozna tatwo pokazac iz rOwnanie wigzOw jest spetnione tozsamosciowo dla

dowolnych wartosci wspotrzednych uogolnionych z zakresu ich zmiennosci i
wspolrzedne te jednoznacznie okreslajg potozenie punktu na powierzchni kuli

f=x"+y"+z°—R’>=R’sin’ @cos’ g+ R’sin’ @sin” p+ R’ cos’ 0— R’ =
R’ sin’ 6?(cos2 @+sin’ gp)+R2 cos’ - R’ :Rz(silf 0+ cos’ 6’)—R2 R _R =0



Przyktad —uktad ztozony z 2 cial (punktow materialnych) poruszajacych si¢ w
przestrzeni trojwymiarowe] na ruch ktorych nie natozono zadnych wigzow

Liczba stopni swobody f=n*3-p=2*3-0=6
Za wspotrzgdne uogolnione mozna przyjac sktadowe wektoréw wodzacych 7,7,
obu ciat w dowolnym inercjalnym uktadzie wspotrzednych czyli np. wielkosci

—_
—

xlaylazlaxzayzazz gdzie " =Xl +y1] +Zlk9 ry = X,1 +y2] +Z2k

ale takze sktadowe  Xm>VmoZm>XyusY 52y,

m1; + myr- - - -
1"1 12 . :
=x,i+y,j+z,k

—3|

R= =x,1 +y,J+z,k, ¥ =r—

wektorow
m, +m,

R -wektor okre$lajacy polozenie $rodka masy

. - _ P m, - -~ _ B m - .
Poniewaz n=~R- ¥ n=R+ " to zachodzi np.
m, +m, m, +m,
_ n, _ m
X, =Xy —————X,, X, =Xy, +———X,
m, +m, m, +m,

Wybor wspotrzednych uogolnionych zarowno dla uktadu punktow materialnych jak i
pojedynczego punktu mozna dokonac na wiele sposobow . Dla pojedynczego punktu materialnego
na ktory nie nalozono wiezow wspotrzednymi uogdlnionymi mogg by¢ wszystkie wspotrzedne w
dowolnym krzywoliniowym lub kartezjanskim uktadzie wspotrzednych.



Brylta sztywna jest ztozona z nieprzeliczalnej liczby punktow materialnych pozostajacych w
statej odlegtosci od siebie.

Liczba wspotrzednych uogodlnionych rowna liczbie stopni swobody dla uktadu ztozonego
z n bryl sztywnych: f=6n-p gdzie n-liczba bryt, p-liczba wiezoéw holonomicznych
zewngetrznych ograniczajacych ruch bryl sztywnych

Dla pojedynczej bryly swobodnej na ruch ktorej nie narzucono wigzéw zewnetrznych (=6
(potozenie pojedynczej bryty okresla potozenie 3 jej punktdw pozostajacych w statej
odlegtosci od siebie nie lezacych na linii prostej).

Wspotrzedne uogolnione: 3 wspotrzedne okreslajace potozenie srodka masy oraz 3 katy
Eulera okreslajace orientacje 3 prostopadtych osi sztywno zwigzanych z brylg wzgledem
osi nieruchomego uktadu wspoétrzednych .

Gdy jeden z punktoéw bryly jest nieruchomy (3 wi¢zy) to liczba wspotrzednych maleje do 3
1 jako wspotrzedne uogdlnione nie wybieramy wspotrzednych okreslajacych potozenie
srodka masy .

Gdy bryta obraca si¢ wokot nieruchome;j osi ( dodatkowe 2 wigzy) to liczba wspotrzednych
uogolnionych maleje do 1 1 za jedyng wspotrzedng uogdlniong mozna wybra¢ wspotrzedng
wprowadzong do opisu ruchu po okregu punktu bryty nie lezgcego na osi obrotu



Oox .
xj:xj(ql, ..... ,qf,t) X, (q,t)—>x _Z_qk_l__J_)

. prol/ ot
% _$%0 .2 i =4, .0.0
oq, = 09,04, 0q,0t =Gy}
dox,) &L ox, | x, % % e
df(&bj i ; 69,00, """ ot0g, e
A 82x . @2
;8 0q, ™ @q;@t \Z’l :;’f@;]

g, = % -predko$¢ uogdlniona zwiazana ze wspotrzedng uogdlniong ¢,
t



Wyprowadzenie rownan Lagrange’a ll rodzaju z zasady d’Alemberta
(znajomos¢ wymagana)

Po wstawieniu relacji wigzacych wspotrzedne

k=12,....0  \artezjanski SInionymi do rownaf
janskie z uogolnionymi do roéwnan

[=12,..., f wigzOw, rownania te stajg tozsamosciami i

nie zaleza od tych wspotrzednych

p-liczba wigzow, f-liczba stopni swobody

sc =0  zasady d’Alemberta wynika iz

Uogdlnione przesuniecia
of, Ox, L 3 of, Ox, wirtualne zgodne z wiezami
1= Z 28—6—6% — sg dowolne (zwigzek po lewej
X v jest spetniony tozsamosciowo,
tzn. warunek na zgodnos¢
dowolne przesuniec z wiezami nie
ogranicza dowolnosci 4q)).

/=1




Z innego rownania zasady d’ Alemberta wynika 17

3n
0= Z(X —m X, ) Z(X —m ¥ )Z ?&b — X, —skladowe wektora sity
=1 =1 04,
7 5 ; : 5 Sita dzialajaca na i-te ciato:
L X, X
= X —L->mi —L F=X, i+X, j+X.k
;(; J 5% = J7J 8% ) 3i-2 3i-1 3

3 ox. d [ ox, ox. Ox,
. A L Ox . J J Jo_ J
ity uoglnione | ) = ZXJ J

O di\ o oq, 0q,
o 5% q, q,

imx.%:w da mxai —im.fc.d % :Z/ T = S x,energla
= J J aql - dt J J aql —

‘< 2 kinetyczna
/

-4 imjxj 55?]. —imjfcjﬁz /s ﬂ% _imj 556]2- :/d 6T i
de\ 75 0q, = oq, dt 2 09, ) 53 2 o0q, dt\oq, ) 0q,

X=(Xppeeer X jpenees X3 ) G = (G, .4q,) T'=T(q,q,t)=T(x(q,q,t))
X=(Xppeeis Xy X3,) G = (Gpsennnnq )

N\, dor or), _ d(or\ or_ = .~
;(Ql dtaql+aq,]/5qlo - dt(aq'lj a2 1S

dowolne Roéwnania Lagrange’a Il rodzaju-postaé¢ ogdlina



Przyklad: Sity uogdlnione i rownania Lagrange’a II rodzaju dla uktadu ztozonego z 2 ciat (punktow
materialnych) poruszajacych si¢ w przestrzeni troywymiarowej na ruch ktorych nie natozono zadnych
wigzow przy wyborze jako wspotrzednych uogolnionych sktadowych wektorow g 1 7

Na ciata dziataja sity wypadkowe F=Fi+F,j+Fk, F,=Fi+F, j+Fk
Wektor srodka masy i wektor okreslajacy potozenie ciata 2 wzgledem pierwszego

R = =X, +y,,J+z,k, rzrz—rl:xﬂi+yﬂj+zﬂk
m, +m, R L = m R L = m ~
przy czym rl - 'xll yl] 2L 7"2 - .le y2] Z; m, + m, m, + m,
Wybierajac za wspotrzedne uogolnione wielkosetr 7 | Xy VZ, uwzgledniajac relacje
m, m,
X, =X, — X, X, =X, + X,
m, +m, m, +m,
n, m
yl - yM - y,u y2 - y + 7,
m, +m, m, +m,
m, m,
Z, =2, — z, Z, =2, + z,
m, +m, m, +m,
widzimy jaka posta¢ majg sity uogdlnione np.
J Ox ox 0 0z ox 0 0z
0, :ZX' ]:Fl 1"'Fl i"'Fl 1"'Fz 2"'Fz L"'Fz 2:Fl +F,
M J X y z X y z a X x
o Oxy, Ox,, X, X, X\, X\, X\,
§ Ox Ox 0 Oz Ox 0 Oz m m
Qx :ZX]_J:EX : Ey yl Ez 1 F2x_2+F12yﬁ+F122 2= 2 Ex+ 1 F2x
©E o, ox,, ox,, ox,, ox,, ox,, ox, m, +m, m, +m,



2
T = iZ m, (77)2 jako funkcji sktadowych¥y > Var> 25XV s 2,
- i=1 . . . . . .
wektorow R i 7 1ich pochodnych po czasie *u>Vur>Zm>Xyu5Y 52,

=5

I, =1 +R

i=1 W wyktadzie 1 pokazano iz
2 . .2 .
%ZmiRz =%Rzzmi =M 2 M=m;+my T =—ur® gdzie p=

2 m, +m,

czyli




PAVREIRER

Poniewaz 1 =

(ml +m2)
s

Xy +_)/M +ZM)+E

mm,
m +m, -Masa zredukowana

to zachodzi np.

d(or ) or _d((m+m,)x,)
dt\ ox, ) ox, dt
dfor) or _d (ﬂxﬂ)
dt | ox, ax dt

Przyktadowe 2 z 6 rownaﬁ Lagrange’a II rodzaju przyymujg postac

= (ml +m, )jéM

_,wfﬂ

d G-T — or =0 = (m1 +m, ))'c'M =F, +F,  jedno z 3 rownan opisujacych
dt $8xM OX)y : ruch srodka masy

i éT 8T _ Q = 1 ny F_+ i F,  jedno z 3 réwnan
dt| ox, Gx “ m1 +m, m, +m, opisujacych ruch
Gdy F=-F,=F, =-F, =&,=F, ,=0 wzgledny

Pozostate 4 analogiczne rownania opisujg zmiany w czasie y, .z, , ViusZ,



Przyktad: Sity uogo6lnione dla swobodnego punktu materialnego we
wspotrzednych krzywoliniowych

Gdy wspotrzednymi uogolnionymi opisujgcymi swobodny punkt materialny o masie

m s3 wspotrzedne w uktadzie krzywoliniowym to wowczas G = 1 or
: L 6ql
=S B ()
= / 0q, oq, ! L wspotczynnik Lamé

Np. w uktadzie cylindrycznym L = L =1L = P
szﬁ-ép:Fp 0, ,0( ) pF =D, Q.,=F-e =F,

Sity ©,.0. s3 rzutami sily wypadkowej na kierunki wyznaczone przez wersory
uktadu cylindrycznego a sita uogdlniona €, reprezentuje z-owa sktadowa
wypadkowego momentu sity

x:PCOS(§9) 0, Z % _ 8x+F 8_y+F ﬁ:F cosp+F sinp=F-é
— j ap ap y z X y P
=

y = psin(p) op " op
2 Ox ox ay 0z ,
z=2z =X —L=F —+F +F—:—F sinp+F pcosp=—F y+F x=D
0, ]Z; 129 Tagt g, g, = fpsing+ Fpecosp=-Fy+Fx=D,
3 Ox . ¢, =cos(p)i +sin(p);
0.-Yx Y p X p Y pZ _p ;
= 0z 0z z 0z F=Fi+F,j+Fk



. Ox . Ox . . . .
x=pcosp = x=—p+—¢=cos(p)p— psin(p)p

op  Op x; =x,(4,9)
y=psing= =2 5+ 2 =sin(p)p+ peoslply
op 0@

Z=z=>2Z=2Z
5? 2 — 1 S 2 .+ 2 .2
T=m(5c2—|—)';2+z'2):m('0 COS ((p) ZCOS((o)sm(gp)pp¢+p sin (¢)¢ n 2}
z

2 p*sin’(p)+2sin(p)cos(p)opg + p* cos*(p)p” + 2
= %(,[)2 (0082 (@) +sin® (gp))+ p° (sin2 (p)+ cosz(go))(p2 +z° ): %(pz + P’ + 2'2)

Do powyzszego wzoru mozna dojs¢ takze wychodzac ze wzoru na energie
kinetyczng wyrazong od razu przez sktadowe predkosci w uktadzie cylindrycznym

VsV, V.

Poniewaz uktad cylindryczny jest uktadem ortogonalnym

( czyli zachodzi ¢, -6 =¢-¢=¢-¢=0 )
. . m

to energia kinetyczna 7 =— (vi + v; + vj)

2



Poniewaz sktadowe predkosci w uktadzie cylindrycznym sg rowne
v, =Lp=p Vo=Lo@=p¢ vy =1L,2=7 toenergiakinetyczna
M, 2 2\ _M(.) 2.2 | 2 Lo
T :E(v" +v, +VZ):E('O +p0°Q" +zZ ):T(p,p,ga,z)
Obliczenia pomocnicze prowadzgce do rownan Lagrange’a Il rodzaju

d(oT) or _d(mp)
di\op) op

~mpg* =m(p— pg*)=ma,
L_ —z-towa skladowa momentu pedu
d(or) or dlmp’p) dL

. Z: o o 2..
dt\ o¢ ) 0¢ dt dt 2mpep +mp”p

d (8Tj oT  d(mz)

_ — =mz =ma
dt\ 6z ) 0z  dt ) I a7

— — __:Qp:>map=Fp

Rownania dt\ Op op

Lagrange’a II rodzaju : d(oT\ oT dL
_ — | = — = A D
di\ 6 ) oo o a
- a_T _a—T:szmaZ:FZ
dt\ 0z oz




Rownania Lagrange’a Il rodzaju przy sitach potencjalnych (znajomosé dowodu wymagana)

Niech sity dziatajgce na ukfad punktow materialnych majg potencjat V(x,t)
oV

E:—gradiV i=1,..... N = X, =——, j=L12,....3n
('3xj
n ovox, oV
0=>)X ]—_ Z , 1=12,...,f
=1 oq, 8x a% a%
gdzie V(g.t )=V( (g.t ) t)
d oT OT d oT 0OT _6V:> d 8T_8(T—V):O, =12, f

dt 04, ) aq, = dt 0q, 5‘]1 aq, dt 0q, aq,

W _g_dor-y) or-v)_,

aq, dt  0q, aq,

( d|( oL oL Funkcja Lagrange’a (Lagrangian)

<dt(6q'l] oq,  1=12...f Lq.4.1)=T(g.4.t)-V(g.7)
L=T-V

Posta¢ rownan Lagrange’a nie zalezy od wyboru wspotrzednych uogolnionych.
Réwnania te sg niezmiennicze wzgledem zamiany tych wspotrzednych (tzw.
przeksztalcen punktowych). Mozna je stosowac takze do opisu ruchu bryt
sztywnych przy wlasciwym wyborze wspotrzednych uogdlnionych



Dla punktu materialnego o masie m, na ruch ktorego nie natozono wigz6w mozna np.
przyjac za wspotrzedne uogolnione sktadowe jego wektora wodzacego w uktadzie

kartezjanskim czyli przyjaciz q, =x,q, = y,q; =z

Przy zalozeniu iz sity dziatajace na punkt sg potencjalne

A A
Ox g oy Oz

Mozna okresli¢ funkcje Lagrange’a jako

L(q,q',t):L(x,y,z,)'c,j/,z',t):T()'c,j/, ) V(x,y,z,t)=— (x +y +z ) V(x,y,z,t)

Réwnania Lagrange’a 11 rodzaju przyjma postac

i 6—L —a—L:O:i(mfc)+a—V=O:>m)'é—Fx=O:>m)'é=Fx
dt\ Ox Ox dt Oox
d 51.4 _O_L_O:>—(my)+8—V—O:>my F,=0=>my=F,
dt\ oy ) Oy oy

E ——=0=>—m2)+—=0=>mz-F, =0=>mz=F,

d(0L) oL d oV
0z 0z dt 0z



F=axt 4yt 42

x = rsin(@)cos(p)

z
. . cos(f) = —
y = rsin(@)sin(gp) x by
_Y
z = rcos(0) iglo)= a
~ o _ 5 &,xé,=¢ & xe . =¢é, X
€. Xey,=e, 07 "¢ % r 0 X N
F=ré V=¥ =7 +r6 in Oge
: V=r=re, +rbe,+rsinbpe,
e, ¢ e, e, ¢ e,
L=Fxp=mFxV)=mlr. r, r,l=mr 0 0 =Oér—mrzsin«9gbé’9+mr29§¢
V. YV Y, 7 rf rsinfp

a=F—r@* —rsin’ 0p* . +\2/0+r0 —rsin@cosfp* B, + (2 sin G ¢ + 2r cos B0¢p + r sin O e
r 0 ?

Sktadowe gradientu funkcji skalarnej 4

doh 10h 1 oh




' - 0 _ . 1 0
Dygresja Operator gradientu grad=v = ;gradiei gdzie grad, =15

Dowdd: Infinitezymalnie maty przyrost dh funkcji 4 zwigzany z przyrostami

dq,,dq,,dq; wspotrzednych ¢,,9,,4; dh = Z—dql

j=1 i=1
al’ . or
—wektor rownolegly do wersora ¢ =

1
1

3
dh=">"|gradh) e, - z(%’” dqu

Jj=1 i=1

3 3 =
dh = gradh-dF =) [gradh) e, -Z(s—r dqij

or |.
8ql

e

oq,

i

or

dh =Y [gradh] (Gq dql]‘ ¢ =iZ3l‘,[gradh]£ .

J.i=l1

dgq, ] .
Z porownania Wzorow

w,ramkach
- 2 2 2 /
or| _on, [(ox) (av) (&=} _1on
aqi aqi aqz‘ aqz‘ aqz‘ L, aql'

L;-wspotczynniki Lame’ L, =1,Lg =1,L, =rsin(6)

1 i

oh
g,

[grad h], =—/




Przyktad: Funkcja 1 rOwnania Lagrange’a Il rodzaju we wspotrzednych sferycznych

Dla punktu materialnego o masie m, na ruch ktorego nie natozono wigz6w mozna np.
przyjac za wspotrzedne uogolnione takze wspotrzedne w uktadzie krzywoliniowym
np. sferycznym czyli przyjaé izq, =r,q, =0,q; =@ przy czym

x=y(r,60,p)=r sin(@)cos((p) 2
y=y(r,0,0)=r sin(@)sin(€0)
z=z(r,0)=r cos(@)

Poniewaz jest to uktad ortogonalny
1 sktadowe predkosci w tym uktadzie sg rowne :

T:%(vr2 +v +V<§):%('2 1207 + 7 sin’ 09 )= T(r,0,7.0,¢)



Energie kinetyczng mozna tez okreslic w nastepujgcy sposob

x=rsinfcosp =

X = Ox 7+ ox 6+ X ¢ = sin(8)cos(p )i + r cos(8)cos(¢ )8 — rsin(8)sin(p )
or 00 Op

y=rsin@sin @ =

Y= %Y r+ Y 0+ » ¢ = sin(8)sin(@ )i +  cos(8)sin(p )@ + rsin(8)cos(p)p

or 90 ¢

z=rcostd = Zz%f+%6)=cos(9)f—rsin(«9)9
r

T:%(ic2 + 57 +z’2):%(f2 +120 + 17 sin® 05°)



Przy zatozeniu iz sity sg potencjalne mozna okresli¢ funkcje Lagrange’a jako
L(q.4.0) = L{r,0,0,7,0,¢.t)=T(r,0,7.60,6) -V (x(r.0,0), y(r.0,0),2(r,0),1) =
_ %(ﬂ + 120 + 17 sin” 07 )~V (r,0,0,1) =

Rownania Lagrange’a I1 rodzaju przyjma postac

d (aL)_a_L:():>i(mf)_mézr—msin2(9)¢2r+%—l/=O:> m f—r(éz +Sin2((9)§b2)]=—a—
’ r

ar\oi ) or

= ma, =—|gradV] ={ma, = F

i(@_LJ_@_L =0=> i(mrzé) —mr” sin @ cos B¢ +8_V =0= mr[2f9+ r —rsin000s9¢2]: —rla—V
dt\o6) o6 dt 00 r 06
= rma, = —r|gradV’], =|rma, = rF,

a4 a—L_ N i(mr2 sin2(9)¢)+a—V =0= i(mr2 sin*(0)¢) = —rsin @ ! i
dt\op ) Op dt op dt rsiné o@

djz =rsindF, =D_| D,-z-owa skladowa momentu sity
t

L. =mxy—myx =mr’sin’(8)p - z-owa sktadowa momentu pedu

a=a.e, +ae,+a,e,= (if'—réz —rsin’ G¢° )Er + (2f9+ré—rsin 0 cos O’ )éa + (2 sin &g+ 2r cos 00 + rsin Hgb)@
ov_. 10V . 1 oV.

gradV =|gradV] é +|gradv],é, + [gde]q)EgD = ger +;£€9 + 5in(0) 9 €

= d;;z = —rsin&gradV| , =




Dodatki: Szkic dowodu wzoru D. =rF, siné

—

D=rxF=re ><<Frer + Fye, +F¢e¢):
= 1F,(¢,%&,)+rF, (e, xé,)+ rF,(é.x¢,)=rF,é, —rF ¢,

—

é, =sin(@)cos(p)i +sin(@)sin(¢p); +c (Q)q é, cos(@)co (@) + cos(@)sin(go) j — sin(@)]g

, =—sin(p)i +cos(p)j Kk =

W
~.
~.}
[l
~.}
!
[l
!
~.
[l
=)
\l

Szkic dowodu wzoru L, = mr” sin’(6)p

L=rxmy=mre, x(ve +V,€e, +V,€ )

r

|

—

r
=mrv (6. x& )+ mrv,(é x&,)+mrv (e X e ) mrvye, —mrv, e,

LZ=L-k=mrv9(é’¢ k) mrv(p(ée k) mrve-O—mrvgp-(—sinﬁ)zmrvwsiné’
v, =rsinfp= L. =mr’sin’(0)p



Pedy uogodlnione
P BT YUY N PN o N DI /R
oq; dt\ 0q, oq, dt 0gq,
oL

Zwigzek miedzy pedem uogdlnionym p, zwigzanym ze wspotrzedng q, :5_621
a sktadowymi w uktadzie kartezjanskim wektorow pedu punktow materialnych

. 0 (A1, oT oL
=m.x. r¢ =M X, = —— —m, X =1,2,...,3n
pm,] m]x] rOWHyCh p >J J J 6x] (;2 k kj 6)(: 6)2:] ’V\‘]

L(q,q,/t) L(x(g.),5(q.d.1), r>=T(x)—V(x f) L(x,x,t)
aL 3n aL ax 3n
p=—v=)——-> —mej [=12,....f
an J=1 ax] aql I
0%, ox,
6_41_8%

(wektor pedu i-tego punktu w uktadzie kartezjanskim:

Ppi =M1 = [mi‘xi’miyi’mizi] = [pm,Si—27pm,3i—1’pm,3i] ) , i=1,..,n



——— p,,—, [=12,...,f
b aq, JZ; ja%

Gdy wspoétrzednymi uogolnionymi opisujacymi uktad ztozony wytacznie ze
swobodnego punktu materialnego (i=1) o pedzie

ﬁm :m;::[mx’my’mz.]:[pml’pm2’pm3]:[px’py’pz]

, x = pcos(p)
sg wspohrzedne 9,=P9= P45~z .
to y = psin(p)
: X Ox 8y Oz : _
= —L=p —+p cosQ+p sinp=p -é 2=z
JZ, Doy = Pag F Py D =D COSPE pysing =D, €,
p —23‘,19 T p & x +p & p%—— psing+p pcose =
@ = mj 8(0 X 8(0 y a z a¢ px py
=-p.y+px=1L, z-towa sktadowa momentu pedu
B 23: ai o 8y Oz
= pmj 82 px 82 py a pz 82 pz )

e, = cos(p)i +sin(p);

Pn=Did+D,j+Dpk



Calki pierwsze rownan Lagrange’a |l rodzaju

Catka pedu uogodlnionego zwigzanego ze wspétrzedng uogolniong

d) L) Ok g 9L _o 9L 4 o, —const
dt\oq, ) og. dt g, oq, dt

Jezeli funkcja Lagrange’a nie zalezy od jednej ze wspotrzednych
uogolnionych (taka wspoétrzedna nazywana jest wspétrzedng
cykliczna), to ped uogodlniony zwigzany z tg wspodtrzedng jest catkg
ruchu.

Ped uogolniony nie musi mie¢ wymiaru pedu mechanicznego



Calki pierwsze rédwnan Lagrange’a Il rodzaju

Catka uogolnionej energii

. oL .. oL . .. OL . .. OL .
p=—"=>pn9=—9¢=>p9-———9=0 DZ(Pz‘]z_a%j:O
/

aq, aq, aq, =

b(amgea)-o- 3

dt aql

L(d oL . OL . d [ oL . OL.) oL oL
:>Z (plql) —q,— g, |=0 =— szql 4 t=—q |-+ =0
=1 dt aql aql dt /=1 /=1 8 / 8% at at
d (< dL oL d (< oL dG oL
a ey L _L|+==0 9% oL _ dzie
; ;pl%J Jr o dt(;(pl%) ] ” + o =0
A
1. L[ OL oL OL  ze wzoru na pochodng . CN. )
= g |+ - G460 =D Pl 4:1)d, ~g-41)
i ;(8% q o, lj o zupetng L po czasie ;1 !
Uogo6lniong energie traktujemy w
ogodlnosci jako funkcje
d_G + 8_L =0; 8_L — 0= d_G = 0= G =const] wspotrzednych uogolnionych
dt ot ot dt P :
predkosci uogdlnionych 1 czasu.

Jezeli funkcja Lagrange’a nie zalezy jawnie od czasu, to uo

dG oL
Ogolnie ;5 =~ 4

golniona energia jest statg ruchu



Jaki jest sens funkcji G-uogolnione| energii? (dowod wymagany)

Caly czas zakladamy ze sily sa potencjalne czyli L=7(¢,4,0)=V(g,1)

Dodatkowo dobieramy wspotrzedne uogolnione g, tak by wzory transformacyjne
migdzy wspotrzednymi kartezjanskimi uktadu punktow materialnych a wspotrzednymi
uogOlnionymi X, =x;(¢) nie zalezaly explicite (jawnie) od czasu. Taki dobor
wspoltrzednych jest mozliwy gdy rownania wigzow nie zalezg explicite od czasu
Energia kinetyczna jest jednorodng funkcjg

f
X, =x,(q) > %, = Z%ql =%, (¢.9) kwadratowg predkosci uogoélnionych i nie
o 0q, \ zalezy jawnie od czasu
1 & . 1 < . . . 3n Ox, Ox,
I'= Ezmjsz' = ) Zakz(Q)Qk% =T(q,q) |gdzie aq,(q)= ij a—Ja—J
= = j=1 9 94,
; L oT /
WOWCZ&S Za—qm = Zakm (Q)qum =27 dy (Q) =y (Q)
m=1 m k.m=1
S S L / T
G=> pg—L= a—,q,—Lz a—,ql—T+V=2T—T+V=T+V
=1 = 04, 04,

Widaé iz przy powyzszych zatozeniach uogélniona energia | ¢ =T(q,¢)+V(g.1)
ma sens catkowitej energii. Uwzgledniajgc to iz 5_T:0 jest ona stalg ruchu
ot
oV oL

gdy potencjat nie zalezy jawnie od czasu yp(g,f) = V(g)= 0= —==0= G = const
ot ot




2]:1 253
x; =x,(q)
_v/i X S 8x
-1 k:laqk
1 & f[ jf{@x..] 1 (e, Ox, Ox
I'= = —q —4, ||== ——L 4,4, =
s =3 S S | (a3 2 B i e
3n ox. Ox,
a u\q) = j—J—J
];1 (@44, a,(9) Zlm "
S a =d

m

or _ / !
Fr EZ a,,(9)q, + Z a,, (q)qkj EZ @ (@i + D (q)c}kj =

m

— ; LoT . - .
;ak’"(g)% Z—.qm = Zakm(Q)Qka = Zakz(Q)Qk% =2T

m=1 @qm ke,m=1 k,i=1



Wskazowki przy wyborze wspoétrzednych uogoélnionych

1) Czesto korzystny jest taki wybor wspotrzednych by jak najwieksza ich 1los¢
byta wspotrzednymi cyklicznymi czyli pedy z nimi zwigzane byty catkami
ruchu.

2) Gdy wiemy iz ruch zachodzi w plaszczyznie to za wspotrzedne uogdlnione
przyjmujemy wspotrzedne stuzace do opisu potozenia ciata na tej ptaszczyznie.

3) Jezeli jest taka mozliwosc¢ to korzystne jest wybra¢ wspotrzedne tak by kazde z
roOwnan Lagrange’a Il rodzaju bylo rownaniem rézniczkowym zawierajagcym
wyrazy zalezne tylko od jednej wspotrzednej uogolnionej oraz jej pierwszych i
drugich pochodnych po czasie. Jest to mozliwe do osiggniecia gdy zachodzi
separacja zmiennych w funkcji Lagrange’a, czyli funkcja ta jest sumg wyrazow,
z ktorych kazdy moze zalezec wqucznigf od jednej wspotrzednej 1/lub predkosci
wOgOIMONel. £ (g, .. .q .4,y st) = D L,(,5G,01)

i=1
Wowczas uktad rownan Lagrange’a II rodzaju , bedacy uktadem sprezonych ze
sobg f rownan rozniczkowych zwyczajnych rzedu 2, staje si¢ uktadem f
niezaleznych od siebie réwnan rdézniczkowych zwyczajnych rzedu drugiego.



Np. gdy wiemy iz ruch jest plaski, czyli zachodzi np. pod wplywem sily centralne;
F=f (r)% to za wspotrzedne uogolnione wybieramy wspotrzedne stuzace do

opisu potozenia ciata w tej ptaszczyznie.

Moga by¢ nimi wspotrzedne 7,¢ w uktadzie biegunowym Wprowadzone w

ptaszczyznie ruchu, przy czym w ruchu pod wptywem sity F-= f(r)— wspotrzedna
@ jest wspoOtrzedng cykliczng gdyz qv

L= L(rrgp)—z(r +rg0) V(r) gdzie f(”)——g

czyli a—=O:>p za—[fzmrng:[, = const
o Y 0¢ ’

Analizujac ruch pod wptywem sity  f(r)=-k  a wigc oscylatora izotropowego

innym dogodnym wyborem jest wybor wspotrzednych x, y w uktadzie

kartezjanskim wprowadzonym w ptaszczyznie ruchu, gdyz w takim przypadku

F=—kxi —kyj czyli potencjat spetniajacy relacje F =—grady ma postac V= %(x2 + yz)

1 zachodzi separacja zmiennych w funkcji Lagrange’a

L=T- V—z(x +y) lzc(x2+y2):(%x2—Exszr(%yz—ﬁyzj

2 2
a rOwnania Lagrange’a przyjmuja postac

d ( OL oL
i(ﬁ_éj_ﬁ_ﬂ_o:mm 0 —[—.j-—_o:my+ky 0
di\ ox ) ox dt\ oy ) oy



Dla uktadu ztozonego ze swobodnych punktow materialnych na ktore nie dziatajg
sity zewnetrzne wsrod wspotrzednych uogoélnionych dobrze jest wybra¢ 3
wspotrzedne jako wspotrzedne kartezjanskie okreslajace potozenie srodka masy

Zmixi Zj:ml.yl. Zj:mizi M=Sm
= = Zyy = i
Y; Yy M M M
.o X ) , M (-2 2.2 ) (s)
Energia kinetyczna takiego uktadu jest rowna 7 = — W + Yy Iy T

Xy

gdzie T —energia kinetyczna w uktadzie $rodka masy,
za$ funkcja Lagrange’a

L=T-V :%(x; F9 42 TO —y
W opisywanym uktadzie zarowno7T*) jak i potencjal ¥ nie zalezy od
wspotrzednych x,,, v, z),(sa one wspotrzednymi cyklicznymi)
A zatem pedy uogdlnione zwigzane ze wspotrzednymi x,, v, 2,
oL oL _ oL

P = —=Mx, P = =My, P = =Mz,
ox,, oy, 0z,
. oL
. .pXM:aL:aT_aV _0 pyM:a—:O pzM:a—L:O
sg statymi ruchu gdyz ox, Ox, Ox, Y 0z,

(srodek masy pozostaje w spoczynku lub porusza si¢ ruchem prostoliniowym
jednostajnym)



Przyktad-Czastka o masie m poruszajaca si¢ po powierzchni cylindra o promieniu R 1
o os1 Oz bedacej osig symetrii cylindra w polu sity cigzkosci skierowanej pionowo w
dot F=(0,0,-mg) oraz sily sprezystosci skierowanej w kierunku poczatku uktadu
wspotrzednych F = (- kv,~ky,~kz)

Réwnanie wigezow we wspotrzednych kartezjanskich

f=x*+y"-R*=0 <

Ruch po powierzchni— liczba stopni swobody /=2

o
et

Za wspotrzedne uogdlnione mozna przyjac 2 z 3

wspotrzednych w cylindrycznym uktadzie wspotrzednych a

mianowicie kgt azymutalny ¢ oraz zmienng z .
Zwiazek wspotrzednych w ukladzie kartezjanskim ze / @
wspoOtrzednymi uogolnionymi

xX=Rcosgp
y=Rsing

Z =2z

Mozna tatwo pokazac iz rownanie wigzOow jest spelnione tozsamosciowo dla dowolnych
wartosci wspotrzednych uogolnionych z zakresu ich zmiennosci 1 wspotrzedne te
jednoznacznie okreslajg potozenie punktu na powierzchni walca

f=x2+y2 —R*=R*cos gp+R2 sin’ go—R2 —RP—R*=0



x=Rcosgo:>5c=@§b=—RSin(P¢
Op

y:Rsin(p:>)'/=a—y(P=RCOS(P€b
o
z=z=>z=2
P57 )= (R in” s cos” g+ )= (R )

Do powyzszego wzoru mozna dojs¢ takze rozwazajac ruch ciata w uktadzie
cylindrycznym wspoétrzednych , w ktorym do opisu potozenia w przestrzeni stuzg
3 zmienne p, @, z

W tym uktadzie réwnanie wiezow przyjmuje postaé f = p—R =0
Nie prowadza ona zadnych ograniczen na wspélrzedne ¢,z ktore sg dobrymi
wspotrzednymi uogolnionymi



Sktadowe wektora predkosci w cylindrycznym uktadzie wspotrzednych sg rowne

Yo TP v, = PP v, =2

Uwzgledniajac warunek

otrzymujemy iz YV, =

p =R =const zktoregowynika m.in. iz =~ p=0

-

<

Il

=
.

ng(vf) +v; +vf):%(R2(b2 +z'2)

et
ox
oV
F = — = ——
y ky ay

F =-mg- kz——a—V

y4

=V =mgz+§(x2 +y? +22)+const

x> +y* = R* cos’( )+stm (p)=R>

0 /
Potencjal moze zalezec¢ tylko od k

wspotrzednych uogdlnionych 1 czasu; V= mgz +— 9 Z = 9 R +const= V(Z)

nie moze zaleze¢ od X,y

Poniewaz potencjat okreslamy z doktadnosciag do statej to ostatnie dwa wyrazy

mozemy opuscic



Dodatek - Okreslenie potencjatu V(x,y,z)

F. =—kx=—aV(2’y’Z) = Vz—jdex+C(y,z) =jkxdx+C(y,Z) =%kx2 +C(y,z)
X
oV(x,y,z) _ 0C(y,z)
Fy :—k)}:— = — —

oy oy
= C(y,2)=—| F,dy+D(z) = [ kydy+ D(z) = %kyz +D(z)

oV(x,y,z) _ 0D(z) N

F =—mgog—kz=-
: & Oz Oz

= D(z) = —I F.dz + const = j(mg + kz)dz + const = mgz +%kz2 + const

1 1 1 1 1 1
V=—kx’+C(y,z)==ke* +=ky’> + D(z) = = kx* + = ky* + mgz + = kz’ + const
S+ Cly,z) =~k + 2k + D(z) = o 4~k + mgz

Uwaga . W ogdlnym przypadku nie musi zachodzi¢ relacja
V=—[Fdx—|F,dy-|F.dz
(w przyktadzie zaszta ona gdyz F.=F.(x).F,=F,(y)F.=F.(z) )



L =T—V=%(R2gb2 +z‘2)—mgz—§z2

d | oL OL
_0 QI:¢9Q2:Z

di\ég, ) oq,
d a; —8L=0:>i(mR2¢)=0 = mR*'¢=0=¢=0
dt\op ) Op dt
d(0L) OL
E(EJ—Z—Z:OS%(mZ')erngkZ:O =>mZ+mg+kz=0

SposOb rozwigzania powyzszych rownan byt przedstawiony w pliku
wyklad3 mechkl.pdf

Czy catkami ruchu s3 ? oL

Widac iz poniewaz ¢ jest wspotrzedng cykliczng czyli Fy 0 to
d (oL oL . 4
— —O:>p(p=;=mR @ = const

dt\ o¢ )
Ped vogolniony p , zwigzany ze wspotrzedng cykliczng ¢ jest stalg (catka) ruchu
Ped ten jest sktadowg z-towa momentu pedu ciata



M0 ) ko _OL . p,]Jestzetowa sktadowa pedu
L= 2 (R vz ) MEE=H 2 =P = =M mechanicznego. Czy jest calka ruchu?

oL
Poniewaz z nie jest wspoOtrzedng cykliczng czyli --#0  to p, nie jest catkg ruchu

Czy catka ruchu jest uogolniona energia? Jaki ma ona sens?
p, =mR*¢;p. =mz
G i 7, — L »+p z—L EmR’@p° +mz’ mqubZ m'2+mg +k ?
= — = Z— = z —— _— 7+ —7 =
m

2
Poniewaz wzory transformacyjne pomig¢dzy wspotrzednymi kartezjanskimi 1
uogolnionymi nie zalezg od czasu oraz sily sg potencjalne to uogdlniona energia
G jest rowna catkowitej energii ciata.

(R2gb2 +Z'2)+mgz+§zz =T+V

oL
Ponadto poniewaz funkcja Lagrange’a nie zalezy jawnie od czasu — =0

: Ot
to jest ona calka ruchu



Przyktad. Ciato (punkt materialny) poruszajacy sie po przecieciu powierzchni
kuli o promieniu R i sSrodku w poczatku ukladu wspoéitrzednych oraz drgajgcej

wzdtuz os OZ plaszczyzny zgodnie z rownaniem z = Rsin(a)t ( t<3,) wpolu
sily ciezkosci.

Rownania wiezéw mozna w uktadzie kartezjanskim
przedstawi¢ w postaci

flzx2+y2+22_R2:0 f2:z—Rsin(a)t):0

E- v Ruch po krzywej pojedynczego ciata n=1
w przestrzeni trojwymiarowej >liczba
stopni swobody f=3n-p=3-2=1

Do of)isu ruchu ciata nalezy wykorzystac¢ 1 wspotrzedng uogolniong. Moze byc¢

nig wspotrzedna ¢ w uktadzie cylindrycznym. Wspotrzedna ta jednoznacznie
okresla potozenie ciata a wiezy nie wprowadzajg zadnych ograniczen na

wartosci przyjmowane przez tg wspotrzedng
Zwigzki miedzy wspotrzednymi kartezjanskimi a wspotrzedng uogolniong

z = Rsin(wt)
Odlegtos¢ ciata od osi Oz jestrowna , - Jz>_2* = \[R? — R* sin’(wr) = R‘Cos(a)t)f’s(f)w R cos(wr)

a zatem X = PCOS(CD): R COS(C‘”)COS(@) y= PSin(CD): R COS(CUf)Sin(CD)




Mozna sprawdzi¢ iz rownania wiezow po wstawieniu do nich relacji
x=x(@,t),y=y(p,t),z=2z(1) stajg sie tozsamosciami

fi=x*+y*+z2’-R* =R’ COSZ(C()t)[Cosz((D)+ sin2(¢)]+ R*sin’(wt)-R*=R*-R*>=0

f, = z— Rsin(wt)= Rsin(wt)— Rsin(wt)=0

Ox +a—x(p = —-Rwsin

x=R cos(a)t)cos((p)2> X = 5 0

y = Rcos(wt)sin(p)= y = % + g—y(b = —Rawsin(wt )sin (@ )+ R cos(at )cos(p )@
P

wt)cos(¢p)— R cos(wt )sin (@)

—

z = Rsin(wt)= z = Rwcos(wt)

T:%(fcz +37+2)=

=2 (R0’ sin* (er)cos’ (p) + sin’ (p))+ R* cos’ (1) (cos” () + sin* (p)}+ R*@” cos” (wr))+
2R @sin(wr)cos(@t)cos(p)sin(p)p - 2R @sin(wr)cos(ar)cos(p)sin(p)p) =

n
2
m

+_
2
= %(Rza)2 sin’ (ot )+ R? cos®(wrt )p* + R* @’ cosz(a)t)): %Rz(a)2 + cosz(a)t)gbz)



Przy okreslaniu energii kinetycznej mozna by byto tez skorzysta¢ ze wzoru stusznego dla
uktadu cylindrycznego

r= 3("/29 +, +Vz2): 3(/)2 +pg° +22) uwzgledniajac to iz

p = Rcos(ot)= p=-Raosin(wr) z = Rsin(wt)= z = Rw cos(wt)

T = ﬁ(pz + p@” + 22)= %(Rza)2 sin’(wt )+ R* cos®(wt)p” + R’ o cosz(a)t))z

2
= %Rz(a)2 - cosz(a)t)(pz)
oV oV oV :
F. ——a—O,Fy ——5—O,FZ ——E——mg: V—mgz—ngsm(a)t)
L=T-V= %Rz(w2 + cosz(a)t)gbz)— mgR sin(a)t)
d(oL) OL d 2 :
il el e = (mR =
i\ o0 ) o0 0= 7 (m COS (a)t)go) 0=

= %(mR2 cosz(a)t)(b)+ %(mR2 cosz(a)t)(b)(ﬁ =0= 2mR’w cos(a)t)sin(a)t)gb +mR’ cosz(a)t)go =0
v oL
p, =—=mR’cos’(wt)p
09
Ped P, jest réwny z-towej sktadowej momentu pedu ciata gdyz

2 2 : 2 .
p, =mR" cos (a)t)(o =mpP @=L, (uwz. wzérna L. w uktadzie cylindrycznym)



L=T-V= %RZ (a)2 + cos’ (t ) )— mgRsin(ot )

Poniewaz ¢ jest wspotrzedng cykliczng (nie wystepuje w funkcji Lagrange’a oL _ —0)
VIR . oL 97
to ped z nig zwigzanyp,, = mR" cos (a)f)(ﬂ jest catkg ruchu gdyz P, = % =0

Korzystajac z tej catki ruchu mozna tatwo wyznaczyc¢ ruch punktu
przyrownujgc znaleziony ped dla dowolnej chwili czasu z pedem w chwili
poczatkowej ruchu, ktéry mozna okresli¢ znajgc warunki poczgtkowe ruchu

p, ()= p,(t=0)= mR* cos’(wt)p = mR*¢(t = 0)
¢(t=0)  mozna okresli¢ uwzgledniajgc relacje

y = Rcos(mt)sin(p)= y(t =0) = Rsin(p(t =0))  x = Rcos(wt)cos(p)= x(t = 0) = Rcos(p(t = 0))
y=—-Rw sin(a)t)sin(go)+ R cos(a)t)cos(go)go = y(t=0)=Rcos(p(t = )) (t=0)

Gdy np. ¥(=0)=0x(t=0)=R _ ?lt=0)=0
: : = . Y
He=0)=3, He=0=7%
Azatem mR’ cos’(wt )¢ _mR Y0 = = 0
(er)p R VTR J-cosz(a)t) .
Przy wyborze wspo6trzednych uogolnionych jest celowe by w miare mozliwosci jak 20
najwieksza ich ilos¢ byta wspotrzednymi cyklicznymi, co upraszcza wyznaczenie ruchu
uktadu

dt + const = &tg(a)t)
Row



L=T-V= %Rz(a)2 + cosz(a)t)gbz)— mgR sin(awt )

/ p, =mR’ cos* (et )¢

s
G=> pg,—L=p,p—L=mR’ cos’ (wt )@ —%Rz(w2 + cosz(a)t)(pz)+ mgR sin(wrt ) =

=1

= %R2 (cosz(a)t)(p2 ~-’ )+ mgR sin(a)t) =T +V

Poniewaz zwigzki miedzy wspotrzednymi kartezjanskimi i wspotrzedng ¢
(przyjetg jako wspodtrzedng uogdlniong) zalezg od czasu to funkcja G nie
jest rowna catkowitej energii mechanicznej ciata w uktadzie inercjalnym.
Nie jest ona takze catkg ruchu gdyz

dG oL

o mR? cos(a)t)sin(a)t)a)gb2 +mgRw cos(a)t) =mRw cos(a)t)[R sin(a)t)gb2 + g] =

2
=mRw cos(a)t){R sin(t ) -y fgs“(a)t) + g} # 0



Przyklad. Znalez¢ rownanie Lagrange’a Il rodzaju opisujace ruch
wahadla matematycznego o dlugosci / pod wplywem sily
cigzkosci skierowanej pionowo w dot, jesli punkt zawieszenia y
wahadta S porusza si¢ po prostej pionowej w taki sposéb, 1z jego \
polozenie na osi pionowe] zmienia si¢ z czasem zgodnie ze x=Isina)
wzorem: & = ACOS(Qt) (4A-dodatnia stata). Okres$li¢ uogolniong

) ) Acos(Qt) |
energi¢. Czy jest ona catkg ruchu?

g
AcodQ¥)-y =Icoda)

0 ‘ <

m

RAwnanie wiezow wynikajgce ze statej dtugosci nici wahadta

f=x>+ [y — A cos (Qt)]z —_ /> =0 (stuszne takze dla a>n/2)

Liczba stopni swobody nw-p=2-1=1 ( n-liczba ciat=1,w-wymiar przestrzeni=2,

p-liczba wiezéw=1),

jedna wspodtrzedna uogdlniona np. &
Kat o okresla takze potozenie wahadta w drgajgcym uktadzie nieinercjalnym , ale gdy funkcje
Lagrange’a okreslamy w uktadzie inercjalnym, to nie musimy uwzgledniac sit beztadnosci

Ustalenie zwigzku miedzy wspétrzednymi kartezjanskimi a wspoétrzedng uogdlniong a

x =Isin(a)
y = A cos (Qt)— [ cos (a) (stuszne takze dla o> n/2)

Mozna pokazac iz rownanie wiezow jest spetnione tozsamosciowo dla dowolnych
wartosci a

f=x*+[y—Adcos(Qt)f —1* =1*sin*(a )+ 1*cos *(a )1 =0



Wyznaczenie energii kinetycznej T
T:%(x2 +57?)
Poniewaz
x =Isin(a) = % =1 cos(a)a
y=Acos(Qt)-1Ilcos(a)= y=—-A4Qsin (Qt)+ Isin (a )a

T= % [12 cos’ (a)d2 + A’Q) sin’ (Qt)— 2AQ)I sin(Qt)sin(a)oZ + [ sinz(Ot)O't2 )]=

T = %[120'52 —24Q1 sin(Q¢ )sin(a ) + 4°Q sin>(Qr )]

oV oV
Wyznaczenie potencjatu £, =0= —a,Fy =mg == V =mgy

V
V =mgy =mg|A cos(Qt)—lcos(a)]
Wyznaczenie funkcji Lagrange’a

L=T-V= %[12022 —24Q7 sin(Q)sin(a )t + 4207 sin® ()] mg[ A cos(Qt)~ I cos(a )]



NP d ( oL j oL
Zapis réwnania Lagrange’allrodzaju —| — |——— = ()
dt\oda ) Oa
L=T-V= % [120'52 —2A4Ql sin(Qt )sin(a ) + 4°Q sinz(Qt)]— mg|Acos(Qt)—1cos(e)]
oL

— =ml*d& —mAQI sin(Qt)sin(cr )
oa

i( 8[-, j = 8. ( aL. )d + g ( 8[-, )02 + Q(G_Lj = ml*& — mAQI sin(Qt ) cos(a Jo — mAQ* cos(Qt )sin(ex )
dt\oda ) oa\oda oa\ 0a ot\ o

S—L =-mAQI sin(Qt)cos(a)d —mgl sin(a)
a

i(@_Lj _oL = 0= ml*d —mAQ’] cos(Qt)sin(a)+ mgl sin(a) =0
dt\oa ) o«

= a+ {% —?Qz cos(Qt)} sin(a)=0



L=T-V= %[12022 — 2AQ1 sin(Q¢)sin(a ) + 4°Q sin>(Q¢ )|~ mg[ A cos(Q)— I cos(a )]

oL : : :
Okreslenie funkcji G (uogolnionej energii) 7. = Y =ml*a —mAQI sm(Qt )sm(a )

s /
G:ZPZQZ —-L=p,a-L=

/=1
= ml*a* — mAQI sin(Q¢ )sin(a )a — % [lzo'c2 —2A4Q sin(Q¢ )sin(a )a + A°Q7 sin’ (Qt)]+ mg[Acos(Qt)—1cos(a)]=

= % [120'52 —A4*Q)° sinz(Qt)]+ mg|Acos(Qt)—1cos(a)| =T +V

Poniewaz zwigzki miedzy wspotrzednymi kartezjanskimi i wspotrzedng &
(przyjeta jako wspotrzedng uogolniong) zalezg od czasu to funkcja G nie jest
rowna catkowitej energii mechanicznej ciata w uktadzie inercjalnym.

Nie jest ona takze catkg ruchu gdyz

dG oL : . : .
o AQ? cos(Qt)sm(a)a — mA*Q’ sin(Qt )cos(Qt ) — mgAQ sm(Qt)
t t
Uwaga. Moze wystgpi¢ sytuacja kiedy funkcja G nie jest rowna energii catkowitej w

uktadzie inercjalnym a jest catkg ruchu (¢wiczenia).



. A : . ,
Analiza réwnania ruchu aJ{—TQZ COS(QZ‘)+§:| sin(@)=0 w celu analizy odwréconego wahadta.

Gdy A=0 to otrzymujemy rownanie wahadta matematycznego, ktory dla matych a gdy mozna przyblizy¢
sin(a) = a staje sie rownaniem oscylatora harmonicznego & + %a =0

Przy analizie odwroconego wahadta zamiast wspotrzednej uogodlnionej oo mozna wprowadzic
wspotrzedng uogolniong B=rn—a Przyczymp=—g sin [ = sin(;z — a) = sin(a)

Réwnanie przyjmuje wéwczas postac ’ \ g y .
N g
. | A gl ACOS(QI)‘ é\l Acos(f;)F ¢ ‘
+| =Q?%cos(Qt)—< |sin(B)=0
| 0 cosn) - fsin(s) AN /L
Obliczenia numeryczne wykonane dla 0124 é??ﬁogm | -
warunku poczatkowego ek ” | ﬂ ”
fli=0)=0 Bl=0)=0.1~0 ) g-ggi‘ ‘ ‘
i odpowiednio matego stosunku 7~ g 000
wskazujg na to iz dla odpowiednio duzych by ' ‘ |
czestosci Q ukfad pozostaje stale w 222“ | ' “ “ -
poblizu punktu dla ktérego =0 i |_Q:1005”
wykonujac ruch quasi-okresowy ol e=—0-30sqi(gl)

0 2 4 6 8 10
t(s)



Obnizenie czestosci
powoduje to iz uktad zaczyna
wykonywac ruch quasi-
okresowy przechodzgc przez
punkt B=mn

Dla mniejszego stosunku A/l

pozostawanie blisko =0 wymaga

wiekszych czestosci €2

7 A3 T I 1
A=0.005m
I=1m

6 =l

5...

e ()=100sqrt(g/l
p— ()=200sqrt(g/l)
= 0)=280sqrt(g/l)

20

B(rad)

| A=0.05m
6 I=1m
5
4 -
3 fomn (=1 05t (g/|
1 frm—— O)=20sqrt(g/|
2 s ()=285qrt(g/l)
14
0
0 10 15 20
i(s)
02— T 7T 7T T T 7T T T 7
A=0.005m I=1m
0.10 -
0.08 ” | E
0.06 , .
0.04 1
0.02
0.00
-0.02 - |
-0.04 -
-0.06 ‘ '
—o.oa-w \
-0.10 4 — ()=300sqrt(g/l) ]
-0.12 T T T T I_IQ:IIDOO?qN(g:II
0o 1 3 4 5 6 7 8 9

t(s)

10



Dla matych ,8 mamy sin(B) = B ,

/34(?92 cos(Qt)—%jsin(ﬂ): 0= /-3-{? o COS(Qt)_% et /.

AcodQx)

w’ =§,a =?:> ,B+(a§22 cos(Qt)—a)z)ﬂ =0

Gdyby 407 cos(Qt)-w® = const < 0 to uktad oddalatby sie od p=0
Gdyby aQ’ cos(Qt)—w* =const >0  to uktad drgatby wokét potozenia =0

Srednia wartos$¢ funkcji aQ’cos(Qt) jestréwnazeru aQ’cos(Qr)=0 czyli
mozna by spodziewac sie oddalania ciata od potozenia réwnowagi

UsSredniona po okresie drgan punktu zaczepienia wahadta funkcja aQ)’ COS(Qt),B
jest jednak dodatnia i rézna od zera gdyz wéwczas gdy cos(Q¢)=1 to kat ,8 jest

wiekszy , za$ gdy cos(Qr)=-1to kat ten jest mniejszy, co przy duzej wartosci aQ’
prowadzi do quasi oscylacji ciata wokot punktu =0



o’ =%,a =?:> ﬁ+(an cos(Qt)—a)z),B =0

Gdya<<li aQ? >> @’ to B=C+Cacos(x)

gdzie C=C(t) wolno zmienna funkcja czasu opisujaca drgania wokot p=0

b= —(aSY cos(Qt)- o’ )ﬂ ~ — C(1+ a cos(Q1))(aQ? cos(Qt)— w® = —C(azchosz(Qt)— a)2)
E = _C(Cﬂ;f —a)zj

B =C+ Cacos(Qt) = B = C + Cacos(Qt) — CaQ sin(Qt) = ,§= C +
Cacos(Qt) — CaQ sin(Qt) — CaQsin(Qt) — CaQ?cos(Qt) = C

, ) 2 20°
Réwnanie na C: C+C[a2 —wZJ:O

a’Q)’ 5
Gdy ( 7 —@" >0 (swnanie jak dla oscylatora drgajgcego z czestoscig

[




Funkcja Lagrange’a i rbwnania Lagrange’a Il rodzaju w przypadku

istnienia potencjalow uogdlnionych

Potencjat uogélniony - funkcja taka, ze sity uogolnione wyrazajg sie przez

nig nastepujgco: Potencjat uogdlniony zalezy nie
tylko od wspotrzednych ale

aU d oU
= [=12,....f, U=Ulgq,q,t s whies 2ci uoedlni
O, 56], dt @ql A (q q ) rowniez predkosci uogolnionych
L OL
d oI 0T oU d oU da.—a =0
— =0, =——+ —=1dt 0g, 0q, [=12,.... f
dt 0q, 0Oq, dq, dt dq, L=T-U
Uwaga: dla potencjatéw uogolnionych sktadowe sity nie sg dane przez -grad U
Niech Ul(q.q,t)=U(x(q.t),x(q,4,),) or, ax,
. 0q, 0q,
Q——8U+daU——Z oU 0x; aUﬁx] L4 & OU 0% / N~
' 9q, dtoq, Ox; 0q, 85cj 0q, a’t 8x 8q, S E(ﬁqzj

‘—Z oU &, oU d éx,.%d(”a_U@xj _i oU *, d oU \ox,
Ox; 0q, ax;. dt 0q,.) . .dt ox ;. 0q, ox dt ox; ) oq,

Ox .
Q;EZXJ- x]:> Xj:_8U+d8Ff
o 0gq, Ox, dt Ox,

7] j=1




Przyktad konstrukcji potencjatu uogolnionggo :
elektron w polu elektromagnetycznym ( E- natezenie pola elektrycznego, B-
indukcja pola magnetycznego, e-’fadunek elektronu,e<0,v -predkos¢ elektronu

¢@(x,y,z,t)-potencjal skalarny pola, A(x ¥,z,t)-potencjat wektorowy pola)
= = S —6—A— rad ‘ |
F =eE +evxB o S S U=ep—ed-V=ep-eld i+ A+ A4z2)

B = rotA
Tak przyjety potencjat uogoélniony daje prawidtowe sktadowe sity
dziatajgcej na elektron w polu elektromagnetycznym, np. dla sktadowej x-
owej otrzymujemy
oU d(an op 0O 1#) 44,

F=X=—+—
ox dt

ox

:e( Op _ 04, j—i—e(vxrotA) —eEx+e(\7><§)x votd = |




Zatozmy iz wspotrzednymi uogolnionymi sg wspotrzedne kartezjanskie
(X, 5eeernnee ,X3,) opisujgce analizowany ukfad ciat w przestrzeni konfiguracyjnej

Ped uogolniony zwigzany ze wspotrzedng x;dla uktadu opisanego funkcjg Lagrange’a z

potencjatem uogoInionym  U(x,,......, X, , X;seververrennn x;,) Jestrowny
poil'p —6L—6T—8U—m5€—a—U—p —6—U j=12,....3n

P ok, ok, ex, T ok, T oax] Y
Pedy uogodinione p; nie sa rowne skfadowym p = = 6_T =m x , wektorow
pedu mechanicznego tych ciat Ox,

m;=m,=m;=m
3
mi? OL .
L=——eg0+ Z i |mep—>p,=——=mx;+ed,
2 = OX

J
Pedy p,; (j=1,2,3) sg skladowymi w ukt. kart. wektora D, = mr + eA

@ -potencjat skalarny ( 4 -potencjat wektorowy) pola elektromagnetycznego
Dla uktadu opisanego wspotrzednymi uogolnionymi q, obowigzuje relacja

Pr=== ZPW 5q] > =127 Dla uktadu opisanego potencjatem
/

oT
. . . — b *F
uogolnlonym nie obowigzuje relacja bo g,



Zat6zmy 1z elektron na ktory nie nalozono zadnych wiezdéw porusza si¢ w
jednorodnym stalym w czasie polu magnetycznym o indukcji skierowanej wzdiuz
0siOz B=Bk (pole elektryczne nie wystepuje)

Wybor potencjatu wektorowego 1 skalarnego pola nie jest jednoznaczny. Mozna go

i j k
, = 15 2y 1 By~ Bx - By Bx
bra¢ np. w postaciA=—|Bx7)=—|0 0 Bl=—"2i+—j=|—-——,—,0|0raz _
WyDHC Iip- Wb 2<)2 22]{22} Q=
X y z
ale takze w postaci 4 =[-By,00] oraz =
S By B N A A
Mozna sprawdzié np.izgdy © | 2’2 | to B=rotd=|— — —|=Bk=[0,0,B]
B oA . ox 0Oy Oz
E:— d —_ =
wrade b
2 2

By Bx

Gdy 4 _[ 2’2 ’0} oraz (P = 0 to przyjmujac za wspotrzedne uogdlnione
wspotrzedne kartezjanskie x,y,z jego wektora wodzacego potencjat uogdlniony

B= (0,0,B),7 = (vx,vy,vz)

U=—ed-V-+ep= —e(AxJ'C+AyJ>+AZZ')=?(W_XJ")

Mozna pokazac iz Fx:_a_UJri a—(_]jzﬁy#i éy = eBy =eB.v :e(ﬁxé)x
ox dt\ ox 2 dt\ 2 g

0



Funkcja Lagrange’a n
2

OL . eb oL mj/+eBx
—=mx - — —= -
o 27 o >
i(a_l"j:mx‘_ﬁy i(%j:my+§x
dt\ Ox 2 dt\ oy 2

oL _eB . oL __¢8

ox 2 4 ay 2

oL

—=0
1674

Rownania Lagrange’a Il rodzaju przyjmujg posta¢ Sa one rownowazne rownaniu

d (8L oL mr=F =erxB gdy B=Bk
—| — |-—=0=>mx—-eBy =0= mx =eBy ,
dt\ Ox ox gdyz
i@_L —a—L=O:>mj}+eB)'c:0:>mj}=—ijc ~ o i j k
) F=clfxB)=et y z|=[eBj—eBi0]
d (0L oL
—|——=0=>mz=0 0 0 B
dt\oz) 0z
oL - | By on
D. :g:mz'zmz'JreAz _{_7’7’ }
oL _ X + eA oL m'+eBx my + eA
=—=mx———y=mx+e =—= —x=
px ax y X py ay y 2 y y



L:T—U:%(xz+y2+z'2)—%(5cy—yx)
. eB
szmx—jy pyzmj/+%x p. =mz
u . . . . mi{., ) ) eB ;. .
/=1

B B B
= mx” —%yx+my2 +%xy+mz'2 —%('2 +y° +z'2)+%(5cy—yx):

:%(’2+)>2+z'2)=T

Widac iz nie zachodzi relacja m

dG OL .o
i 0= G =T =const Energia kinetyczna statg ruchu



mx—eBy =0 mj +eBx =0

. 4 4 rr 4 eB
Wprowadzamy do zapisu rownan czestos¢ cyklotronowg okreslong wzorem @ = ——> ()
m

¥+ ay=0 (1)

Wprowadzamy nastepnie pomocnicza zmienng zespolong & = X + iy

przy czym x=Re($),y =Im($)
Dodajac do rownania (1) rownanie (2) pomnozone przez i otrzymujemy

iviy—io(y+x)=0= E-iwE=0 3)

Roéwnanie charakterystyczne ma postac: > —ior=0
za$ jego pierwiastki sg rowne r=i® oraz r=0

Ogo6lne rozwigzanie rownania (3)

&= Aexpliot)+ B = pexplig, Jexpliot)+ B

gdzie p = ‘A

, P, -liczby rzeczywiste; A, B-liczby zespolone.



&= Aexpliot)+ B = pexplig, Jexpliot)+ B

x =Re(&) = pcos(p, + wt)+x, = pcos(at + ¢, )+ x,
y=Im(&) = psin(goo + a)t)+ Y, = psin(a)t + (/)O)+ Y,

State p,@,,x, = Re(B),y, =Im(B) mozna otrzyma¢ z warunkow poczatkowych
ruchu.

Poniewaz (x — X, )2 + (y — Vs )2 = p’ to w plaszczyznie prostopadtej do osi Oz
elektron porusza si¢ po okregu o promieniu p 1 srodku lezagcym w punkeie (x,,y,)

Ogolnie ruch odbywa si¢ po spirali o osi symetrii rownolegtej do osi Oz
przechodzacej przez punkt (x,,y, )przy czym rzut predkosci na o§ Oz nie ulega
zmianie w czasie ruchu z =const = z =zt + z,

Poniewaz X=—p® sin(a)t + (00) ¥ = pacos(ot +¢,) to promien okregu

X4y
P = >
@

Mozna go okresli¢ znajac stalg dlugosc rzutu wektora predkosci na ptaszczyzne
prostopadig do 0si Oz v, =yi*+y”



